Corrigé de I'examen de M2 2007-2008

C. Noot-Huyghe

1- Soit h(X) = XP~1— € Z,[X]. Dans F, il y a p — 1 racines distinctes a I'équation /(X) = 0. De plus,
si a est une telle racine, 1’ (a) = (p — 1)a’~2 est non nul. Une conséquence du lemme de Hensel est
alors que chaque racine se reléve en une racine de / dans Z,. ces racines sont distinctes puisqu’elles

sont distinctes modulo p et cela montre que Z, et donc Q, contient les racines p — 1-iemes de l'unité.

2- On peut supposer que f est unitaire et de degré n. Si f = gh, avec g et h unitaires, alors, on a une
décomposition mod p f = gh, en notant f la classe dans F,[X] d’un polynome t € Z,[X]. Comme
f est irréductible, cela donne que § = 1 ou h = 1, par exemple § = 1. Comme g est unitaire,

deg(g) = deg(g) = 0 de sorte que f est irréductible.

3- L'anneau A est un Z,-module libre de rang fini n, de base 1, X, ..., X"~1 (on utilisera par la suite
le plongement Z, — A qui envoie x sur x-1 € Z,). La valuation proposée est la restriction de
la valuation v(x) = {maxi|x € p'A}, ce qui est une valuation par les vérifications usuelles. La
topologie induite par cette valuation est la topologie produit induite par Z,, sur A, si bien que A est
complet pour la topologie induite par la valuation. L'idéal pA est maximal car le quotient A/p A est
isomorphe a Z,[X]/f, et est un corps car f est irréductible. Si x & pA, alors x est inversible dans
A/pA, ce qui signifie qu’il existe y € A, u € A tels que xy = 1+ pu. Soit v = Yyen(—1)Fp*ur qui
converge dans A qui est p-adiquement complet, alors vu = 1, ce qui montre que x est inversible
dans A et que pA est un idéal maximal. L'anneau A est un anneau local, de corps résiduel A/pA qui

est un corps fini, isomorphe a F; avec g = p".

4- Si g est un autre relevement de f, alors g est irréductible et g est alors le polyndme minimal de x la
classe de X dans l'algebre B = Z,[X]/g. Dans A/pA = F,[X]/f, §(X) = f(X) = O et f/(X) #0
car sinon f(X) ne serait pas irréductible sur Z,, donc on peut relever la racine x de g en une racine
de g dans A (puisque le lemme de Hensel est valide dans A d’apres la question précédente), ce qui
donne un morphisme B — A. Symétriquement, on a un morphisme de Z,-algébres A — B. Le
morphisme composé de ces 2 morphismes envoie une racine de f dans A sur une autre racine et est
un isomorphisme (étendu au corps des fractions de A ce morphisme est un élément du groupe de

Galois de ce corps). Cela montre que A et B sont isomorphes.

5- Comme A/pA est isomorphe a F;, et que A est un anneau de valuation discréete ott le lemme de

Hensel est valide, c’est la méme question que la question 1-.

1- C’estdu cours: A = (U, Oy) = K[x][1/Q] = K[x, Q1]

2- Le faisceau des formes différentielles sur Ak est un O ar-module libre de rang 1 engendré par dx.
Par le théoreme de changement de base pour le module des différentielles, Q}, = Q}\}( u est un
Oy-module libre de rang 1 engendré par dx et Q = (U, Q};) = A.dx = K[x, Q" ']dx.
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i. Soitu = f/Q", avec f € K[x] tel que f n’est pas divisible par Q. On calcule

(§)- %
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3.

1-

Sid(u) = 0,ona Qf" = nQ'f et donc Q|f puisque Q A Q" = 1, ce qui est absurde, sauf pour
n = 0etf =0, cesta-diresi u € K. Cela montre que H2,(U) = Ker(d) = K. Calcul de
C = coker(d) = Q/Im(d).

ii. Soit u = f/Q" comme précédemment avec f non divisible par Q. Si on a du = x'/Q pour
0 < i < d—1,cela donne la relation Q(f’ — x'Q"~!) = nQ'f et donc Q|f sauf si n = 0 mais

dans ce cas u est un polynéme et on ne peut pas avoir d(u) = x'/Q.

iii. Il est évident que Q = UJ,>0Gpretque G, 1 C G,.Siu = f /Q" € Gy, on effectue la division
euclidienne de f par Q: f = aQ + b avec deg(b) < d etainsiu = a/Q" ' +b/Q" € G,_1 +
Yo<i<d—1 5—;, ce qui montre 1’assertion.

iv. Comme Q' est premier avec Q, Q' est inversible modulo Q et la multiplication par Q' est un
isomorphisme du K-espace vectoriel K[x|/P. Cette application transforme une base en une base,
de sorte que les éléments by, . .., by_1 forment une base de K[x]/P. Soit maintenant x/ /Q" pour
j €{0,...,d —1}. Comme les éléments b; forment une base de K[x]/P, il existe des scalaires
i, ..., g1, un polyndme RdeK|[x] tels que x/ = Zf;(} bt + QR, de sorte que x/ /Q" € G,_1 +
Yo<i<d—1 %dx, ce qui donne 1’énoncé cherché.

v. On montre par récurrence sur nn > 0 que G, C E + Im(d), cela montre l'assertion sur Hp (U) car
alors E est une base de ce K-espace vectoriel. Pour n = 0, Gy = K[x]dx. Soit f = Y™ ¢;x!, alors
f(x)dx = d(XM)e;x!*1/1 + 1) car le corps K est de caractéristique 0 et donc Go C E + Im(d).
Pour0<i<d-—1letn>0,0na

Xt _ ixifl B B xin
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d( xi ):ixi_l—(n—l)ai_(n_l)bi

soit encore

Qi’l—l Qn—l Qi’l :
Si G,_1 C E+ Im(d), les termes & sont aussi dans E + Im(d), ce qui montre que G, C E +
Im(d).
Les polyndmes définissant f sont homogenes de sorte que f définit une application birationnelle
de P11<. Pour voir que cette application est bien définie, il faut vérifier qu’on ne peut pas avoir ug +
Auf~lu; = 0 et u! = 0. Or ces égalités donnent 1y = u; = 0, ce qui ne correspond pas & un point de

I'espace projectif. Cela montre que f est bien définie.

Siuy # 0,alors uf # 0, donc U est stable par f. On munit u; de la coordonnée t. L'application f :
U; — Uy est alors donnée Oy, — Oy, par t — At" + At = #=1(X 4 t). Soit A 'anneau local
ent = 0 de U; (qui correspond a 1'«). L'élément A 4 t est inversible dans A et, par définition, f est
ramifié en « d’indice n — 1 (ramification modérée par hypothese). Etudions f*Q} — Q. L'image
de dt est d(t" + At""1) = nt""! + A(n — 1)#"~2dt. L'application f est ramifiée aux points ot cette
dérivée s’annule, i.e. en « (déja traité) et en t = ’T/\n —1)/n. Comme l'ordre d’annulation de la
dérivée en ce point est 1 et que 2 est premier avec car(K), la ramification en ce point est modérée et

est égale a 2.

On remarque que f[1,s] = [1 + As,s"], de sorte que f induit une application D(1 + As) — Up. On
note encore f la restriction de cette application a D(1 + As). L'ouvert D(1 + As) contient 0. Comme
on a étudié la ramification de f sur Uy, il suffit, pour étudier toute la ramification de f d’étudier
ce qui se passe dans le complémentaire de U; c’est-a-dire en 0. Or, en restriction a D(1 + As), f

correspond a s — s" /(1 + As), et est donc modérément ramifiée d'indice 7 en 0.



Comme f(U;) C Uy, f~1{0} = {0}, avec ramification n. La formule du cours donne f*[0] = n =
deg(f)deg([0]) = deg(f) et f est de degré n.

On a déja répondu a cette question. On peut retrouver la réponse avec la formule d'Hurwitz, qui
s’applique simplement car toute la ramification est modérée. Soit e la ramification cherchée. On
trouve : -2=n(-2)4+n-1+(n-2)+(e-1) ete = 2.

D’apres le cours f*[P] = ¥ Q € f1(P)eg[Q] ot eg est I'indice de ramification du morphisme d’an-
neaux locaux Op — Og. De plus, deg(f*[P]) = deg(f)deg(P) et P € X(K) est de degré 1 par
définition, ce qui donne deg(f*[P]) = deg(f) = n.

La formule d’'Hurwitz donne 2¢(X) —2 = —2n + deg(R) oti, comme la ramification est modérée,
ot deg(R) = Ypexeg — 1, cette somme étant en fait finie. Avec nos hypotheses deg(R) =
YQe fH{PHeq — 1)deg(Q) = deg(f*[P] — L Q€ f'{P})deq(Q) = n—YLQE€ f{P}). En
écrivant que ¢(X) > 0, on voitque2 —n—YQ € f1{P} > 0etn <2-Y Q€ f {P}. Comme
Y Q € f Y{P} > 1, cela montre que n = 1 et que f est un isomorphisme.

On procede comme précédemment. Dans ce cas, on a deg(R) = deg(f*[0]) +
deg(f*lo]—) X Q€ f10}) — Y Q€ f{x}) < 2n—2. La formule d’Hurwitz donne alors
2¢9(X) —2 < —2etg(X) <0,ie. g(X) = 0et X estisomorphe a P.

On vérifie d’abord que 'ouvert U’ est lisse. Les points fermés ot U’ n’est pas lisse correspondent
aux idéaux maximaux contenant y, P, P’. Or, ces 3 éléments engendrent A = I'(U’, Ox) car P et P’
sont premiers entre eux. Sur V' il suffit de vérifier que si P et P’ sont premiers entre eux, P; et P
sont premiers entre eux. On traite ici le cas ot deg(P) = 2¢ + 1, qui est le cas de 1’énoncé avec g = 2.
Les polynomes P et P| sont premiers entre eux si et seulement si Ak, = D(P;) JD(P]). Or comme
les polyndmes P et P’ sont premiers entre eux et que Pj(t) = —t2P'(1/t) 4+ (2g + 2)t3T1P(1/t),
I'ouvert W = AL\{0} est la réunion W D(P;) UW N D(P;). Pour conclure, il suffit de vérifier que
{0} € D(P1) UD(Pj).Or, ona toujours P; (0) = 0 et sia est le coefficient du terme de plus haut degré
de P, on a que P{(0) = a # 0, d’ou 'assertion. On peut aussi montrer que P; et P| sont premiers

entre eux, en utilisant les formules et sans recourir a des arguments de géométrie.
Le genre g est égal a 2 d’apres le cours.

Le module MU', Q}},) est le A-module libre Ady + Ads/2ydy = P'(s)ds. Donc, sur D(y), ce module
est libre engendré par ds et sur D(P’) ce module est libre engendré par dy. De plus, comme U’ est
lisse, U' = D(y) U D(P'). L’élément wy est clairement une section sur D(P’). Sur D(P') N D(y), ona
wo = dy/P'(s), qui est la restriction d'une section de Q};, sur D(P’), de sorte que wy est une section
globale de Q}, qui engendre ce faisceau sur chacun des ouvert D(y) et D(P’). Le raisonnement pour

w1 est identique.

Il reste & voir que wy est une section de Q1,,, pour voir que c’est une section globale. Or, cela vient de
la relation ds/2y = —t8~1dt/2z et dt/2z € T(V’, Q1) pour les mémes raisons que précédemment.
Onaaussisds/2y = —t8~1dt/2z € T(V', Q1) puisque g > 2. Les sections wy et w; sont linéairement
indépendantes et dimH°(X, Q}) = 2 car X est de genre 2 : ces sections forment dont une base de ce

K-espace vectoriel.

Comme O_%( est libre, il suffit de calculer I’action de o sur les éléments wy et w; vus comme sections
sur U'. Comme 0! (dy) = —dy et 07 1(s) = s, o agit par —Id sur H*(X, Q}).
On applique la formule de Riemann-roch : Q}(®3 est associé au diviseur D = 3K ou K est le diviseur

canonique. Comme le degré de K — D = —2K est —2(2¢ —2) < O pour ¢ > 2, (K — D) = 0, ce qui
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donne /(D) =deg(D)+1—g=5(g— 1), ce quiestégala 5 pour g = 2.

7- Par fonctorialité, tout automorphisme de X induit un automorphisme de H 0(X, Q&) et donc aussi
de HY(X, Q%<®3). Si cette application est injective, alors Aut(X) se plonge dans le groupe d’automor-
phismes de H’(X, Q§®3), qui est un K-espace vectoriel de dimension finie, et est un groupe fini si K
est fini. Dans notre cas, ce cardinal est inférieur a card(Ms(K)) et donc a card(K)%. Précisément, si K
est de cardinal g = p', le cardinal de H%(X, Q}(®3) estégala (3° —1)(¢° —q)(° — 9*)(° — ¢°) (§° —
g*), qui est donc un majorant de card (Aut(X)).



