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Introduction.

Soient V' un anneau de valuation discréte, d’'inégales caractéristiques (0,p) (p > 0), K
son corps des fractions. On considere le schéma formel S = SpfV, X un schéma formel
lisse sur S, de dimension N, et Z, un diviseur de la fibre spéciale de X'. Dans cette
situation, P. Berthelot introduit le faisceau des opérateurs différentiels arithmétiques
D;(Q et sa version a pdles surconvergents le long du diviseur Z, noté DLyQ(TZ ). Un des
résultats de l'article de Berthelot [4] est la finitude de la dimension homologique des
faisceaux DL?Q, dans le cas ou il n'y a pas de poles. Le faisceau DL7Q(TZ ) joue aussi
un role important dans la théorie des D-modules arithmétiques, parce qu’il permet de
construire une théorie de la transformation de Fourier des D-modules arithmétiques, et
qu’il est un cadre naturel pour la définition des fonctions L associées aux D-modules
arithmétiques (cf. la these de D. Caro [5]). Nous montrons ici que le faisceau D;Q(TZ )
est de dimension homologique finie. En utilisant des propriétés de platitude données
dans le derniere partie de cet article, la méme démonstration donne la finitude de la
dimension homologique de la complétée faible de I'algebre de Weyl. Nous complétons
cette partie par des résultats sur ’action du Frobenius sur cette algebre.

Le résultat pour la complétée faible de I'algebre de Weyl Ay (K) compléte le travail
de L. Narvaez-Macarro ([13]), dont il ne se déduit pas. Le résultat pour Di\,’Q(TZ) a
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déja été utilisé. Il permet par exemple, dans le cadre de la tranformation de Fourier,
d’appliquer les résultats sur I'image directe propre démontrés par A. Virrion ([15]) et
d’énoncer le théoreme de comparaison entre la transformation de Fourier avec support
et sans support pour les D-modules arithmétiques ([8]). Ces résultats devraient aussi

permettre de préciser I'équivalence de catégories énoncée dans [7].

Rappelons que le faisceau DLQ est limite inductive d’algebres d’opérateurs

différentiels completes ﬁg(m()g et que tout relevement du Frobenius sur X induit une

équivalence de catégories entre les 73;”?()2—modules cohérents et les ﬁg\gngl)—modules
cohérents. Le faisceau des opérateurs différentiels a coefficients surconvergents le long
d’un diviseur est construit comme limite inductive de faisceaux d’anneaux complets
gfvm()‘!@ﬁg(m()y ou Ag(m(g est une algebre complete topologiquement de type fini sur Oy q.
Dans le cas ou il n’y a pas de podles surconvergents, la finitude de la dimension ho-
mologique de DR,’Q résulte de la finitude de la dimension homologique des anneaux

ﬁg(mgz Pour montrer la finitude de la dimension homologique des ng?%, on se ramene

a montrer la finitude de la dimension de ZSE,?)Q via I’équivalence de catégories définie

par le Frobenius. Le point clef est que le gradué de 255\9) pour la filtration p-adique est

isomorphe a une algebre de polynémes en une variable, a coeflicients dans Dg?()), qui est
une algebre classiquement de dimension homologique finie. L’un des problémes dans le
cas ou l'on rajoute des podles surconvergents le long de Z est que le gradué associé a la
filtration p-adique n’est pas régulier, du fait que ’algebre B’\()?) n’est pas integre modulo
p. Pour remédier a ce probléeme, on introduit des coefficients a poles algébriques le long

)

du diviseur Z contenant les coefficients B\g(m , et qui sont munis d’une action du faisceau
YSEYm). On construit & partir de 14 des faisceaux d’opérateurs différentiels £(™) faiblement
complets, dont la limite inductive tensorisée par K est isomorphe & DL’Q(TZ ) et qui sont
de dimension homologique finie. Cela montre la finitude de la dimension homologique de
DIKQ(TZ ). Une démonstration analogue donne la finitude de la dimension homologique
de An(K)T.

Enfin, c’est une question naturelle d’exhiber sur l'algebre Ay (K )Jr une structure
analogue a celle du faisceau DLQ(TZ ). Nous traitons cette question dans la dernere
partie de cet article, en montrant que l'algebre Ay (K )Jr est limite inductive d’algebres
faiblement complétes, de dimension homologique finie, ayant de bonnes propriétés de
platitude et jouissant de bonnes propriétés vis-a-vis du Frobenius.

Je remercie B. Le Stum et D. Caro pour leurs remarques concernant une version

préliminaire de cette article.

1 Opérateurs différentiels arithmétiques.

Dans toute la suite de l’article, nous reprenons les notations de l'introduction.
Précisons de plus, que si & est un faisceau de Z-modules, £q est par définition le faisceau

& tensorisé par le corps des nombres rationnels Q.



1.1 Géneralités a propos des opérateurs différentiels arithmétiques.

Il ne s’agit ici que de rappels de résultats de Berthelot ( [3] et [4]).

Si le diviseur Z se releve en un diviseur Z de X, on note U le complémentaire de Z
dans X et j 'immersion ouverte de & dans X. Soit = une uniformisante de V, la fibre
spéciale des schémas formels considérés sera notée avec une lettre droite indexée par 0
(X est la fibre spéciale de X).

Si k est un entier, v,(k) est sa valuation p-adique et q,(cm) désigne le quotient de
la division euclidienne de k par p™. Si k = (ki,---,kn) est un multi-indice, on note

k| = ki + -+ ky et
(m), _ (m)
9 !—qui L

1.1.1 Descriptions intrinséques.

Nous aurons besoin des constructions de Berthelot pour décomposer ’action du
Frobenius sur la complétée faible de I’algebre de Weyl. Cependant, nous omettrons de
préciser que toutes les m-PD-algebres considérées ici seront munies de m-PD-structures
compatibles a p. Les m-PD-algebres sont des PD-algebres et une 0-PD-structure est en
fait une PD-structure.

On décrit ici la situation sans podles surconvergents le long de Z. Soit PX,’(m) le
voisinage a puissances divisées partielle de niveau m, d’ordre n compatible a p : c’est un
quotient de I’enveloppe & puissances divisées partielles de niveau m compatibles a p de
'idéal diagonal Z de X' (cf 1.4 de [3]), I'idéal définissant 'immersion fermée X — X' x X.
Ce faisceau P;Z(,(m) est muni de deux structures de Oy-modules, a gauche et a droite,
qui correspondent respectivement a la multiplication par £ ® 1 ou par 1 ® x si x est une
section locale de Oy. On munit PX,’(m) de la structure de Oy-module a gauche et on
pose

DY) = Homo, (P () Ox), DY = li_n)lan(m)

)TV ,n’
Une description en coordonnées locales des opérateurs différentiels sera donnée dans la
sous-section suivante. On retrouve la construction usuelle des opérateurs différentiels en
posant m = +oo. Dans ce cas, on voit que P (00) = Oxxx /T
Soient x1, ...,z N des coordonnées locales sur un ouvert Vde X, §;, = 1Qx; —x;®1 €
Oxxx pour tout 1 < i < N, alors (1.5.3 de [3]) le faisceau P}’(m) est un Oy-module

localement libre de base
k1}(m k m
é’{b}('ln) — é‘i 1}( ) o é-]{VN}( )’

ou ces éléments vérifient la relation

q](% )!5;{ Fam) :Sfl-



1.1.2 Description en coordonnées locales des opérateurs différentiels.

Nous aurons besoin d’une description en coordonnées locales des faisceaux Dg(

Pour les justifications des affirmations qui suivent, nous renvoyons a [3]. Si V est un

(m)

ouvert de X muni de coordonnées locales x1,--- ,zn, le faisceau D,

k) m) — Haxl (m)

vérifient la relation

est le Oy-module

libre de base les

(m)

. . (kq)
ou les opérateurs 0Oy,

?m‘) on ™ = ok,
qy, !

lopérateur 0., étant la dérivation usuelle par rapport a z;. Rappelons que le faisceau
des opérateurs différentiels usuel (cf 16.8 de [1]) est le Ox-module libre de base les 9%
tels que E!Q[E] = ok

Inégalités. Nous utiliserons aussi les inégalités suivantes :

I3
p_

)

pr(p—1)

k
B Nlog(kl+)-N < vk <

N "
L < vl <

|7~

k|
pm(p—1)

— Nlog, (k| +1) -

Formules. La proposition 2.2.4 de [3] donne quelques formules. Nous aurons besoin

de celle qui suit. Ici, f est une section locale de Oy et on définit

(£~ g
/ T (m m),”
EJ tm) qéf)!q( )

k//

Mow . f= 3" {,f}( )6<k'><m)(f)8<’“"><m> (1)

K +k'=k
Enfin, nous utiliserons les coefficients suivants définis par Berthelot. Dans les formules,

m est un entier naturel fixé et k et k' sont deux entiers. Alors on pose

k _q
k! (m) - q/!q//!’

et pour deux multi-indices k et k', on pose

).
A .
{k my o Ky

Ensuite, on définit

d’apres 1.1.2 de [3].



1.1.3 Description intrinséque de la structure de Dg;n)—module a gauche.

Dans la suite, nous omettrons de préciser la valeur de m quand celle-ci sera claire.
Soit £ un O y-module, une m-PD-stratification (cf 2.3 de [3]) sur £ est la donnée d’une

famille compatible d’isomorphismes Py (m)—linéaires
En . P;l(,(m) ®OX E~E ®OX P§(7(m),

vérifiant certaines propriétés et ou les produits tensoriels sont respectivement pris pour
les structures de Oxy-modules droites et gauches de Pf{,,(m). La donnée d’une structure
de nym)—module sur £ équivaut a la donnée d’'une m-PD-stratification sur £. Si € est un
Dg(m)—module a gauche, les fleches ¢, sont définies en coordonnées locales, par P.Z',(m)_

linéarité, a partir des fleches 6, : & — & ®o, Py ) définies comme suit

»(m

O, () = Z O () ®§{E}‘

|k|<n

1.1.4 Description intrinseque de la structure de DE\T)-module a droite.

Nous reprenons ici les résultats de 1.1.3 de [3]. Le faisceau po*Pﬁ,’(m) désigne le
faisceau 77;}7 (m) VU COmMme Oxy-module a gauche et le faisceau p1*77;‘(7 (m) le méme faisceau
vu comme Oy-module a droite. Soit £ un Oy-module, une m-PD-costratification sur
£ est la donnée d’une famille d’isomophismes PQ,(m)—linéaires €n, vérifiant certaines
conditions,

En : Homo, (pO*P;l(,(m),g) ~ Homo, (pHP?(’( E).

Il est équivalent de se donner une structure de ngm)—module a droite ou de se donner

m)?

une m-PD-costratification sur £.

Soit £ un Dg(m)—module a droite. On se reportera a 1.1.6.1 de [4] pour avoir une
description de e,. En coordonnées locales, on peut identifier Homo, (pO*P}7(m)75 ) &
€ @0, DY) et eq(z ® O%)(1) = 20®).

1.1.5 Frobenius, Dg;n)-modules a droite et a gauche.

Soit o le Frobenius absolu sur speck, et X, le produit fibré au-dessus de o
X0 Xspeck speck.

Soit X’ un schéma formel dont la fibre spéciale est isomorphe & X, tel qu’il existe
un homomorphisme de schémas formels F' : X — X’ relevant I’homomorphisme de
Frobenius relatif : Xy — X{. On note F~! I'homomorphisme Oy: — Oy. Si & est un

O yr-module, on note
F*& = 0x ®o,, €,

F’8 = Homo,,(Ox,E).



En 2.2.2 de [4], Berthelot montre que F* induit un PD-morphisme :
@ F'Par m) = P (mi1)s

et en déduit des applications au niveau des voisinages infinitésimaux
O F'PY ) = PR )

Si &£’ est un Dg?,l)—module a gauche donné par une m-PD-stratification sur X’ définie
par les isomorphismes &,, F*£’ est un DEYmH)—module a gauche, dont une (m + 1)-PD-
stratification est donnée par les isomorphismes ®7e),.

Si & est un DE@L)—module a droite donné par une m-PD-costratification sur X’ définie
par les isomorphismes &, F°E’ est un Dgfm—i_l)-module a gauche, dont une (m + 1)-PD-

costratification est donnée par les isomorphismes Homp,, (m) (PX7(m+1), En).

1.1.6 Opérateurs différentiels a poles surconvergents.

Les définitions qui suivent sont dues a Berthelot (cf 4.2 de [3]). Soit Z un diviseur de
Cartier de X, localement donné par une équation f de Ox,. Cette équation se releve
en une section locale encore notée f de Oy sur un ouvert V de X. En restriction a V on
pose alors

(m) . pm+1

et gg(m) son complété p-adique.

Ceci définit en fait un faisceau, qui ne dépend pas du choix du relevement de f, ni
du choix de f. Ce faisceau est naturellement muni d’une structure de Dgn)-module, de
sorte que le faisceau

DY(2) = By o, DY

est muni d’une structure de faisceau de Bgfm)—alg\ebres (en appliquant la regle de Leibnitz

pour effectuer le produit de 2 éléments). Le complété p-adique de ce faisceau est noté
ng(m)(Z) (ou parfois é}m)(Z)) On considérera aussi tous les faisceaux ggcm’,m)(z) =
gg(m,)@@oxﬁggm) pour m’ > m et la limite inductive des ces faisceaux pour m’ variable
notée Ej‘fm)(Z).
Enfin, on introduit
Dy(2) =1lim DYV (2).

m
Le faisceau DL’Q(TZ ) est cohérent.

On note j linclusion de Xo\Z C Xj. Si le diviseur Z se releve globalement en
un diviseur Z, et si U est 'ouvert complémentaire du diviseur Z, tous les faisceaux
considérés sont isomorphes sur U respectivement a D&m) et a DL, et on note encore j
Pinclusion U C X.

Pour décrire plus précisément les faisceaux B™ qui interviennent dans la définition
des opérateurs différentiels a coefficients surconvergents, nous aurons besoin de ’appli-

cation v, : Z — N, définie comme suit. Soient k£ € N, ¢ et r, le quotient et le reste



de la division euclidienne de k par p™*1. Si » = 0, on pose vy, (k) = ¢. Si v # 0, on
pose (k) = ¢ + 1. Pour un multi-indice & € NV, on pose vy, (k) = 2N | vy, (ki). Soit
f reléve une section locale du diviseur Z. Une condition suffisante pour qu’une section

locale de j.Ox, a/f™ avec a € Oy, soit dans B est que a € p'm(MOy.

Inégalités. Mentionnons enfin les encadrements :

1.1.7 Un sous-faisceau du faisceau des opérateurs différentiels a poles sur-

convergents.

Ce faisceau est introduit pour étudier le faisceau des opérateurs différentiels a poles
surconvergents dans le cas de I’espace projectif.

Soit W un ouvert de X', W/ C W un ouvert muni de coordonnées locales z1,...,zyN
tels que les opérateurs différentiels Q@(m) relatifs aux coordonnées x; soient des sections
globales sur W du faisceau D‘(,gl ) pour tout k € N et tout entier m. On peut alors
introduire (cf [7]) un sous-faisceau d’opérateurs différentiels .Ag,n )(Z ) de ﬁg}l )(Z ) défini
sur un ouvert ) de W par

A;(Vm)(Z) _ @ B\:(ym)Q<E>(m)7
k

~

Ag/n )(Z ) son complété p-adique, Al

w ’m)(Z ) le complété p-adique du faisceau
g(ﬁ)@g%n) A (2),
et A;;(/m)(Z ) la limite inductive

lim AY(Z).

—m/

On note enfin A;r/V(Z ) la limite inductive
hinmA%m)(Z).

Pour W/ = W, le faisceau .,Zl\(vi,n )(Z ) coincide avec le faisceau 131(;1 )(Z ).

L’exemple important qui sera utilisé ici est le cas de I'espace projectif. Soit X = PN ,
muni du diviseur a l'infini noté co et x1,...,xy les coordonnées sur ’espace affine U
complémentaire du diviseur a l'infini. Les opérateurs Q@(m) relativement a ces coor-
données sont des sections globales de I'(X, Dy ) pour tout m et tout k. On introduit
alors .A();n)(oo) comme précédemment, ./Zl\g;n) (c0) les faisceaux obtenus en complétant p-
adiquement et Ainy(oo) la limite inductive sur m des faisceaux complétés, tensorisée

par Q. Le point est qu’il existe un isomorphisme canonique ([7])
AL7Q(OO) ~ D:I).(’Q(OO)
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D’autre part, un calcul facile montre que

Bt =1(x,BYY) = $ S gt va(ay) = vin(l1]) et val(ay) — vim(|l]) — oo |l] —
l

1.1.8 Une version localisée du faisceau des opérateurs différentiels a poles

surconvergents.

Ce faisceau est déja utilisé dans 2.2 de [10]. On commence par définir le faisceau
de coefficients localisé. Soit f une section locale sur un ouvert W de Oy, relevant une

équation locale de Z. En restriction a W on pose
By (x2) = BY 11/ ).

On remarque (2.2.1.1 de [11]) que cette construction ne dépend pas du choix de f et

que ceci définit un faisceau. De plus, on a les inclusions suivantes
BUM ¢ BUY ¢ BUY(2) C 4.Ox.
On pose alors

DY (32) = BY" (+2) @ g0m DYY(2),D'(2) = lim Dy’ (7).

X m
V™ (+2) = BY ) (2) @ gy EY(2),EX™ (x2) = lim  EY™ (2).
X —m/>m
Sous les hypotheses de 1.1.7, en supposant de plus que W (U C W', on définit de fagon
analogue
A (+2) = By (+2) @50 A (2),
ainsi que les faisceaux ﬁ(v?,l l’m)(*Z ) et A;‘(,m)(*Z ).

Nous démontrerons dans la sous-section suivante que ces faisceaux sont munis d’une
structure de faisceau d’algebres. Signalons enfin quelques isomorphismes qui vont jouer
un role clef pour le finitude de la dimension homologique. Apreés un calcul local, on voit
facilement que

B\(Xm)(*Z)/FB\EYm)(*Z) ~ 5.0y,

On en déduit des isomorphismes
DY (32) /2D (32) ~ 5D,
pour m’ > m, des isomorphismes
W (x2) €S (x2) ~ DY

et enfin,
e (x2) [mEL™ (+2) ~ DI



Avec les notations de 1.1.7, et si W (U C W’ alors on a I'isomorphisme
A (+2) Jm A (5 Z) = 5. DGR s
En particulier, pour le cas de ’espace projectif on a des isomorphismes
A (sw00) /A (00) = 1D,
AL (x00) [ AR™ (r00) = 1D,

Lemme 1.1.9. Soit h une section locale de j,Ox tel que m'h soit une section locale de

Ox pour un certain entier i, alors h est une section locale de Oy .

Démonstration. L’assertion est locale et on suppose que 'on est sur un ouvert sur
lequel f reléve une équation de Z. On procede par récurrence sur ¢. Si ¢ = 0, 'assertion
est triviale. Supposons qu’elle soit vraie pour tout n < i et toute section h de 7, Ox.
Considérons une section locale h de j,Ox telle que m'T1h € Ox. Du fait que f n’est pas

diviseur de zéro modulo 7, on a une inclusion
a .
Ox, — j«Ox /1jOx .

Posons k = 7t1h € Oy et k sa classe modulo 7. Par hypothese, a(k) = 0 et k = 0, ce
qui signifie que 71h € 7Ox. Comme Oy est sans torsion, cela implique que 7'h € Ox
et on conclut par récurrence.

Le résultat clé est le suivant. On suppose que 'on est sur un ouvert W, muni de

coordonnées locales, tel que f releve une équation de Z (| Wp.

Lemme 1.1.10. Soit M un entier naturel, k un multi-indice de longueur N.
(i) Il existe une section hy pr € I'(W, Ow ), telle que Q@(m)(f(_M)) = qE!h&Mf_M_'E'.
(i1) Si |k| < M, il existe une section hyy € I'(W,O0w) telle que O ey (FM) =
ALY S

(111) Si|k| > M, il existe une section hy py € T'(W, Ow) telle que OB (fMy = qr'hi nr-

Démonstration. Le (iii) résulte du fait que Op est un Dy-module. Les
démonstrations de (i) et de (ii) sont analogues. Montrons (i). Par récurrence sur |k,
on voit facilement que fM*IEGE(F=M) st un élément de Oyy. Comme le faisceau j, O
est un Dy-module, 1’élément Q[E]( f~M) est dans j,Oy . On conclut alors en appliquant
le lemme précédent & hy py = fMHEGE(F=M),

Nous gardons les hypotheses précédentes pour la proposition qui suit. Cette propo-
sition est valable si on remplace D) (Z) et ﬁgvm)(Z ) respectivement par Ag/n ) et Ay )
sous les hypotheses de 1.1.7.

Proposition 1.1.11. Fizons m' un entier tel que m’ > m.

(i) Il existe un entier b tel que, pour tout k € NV et tout entier positif M,

FIHE ) M« DI (7Y (resp. ATV (Z)).



(ii) Il existe un entier b tel que, pour tout entier positif M,
P 2) M C DR(2) (esp. SMTA (2)57M < A (2)).
(15i) Il existe un entier b tel que, pour tout entier positif M,
FIRETT (Z) M C Xz (resp. PUPAR ™ (2) M € A (2)).

Démonstration. Reprenons les résultats du lemme précédent. Pour tout entier b,

tout M > 0, il existe des sections locales hi as de Oy telles qu’on ait les égalités
fM+bQ<E>(m)<f7M) = qihy, Mf*IEHb_

Soit —C un minorant (C' > 0), pour tout k, de la quantité

||

N(2p—1)
2pmti(p—1)

— Nlogy ([t +1) - 2=,

et b= p™t1C. Par construction, on a I'inégalité, pour tout k tel que |k| > b,
||
T 2pti(p—1)
Cela signifie que, pour tout entier positif M et pour tout multi-indice k, I’élément

fMALYE ) (£=M) st en fait une section locale du faisceau B\(I;,n ). Le (i) s’en déduit,

car, d’apres [3], on a

B M~ 5 {:} PR (9"

K k=

Vp(gx!) = vin(|k] = b) =

Le (ii) se déduit du (i) par passage a la limite dans le faisceau d’anneaux complets

ngfm)(Z ). Tirons-en deux corollaires.

Corollaire 1.1.12. (i) Le faisceau D;(T*Z) est un faisceau de Ox(1%2)-algébres.
(ii) Sous les hypothéses de 1.1.7, et si WU C W', alors les faisceaux ./Zl\%;,n/’m)(*Z)

sont des faisceauz de W(*Z)-algébres.

(iii) Les faisceaux @(m,’m)(*Z) (resp. €j§m)(*Z)) sont des faisceauz de g(Xm/)—algébres
(resp. des faisceaur de Ox(1Z)-algebres).

Donnons quelques propriétés de ces faisceaux.

2 Propriétés des faisceaux d’opérateurs différentiels loca-

lisés a coefficients surconvergents.

Pour le corollaire suivant, nous aurons besoin d’un lemme, qui est une variante, pour
les opérateurs différentiels, du lemme 2.2.2 de [11] pour les coefficients surconvergents.

Reprenons les hypotheses de I'introduction.
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Lemme 2.1. On a [’égalité
DY (32) = DY'Q(2)()4Dy",  (resp. V"™ (x2) = V'™ (2) () 4s D)

2o

On a une assertion analogue pour les faisceaux Ay, ’m)(*Z ).

Démonstration. L’assertion est locale. Il suffit bien str de la montrer dans le deuxieme
cas. Soit W un ouvert de X muni de coordonnées locales, tel que Z (| W soit défini par
une équation f = 0, dont on appelle f un relevement dans A = I'(W,Oxy). On note
U Touvert complémentaire D(f) dans W. Notons encore D = T'(WW, Dg(m)), qui est un
A-module libre car W est muni de coordonnées locales, D le complété p-adique de D,
E=T(W, Egzm/’m)(Z)). Avec ces notations, les modules T'(W, é/'}m/’m)(*Z)) et I'(U, ﬁg(m))
s'identifient respectivement & E[1/f] et & D{1/f}.

Comme la section f n’est pas diviseur de 0 modulo 7, il existe une injection
a: AfmA— A[L/f] /mADL/S).
Du fait que D est un A module & gauche libre, on a une injection
B: D/wD — D[1/f]/m=D[1/f] .

Soit P un élément de Eq () lA){l/f} Il existe a € N et une décomposition f*P = R+,
avec S € E et R € Dq N D{1/f}. Soit s un entier minimal tel que 7R € D. Si s > 1,
B(rR) = 0, ce qui contredit la minimalité de s. Cela montre finalement que R € D et

que P est un élément de E[1/f], d’ou le lemme.

Corollaire 2.2. (i) Les faisceaux E;((m)(*Z) et DE((T*Z) sont des faisceauxr de Ox-

algébres faiblement completes.

(ii) Les faisceaux A;[(,m)(*Z) est un faisceau de Ox-algébres faiblement complétes.

Pour la définition de faiblement complet dans le cas non commutatif, nous nous
reportons a 1.3 de [11]. Dans cet article, nous montrons que le faisceau (’)X(T*Z ) est fai-
blement complet. Etant donné les résultats précédents, la méme démonstration marche
essentiellement ici. La démonstration de (ii) est la méme que celle de (i). Nous montrons
donc seulement (i). D’autre part, ’assertion pour DL (t%Z) découle de I’assertion pour
S;(m)(T*Z ) par passage a la limite inductive.

L’affirmation est locale. Soient Pi,...,Py des sections locales de E;_,(m)(*Z ). 1l existe
des entiers m’ et n tels que f™P; soit une section locale de Efym/’m) (Z) pour tout i.

Soit 7 un multi-indice de longueur infinie. On pose
i __ pil iN DIN+1 ioN PI2N+1 3N
Pt=P!.. . PyP ... PN P PR L

Soit H =73, a,iBi, tels que a; € V' et il existe une constante c strictement positive telle
- t

que vr(a;) > |i|/c — 1. Il suffit de montrer que H est une section locale de EX(m) (tx2).

D’apres le lemme 1.1.11, il existe des sections locales @; de g/,(vm/’m)(Z ) et un entier b tels

que

Vi, Ez _ f*(n+b)|i|+bQi_
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;
1 suffit donc de montrer que S = f~°H est un élément de & X(m)(*Z )

Soient n; la partie entiere de |i|/2c et des éléments b; de V tels que a; = 7"ib;. 1l
existe un entier m” assez grand et des constantes D > 0 et D’ > 0 pour que 'on ait les

inégalités, pour tout [i],

Dl < p <y

l/m//((n + b)‘ﬂ) < pm//+1 %2 v

On voit ainsi que
D’+mb.
Y

Da T L.
i S__Z:fW+WﬂQ“

est un élément de %ﬁé’m)(Z). Comme S est un élément de j*ﬁém)

, on conclut en
appliquant le lemme précédent.
Terminons ce paragraphe par un lemme (trés simple) concernant les algebres faible-

ment completes.

Lemme 2.2.1. Soit A une V-algébre faiblement compléte. Alors, I’élément w est dans le
radical de Jacobson de A, c’est-a-dire dans l’intersection des idéaux & gauche mazrimaux
de A.

Bien str, ce lemme est aussi vrai si on considere le radical de Jacobson a droite de
A.
Démonstration. Soit M un idéal maximal & gauche de A. Supposons qu’il ne contienne
pas mw. Alors il existe des éléments x € M et u € A tels que 1 = = + 7u. L’élément
v =Y 7mu’ converge dans A car A est une algebre faiblement compléte et est un inverse
de z. La relation précédente s’écrit donc : 1 = va € M, ce qui contredit le fait que M

est un idéal maximal et montre le lemme.

2.3 Equivalence des définitions a droite et a gauche.

On peut procéder comme en 1.1.8 en considérant sur a(m/’m)(Z) la structure de

Ox-module a droite, et sur fT(VI,n ™) 1a structure de Ow-module a droite. Les deux

S(m)
Dy -

Le lemme 1.1.10 montre que les faisceaux obtenus sont isomorphes. Ce qui donne, dans

faisceaux obtenus sont alors des sous-faisceaux respectivement de j*ﬁém) et de j,

les cas des algebres gg(m’,m)(z ), I’ isomorphisme de faisceaux d’anneaux suivant :
EV™N(2) @i BY(+2) = BY (+2) @0 EY T (2).
Nous obtenons comme corollaire a cet isomorphisme.

Corollaire 2.3.1. Le faisceau gfvml’m)(*Z) (resp. ﬁ($/’m)(*Z)) est plat o droite et a
gauche sur le faisceau g)(m’,m)(z) (resp. ./Zl\%;,n/’m)(Z)).

Démonstration. Sur un ouvert affine V', sur lequel f releve une équation de Z, on

a la description suivante de 'isomorphisme précédent
Ox[1/F)W) So,w) EX ™ (2)(W) = EY" ™ (2)(W) @0, w) Ox[L/FIW).
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Or, l'algebre a gauche de 'isomorphisme est plate & gauche sur ggfm/’m)(Z)(W), par

platitude de la localisation, et l'algebre a droite de cet isomorphisme est plate a droite

sur £y m)(Z)(W) pour la méme raison, d’ou I’assertion.

Il sera clair dans la suite que les propriétés a droite de é\(m m)(*Z ) et de A m m)( Z)
se démontreront comme les propriétés a gauche, via I’isomorphisme précédent. Nous nous

contenterons d’exposer les propriétés a gauche.

2.4 Propriétés des algebres d’opérateurs différentiels a coefficients sur-

convergents localisés.

On établit la cohérence des algebres gf‘,m/7m)(*Z ) et .Z(VI,n /’m)(*Z ). La cohérence des
algebres complétées &£ Xm/’m)(Z) et ﬁg,n /’m)(Z ) résulte de la proposition 3.3.4 de [3]. La
démonstration est la méme dans les deux cas et on traite seulement le cas de g.g(m’,m) (xZ).
On note €& = & Xm/’m)(Z ) pour la démonstration. La cohérence résulte trés simplement

de celle de £. L’énoncé est le suivant.

Proposition 2.4.1. Le faisceau é} m',m (*Z) (resp A(m m)(*Z)) est un sous-faisceau

d’anneauz cohérent a droite et a gauche de j,D. ) (resp J+Dy, )).

Démonstration. On traite seulement le cas de £(xZ). Soit W un ouvert affine
de X sur lequel f releve une équation de Z. Nous reprenons I'écriture précédente de
E(xZ)(W). Si I est un idéal a gauche de £(xZ)(W), il est facile de voir que I s’identifie
a

[/ FIW) oy (T EW
On conclut alors par noethérianité de E(W).

Pour achever la démonstration de la cohérence, il suffit, d’apres 3.1.1 de [3], de
montrer que si W’ est un ouvert affine inclus dans W, alors £(xZ)(W’') est plat sur
E(xZ)(W). Le faisceau £ étant cohérent, le module £(W') est plat sur £(W). On observe
alors, que si M est un faisceau de £(xZ)-modules a gauche, on a un isomorphisme

canonique

EW') @y M = E(xZ)(W') @ (uz)yw) M,
ce qui montre la platitude cherchée.

Nous avons en fait besoin de résultats un peu plus complets.

Soit £ un faisceau d’anneaux cohérent sur un espace topologique 7. On dit que 7 est
E-affine si tout £-module cohérent est engendré par ses sections globales et si le foncteur
I'(7,.) est acyclique pour ces faisceaux. Ces propriétés seront appelées propriété A et B
respectivement.

Nous rappelons tout ouvert affine de X" est gm,’m)(Z )-affine (3.3 de [3]) (resp. l'es-

X7Q

m m)—afﬁne ([7])). Par passage a la limite inductive sur le schéma

pace projectif est A
formel & qui est noetherlen, on en déduit que tout ouvert affine de & est E;r((m)(Z )-affine

(resp. 'espace projectif est Ai\grg (Z)-affine). Nous avons alors la proposition
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Proposition 2.4.2. (i) L’espace projectif est .,Zl\();n/’m)(*Z)-aﬂine (resp. .A;Em)(*Z)_
affine).
(ii) Tout ouvert affine de X est gfvm/’m)(*Z)—aﬁﬁne (resp. Ejém)(*Z)—aﬁ?ne).

Pour la démonstration, nous noterons £ I'un des faisceaux ci-dessus.
La démonstration de la proposition repose sur le fait qu’elle est vraie pour les
faisceaux Egn) et £ /7€) En effet, dans les deux cas, le faisceau €™ /mEM) est

)

. . . m N . . . s, . o e
isomorphe au faisceau j*ngo ou j est l'inclusion du complémentaire du diviseur ¢ dans
X.

On a en fait la proposition suivante.

Proposition 2.4.2.1. Soient W un ouvert de X, D un faisceau de O x-algéebres cohérent,
localement noethérien, tel que W soit Dq-affine et D/nD-affine, alors W est D-affine.

D’apres les théoremes généraux (cf 3.1 de [3]), le faisceau Dq est cohérent et locale-
ment noethérien.

On commence par montrer le fait que W est D/m%D-affine pour tout entier a > 0.
On procede pour cela par récurrence sur a. Supposons que ce soit vrai jusque a — 1. Soit
M un D/m*D-module cohérent, on considere N = I'm(M = M), qui est un D/x* 1 D-
module cohérent, acyclique pour le foncteur I' par hypothese de récurrence et engendré

par ses sections globales. On a de plus une suite exacte
0—-N—->M-—C—0,

ou C est un D/mD-module cohérent. En appliquant la suite exacte longue de coho-
mologie, on voit que M est acyclique pour I'. D’autre part, on a une famille finie de
sections globales engendrant M comme D-modules en relevant des sections globales
de C engendrant C et en complétant avec une famille finie de sections globales de N
engendrant V.

Commencons par montrer ’acyclicité des D-modules cohérents. Soit M un D-module
cohérent et M! le sous-module de torsion de M. Le module M? est un sous-module
cohérent de M, de torsion. Par noethérianité de W, il existe un entier a tel que 7*M?* = 0.
D’apres la suite exacte

0— M — M — M/M'— 0,

l'acyclicité de M pour T'(W,.) résultera de celle de M/M?!. Cela nous ramene au cas
ol le module cohérent M est sans V-torsion. On dispose ainsi de deux suites exactes
courtes :

0—MZI M— M/mM — 0,

0—-M-—-KeyM— K/VeyM—D0.

Le module Mq = K ®y M est un Dg-module cohérent, et est donc acyclique pour
(W, .) par hypothese. Des suites exactes longues de cohomologie appliquées a ces deux

suites exactes on tire :
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(i) une suite exacte longue
0 — T(W, M)/xT(W, M) — T(W, M/mM) — H'(W, M) = H'(W, M) — 0,

(ii) pour tout n > 2, un isomorphisme H" (W, M) £ H"(W, M),

(iii) une surjection (W, K/V ®y M) — HY (W, M) — 0,

(iv) des isomorphismes, pour tout n > 0, H*(W, K/V @ M) ~ H"*1(W, M).
D’apres (iii) et (iv), on voit que les groupes H"(W, M) sont annulés par m pour tout
n > 1. On déduit de (i) et (ii), qu’ils sont en fait nuls pour tout n > 1. Ceci acheve la
démonstration de 'acyclicité.

Revenons maintenant au cas ou M est quelconque. Montrons que M est engendré

par ses sections globales sur W. Le faisceau Mq est engendré par ses sections globales.
Comme le faisceau D est localement noethérien et que W est un espace topologique

noethérien, on a une suite exacte courte
D* A M —C 0,

ou C est un D-module de type fini de torsion. Il existe donc un entier a > 0 tel que C
soit un D/n*D-module cohérent, engendré comme D-module par des sections globales
c1,...,cn. D’apres la propriété d’acyclicité on a une surjection I'(W, M) — T'(W,C).
On peut relever les sections ci,...,cy en des sections globales de M. On obtient des
sections globales engendrant M en complétant avec la famille des sections globales p(e;)

oune; =(0,...,0,1,0,...,0) € D* (ou le 1 est en iéme position).

3 Dimension homologique.

Si M est un module sur un anneau A, nous noterons pd4 (M) la dimension projective
de M, en omettant le A en indice si cette donnée est claire. Nous introduirons aussi la
dimension plate de M (i.e. la borne inférieure des longueurs des résolutions plates de
M) et la dimension plate de 'anneau A. La dimension plate est évidemment inférieure
a la dimension projective.

Nous commencerons par des énoncés concernant les sections globales des algebres

d’opérateurs différentiels, puis nous donnerons les énoncés pour les faisceaux eux-mémes.

3.1 Enoncés de finitude pour les algebres de sections globales sur un

ouvert

Dans toute la suite, on considere des couples (G(m),W) dans deux cas. Dans le
premier cas, X et Z sont comme dans l'introduction, W un ouvert affine de X et G("™)
est le faisceau Sjy(m). Dans le deuxieme cas, X est I’espace projectif, W = X, Z est le
diviseur & linfini, et G(™) est le faisceau Aiém) (c0).

On notera G ™ T'un des faisceaux complets ng/’m)(Z) ou ﬂf/’m)(oo), et

Ggrm/’m)(*Z) la réduction modulo 7 de @(m/’m)(*Z). On notera enfin F(m-m)
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L(W,Gm' ) Fm) = T(W,GM), FM(xZ) = T(W,GM™(x2)) et Fm'm)(x7) =
(W, G (x 7).

On a déja rappelé que W est @gn/,m)

-affine. Pour le cas de ’espace projectif, et pour
le diviseur & 'infini, ce résultat est montré dans [7]. On déduit alors de 2.4.2, que W est
@(m/’m)(*Z )-affine. On voit de plus que

FU™ (x2) [ F™ (x2) = T(W (U, DY),
FU'm) (x2) [P (x2) = D(W (\th, D).

En particulier, ces algebres sont noethériennes et de dimension homologique finie
inférieure a 2N + 1 d’apres 4.4.3 de [4].

Nous aurons besoin d’utiliser ici des énoncés de platitude de ﬁém”’m) sur ﬁéml’m) pour
m” > m/. Ces énoncés résultent de I’énoncé 4.3.2 de [3] et ensuite de 4.3.8 du présent

%m/’m) et des faisceaux .Zgn "™ De ces propriétés

article, dans le cas des faisceaux
de platitude et de la noethérianité des algebres ﬁém/’m), on déduit que les algebres
Fg”) sont cohérentes. On va montrer qu’elles sont de dimension homologique finie, en
s’inspirant de la démonstration de 7.3.7 de [12] (qui se base sur le fait que algebres
F) (x2) /7 F(™ (xZ), qu’on notera aussi F#m)(*Z), sont de dimension homologique
finie). On ne peut pas appliquer directement cette proposition ici car on ne sait pas si

les algebres F(™)(xZ) sont noethériennes. Le premier lemme est le suivant.

Lemme 3.1.1. Soit M un ﬁ(m/’m)(*Z)—module de type fini sans m-torsion, alors
(1)

pd (/M) < pd (M),

Fm) (wg F(m!m) (+7)

(ii) il existe m"” > m’ tel que

Démonstration. La démonstration du (i) est identique & celle de la premiere asser-
tion de 7.3.6 de [12]. Il reste & montrer le (ii). La borne 2N + 1 provient du fait que les
algebres FT(rm/’m) (xZ) sont de dimension homologique inférieure & 2N +1 d’apres 4.4.3 de

[4]. 11 suffit donc de montrer 1’égalité. Nous commengons pour cela par le lemme suivant.

Lemme 3.1.1.1. Soit N un ﬁ(m'7m)(*Z)—m0dule de type fini, tel que N/7tN =0, alors

il existe un entier m” > m/ tel que

F\(m//,m)(*z) ®ﬁ‘(m’,m) N =0.

(x2)

Démonstration. Supposons que le module N soit engendré par des éléments n,

..., ni et notons n la matrice colonne

n

n2

ng.
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L’hypothese que N = 7N, entralne qu’il existe une matrice T" € Mk(ﬁ (m/’m)) et un
entier A tels que n = Wf_ATQ. Cette égalité s’écrit encore n = W(Trf_B)Rﬂ, avec R une
matrice & coefficients dans F(™ ™) 11 existe un entier m” > m, tel que I'élément 7f~ 5B
soit dans F\(m"’m), et donc que la matrice S = 7f PR soit en fait & coefficients dans
F(m":m) 1,3 matrice Id — 7S est alors inversible dans Mk(ﬁ (m"m)) " inverse Y-, 705"

On en déduit le lemme avec cet m”.

1

Revenons a la démonstration du lemme 3.1.1. Supposons d’abord que le module
M/mM est libre engendré par les classes modm des éléments my,...my de M. On

dispose alors d’une fleche
k

DEz)
=1

dont le noyau K et le conoyau S sont des ﬁ(m/’m)(*Z)—modules de type fini tels que
K/nK et S/mS sont nuls. D’apres le lemme précédent, il existe un m” tel que les
modules F(m"™m) @ [ et F(M"™) & § soient nuls. Par platitude de ﬁ(gm”’m) sur ﬁgn/’m),
cela entraine que

~ //7 )
F(gm m ®ﬁ'(m/,m) M

est un module libre. Si maintenant le module M/mM est un module projectif, il existe
une suite exacte

0—-K—F—-M-—Q0,

olt F est un F(™™)(xZ)-module libre de type fini. Comme M est sans 7-torsion, on a

une suite exacte modm,
0—- K/rtK — F/nrF — M/wM — 0,

qui est scindée, si bien que 'on a un isomorphisme F/nF ~ K/nK @ M/xM. Si on
applique le lemme précédent & K @ M, on voit qu’il existe un m” > m’ tel que le module
ﬁém”,m) ® (K € L) soit libre, et donc tel que ﬁgn”,m) ® M soit projectif. Cela permet
de procéder par récurrence sur le dimension projective de M /7M.

Supposons que le lemme soit vrai pour tout module M tel que dp(M/mM) <n —1,

pour un certain entier n supérieur & 1. Partons d’une suite exacte
0-K—-F—-M-—Q0,
qui donne une suite exacte modm,
0—- K/rtK — F/nF — M/wM — 0.

On a : dp(K/7K) = dp(M/mM) — 1 et par récurrence, il existe un entier m” tel que

Fém//’m) ®K soit de dimension projective dp(M /mM)—1, ce qui entraine que ﬁém”’m) QM
est de dimension projective dp(M /7w M) et le lemme. Le premier corollaire est le suivant.
Corollaire 3.1.2. (i) Soit M un ﬁgn/’m)—module de type fini, alors il existe m” > m/,

tel que le module ﬁém”’m)

inférieure a 2N + 1.

® p(m!m) M admet une résolution projective de longueur
Q
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(i1) Soit M un ﬁém’m)—module de type fini, alors il existe m"” > m, tel que le module
ﬁgn//’mﬁ) @ p(mm) M admet une résolution projective de longueur inférieure a 2N +
Q

1.

Démonstration. Il existe un ﬁ(mlvm)(*Z)—module de type fini NV tel que M ~ Nq.
D’apres le lemme précédent, il existe m” tel que F(m"m) & N admette une résolution
projective de longueur inférieure a 2N + 1, qui donne une résolution projective de M

sur ﬁgﬂ“’m) apres tensorisation par Q. Le (ii) résulte du (i) par platitude de F\ém//’m”)

sur ﬁém”’m), ce qui suit de 3.5.3 de [3] et de 4.3.10 dans le cas de I’espace projectif.

Ceci nous permet de montrer le théoreme suivant. On considere X et Z comme dans
I'introduction, et W un ouvert affine de X. Dans la deuxieme partie des énoncés, Z est
le diviseur a l'infini.

Théoréme 3.1.3. i Les algebres T'(W, Sj\fg)(Z)) et I‘(l/ig,ATX(%)(oo)) sont de di-

mension homologique finie inférieure a 2N + 2.
it Les algébres T'(W, DLQ(TZ)) et AN(K)T sont de dimension homologique finie
inférieure a 2N + 2.

Démonstration. La démonstration des deux énoncés est la méme et on montre
le 2e énoncé dans le premier cas. On note A lalgebre I'(W, DL’Q(TZ)) et AM =
r(w, ﬁg(mé(Z)), qui est une algebre noethérienne. Comme nous l’avons déja signalé,
les algébres A(™) sont plates sur les algebres A pour m’ > m.

Il faut montrer que les groupes Ewtfg(E , M) sont nuls pour tout A-module monogene
E, tout module M et tout ¢ > 2N + 2. Soit £ = A/I une présentation de E. Le module
E n’est pas nécessairement cohérent et il faut procéder comme en 4.4.7 de [4]. Posons
I, = IﬂA(m), qui est un idéal de type fini, J,,, = A(m)/Im, E,, = A/I,,, de sorte que

F s’identifie canoniquement a lim F,,. De I'isomorphisme canonique
S

Homy(E,M)=1m Homa(En,, M),

m

on déduit la suite spectrale des foncteurs dérivés :

Ey) = Rlim  Eat’,(Ey, M) = Ext%(E, M).

m

D’apres le corollaire précédent, il existe une suite croissante d’entiers (u,,) telle que les
modules

A(um) ®A(m) Jm

soient de dimension projective inférieure & 2N + 1. Comme A est plat sur A®n) on voit
que FE,, admet une résolution projective de longueur inférieure a 2N + 1. Les termes
Ea:tf;‘(Em,M ) sont donc nuls pour 5 > 2N + 1. Comme les Ri{iin sont toujours nuls
pour ¢ > 1, (car tout systeme projectif admet une résolution flasque a deux termes), on
voit que 'on a bien la propriété demandée.

Remarques.
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i On pourrait aussi donner des énoncés pour les algebres I'(W, Dl:( Q(Too)) dans le cas
de 'espace projectif et avec un ouvert W-affine. N’ayant pas formulé les énoncés

de platitude 4.3.8 dans ce cas, nous ne l'avons pas fait.

ii On peut conjecturer ’assertion suivante :

Les algébres F™ sont noethériennes.

3.2 Enoncés de finitude pour les faisceaux d’algebres d’opérateurs

différentiels a coefficients surconvergents.

Soit E un faisceau de O y-algebres. Soit |X'|, ’ensemble des points fermés de X'. On

rappelle que la dimension homologique dh(E) d’un faisceau d’anneaux € est donnée par
dh(E) = supyeixdh(Es).

Dans I’énoncé qui suit, on introduit la dimension plate de ces faisceaux, qui est définie de
fagon analogue a la dimension projective. On déduit formellement des énoncés précédents

le résultat sur les faisceaux d’opérateurs différentiels.

t
Théoréme 3.2.1. (i) Les faisceaux 5)((73)(Z), sont de dimension homologique finie
inférieure a 2N + 2.
(ii) Les faisceaux DL’Q(TZ) sont de dimension homologique finie d vérifiant N < d <

2N + 2 et de dimension plate w vérifant N < w < 2N + 1.

;
(11i) Tout SX(%)(Z)—module cohérent admet une résolution projective de longueur

inférieure a 2N + 1.
(iv) Tout DLQ(TZ)—module cohérent admet une résolution projective de longueur

inférieure a 2N + 1.

Démonstration. Les démonstrations de (iii) et de (iv) sont identiques. Notons D™
le faisceau a(m&(Z ) et D' I'un des deux faisceaux DLjQ(TZ ) ou 5;((778)(2 ). Soient M un
D' _module & gauche cohérent, x un point fermé de X, W un ouvert affine contenant x,
M =T'(W, M). Alors, il existe un entier naturel m et un un D™ (W)-module cohérent
M) tels que

M ~D'(W) S wy M.

D’apres le corollaire 3.1.2, il existe un entier naturel m’ > m tel que le module
’D(m’)(W) ®D("‘)(W) M(m)

a une résolution projective de longueur inférieure a 2N + 1. Par platitude de D' (W) sur
D(m,)(W), cela donne une résolution projective de M de longueur inférieure a 2N + 1.
Les démonstrations de (i) et de la premiére partie de (ii) découlent de cette assertion,
en procédant comme pour la démonstration du théoreme 3.1.3.
Montrons la deuxieme partie de (ii). Soient z un point fermé de X', W un ouvert

affine contenant x tel que Z (W soit donné par 1’équation f = 0. D’apres le théoréeme
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4.3.10 de [3], I’algebre I'(W, j*DL7Q) est fidelement plate & droite et & gauche sur I'algebre
r(w, DL}Q(TZ )). Il découle alors de I'énoncé 7.2.6 (ii) de [12], que la dimension plate de
rw, DL,Q(TZ)) est inférieure a celle de T'(W, j*DL,Q) et donc a 2N + 1, d’apres 4.4.7
de [4]. D’autre part, la minoration est obtenue comme suit. Le complexe de Spencer
introduit en 3.2.2 de [2] est une résolution de Oy q comme DL’Q—module a gauche. Dans
[8], nous vérifions que, localement, le complexe de Spencer suivant est une résolution du

faisceau Oy q(72) :
0— Dl oz ATy — ... =D (2 Tx — Dh o(12) =0
rQ('Z) @0, ATy — ... vq('Z) ®o, Tx rq('Z) :

Les fleches de ce complexe sont les mémes que celles décrites dans [2], une fois que I'on

a des coordonnées locales sur un ouvert de X. Nous en déduisons que
gzgtgL}Q(TZ)(OX:Q(TZ%DLVQ(TZ)) - (9;\{7Q(TZ) ®OX wx,

et la minoration cherchée.

Remarques.

i Conjecturalement, le faisceau DLQ est de dimension homologique globale
inférieure a N. Cela impliquerait que les faisceaux DLQ(TZ) et que l'algebre

An(K)T sont de dimension plate inférieure & N.

ii La démonstration ne donne la finitude de la dimension homologique pour les
faisceaux non tensorisés par Q, ni pour Palgebre An(V)!. La raison est que 1’on
n’a pas de théoremes de platitude de YSEYmH)(Z) sur ﬁg‘,m)(Z) (resp. de CA’(mH))

sur C(™ avec les notations du chapitre suivant).

iii On pourrait appliquer cette méthode aux faisceaux introduits par Mebkhout et
Narvaez-Macarro. Dans ce cas, il est nécessaire de disposer d’énoncés de platitude

analogues, comme dans le cas de Ay (K)T, & I"énoncé 4.3.8.

Nous examinons maintenant le cas particulier des modules holonomes. Dans ’énoncé qui
suit, M est un DL Q(TZ )-module holonome sur I'ouvert U, complémentaire du diviseur.
Cela signifie que les modules é’xtiDL Q(MV”’ DLQ) sont nuls pour tout ¢ # N (cf [14] pour
une caractérisation géométrique de I’holonomie). Il en est de méme pour les modules a

droite Ext;)T (M, DL Q(TZ )), en vertu de la pleine fidélité de la tensorisation par
X k)

o(2)

DL’Q sur DI\{,Q(TZ ). Nous avons ’énoncé suivant.

Corollaire 3.2.2. Soit M un DL Q(TZ)—module holonome sur 'ouvert complémentaire
du diviseur, alors, comme DL’Q(TZ)—module, M est de dimension projective inférieure
a N.

Démonstration. Soit 7' un DLQ(TZ)—module a gauche cohérent. On note D =
DL}Q(TZ ) pour la démonstration. On montre par récurrence sur la dimension projective
de T, que les groupes Exth (M, T) sont nuls pour i > N + 1. L’assertion est locale.

Si T est projectif, il est localement facteur direct d’'un module libre A ~ D". Le Z-
module Exth (M, T) est aussi facteur direct du module Extl (M, A) ~ @ Exti (M, D),
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qui est nul pour ¢ > N + 1, d’ou l'assertion si T est projectif. En général, si T" a une
dimension projective égale & d, T' admet une résolution 0 — 7" — P — T — 0, ou P
est un D-module & gauche cohérent projectif, et 7" est de dimension projective d — 1.
On déduit de la suite exacte longue de cohomologie pour le foncteur Homp(M,.) : pour

tout i > N + 1, on a 'isomorphisme Exty (M, T) ~ Extis (M, T"), d’ott le corollaire.

Le corollaire suivant est formel. Soient D I’algebre Ay (K)T ou le faisceau d’algebres
DL,Q(TZ ), et Dfmf(D) la catégorie dérivée des complexes bornés a cohomologie loca-
lement libre de type finie, resp. Dgoh(D) la catégorie dérivées des complexes bornés a

cohomologie cohérente. On a alors I’énoncé suivant

Corollaire 3.2.3. Les catégories D% , (D) et Dfmrf(p) coincident.

3.3 Enoncés de finitude pour les algebres de fonctions a coefficients

SU.I‘COIIVGI‘geIltS.

La démonstration de la finitude de la dimension homologique repose sur la méme
idée que précédemment. En particulier, nous n’avons pas d’énoncé pour les algebres

Bg(m). L’énoncé est le suivant.

Proposition 3.3.1. (i) Pour tout ouwvert affine W, lalgébre de sections globales
L(W,0x.q(T2)) est de dimension homologique finie égale @ N + 1.

(it) Les faisceauz d’algébres Oy q, et OxﬂQ(TZ) sont de dimension homologique finie
égale a N.

(iii) Les faisceauz d’algébres Ox q et Ox.q(TZ) sont de dimension homologique égale
a N+ 1.

Démonstration. La démonstration est la méme dans le cas de Oy et dans le cas de
Ox('Z). Un point important par rapport & ce qui précede est que I'algebre faiblement
complete T'(W, Ox(TZ)) est noethérienne, d’apres le résultat de Fulton ([6]). C’est donc
aussi le cas de I’algebre localisée A = T'(W, Ox(TxZ)). D’autre part, la réduction modulo
7 de cette algebre est 'algebre I'(W MU, Ox,) qui est de dimension homologique finie
inférieure & N et 7 est dans le radical de Jacobson de A car cette algebre est faiblement
complete. On peut donc directement appliquer et on voit que 1’algebre A est de dimension
homologique égale & N + 1. Pour montrer le (ii), il faut procéder comme dans 4.4.5 de
[4], ce qui revient & montrer que si M est un A module sans 7m-torsion tel que M /7w M
soit projectif, alors M est projectif. Nous montrons ceci dans 3.1.1 pour des algebres

faiblement completes, ce qui est le cas de A.

4 Structure de algebre Ay (K)'.

Nous étudions ici la filtration de I’algebre Ax(K)T par des sous-algebres compleétes

(

notées an), décrites en 4.3, et qui coincident avec les algebres éém définies en 4.1.
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Il résulte de la descente de Frobenius explicitée dans [4], que le Frobenius définit
une équivalence de catégories entre les Ay (K )'-modules & gauche cohérents. Dans la

premiere partie, nous montrons que le Frobenius, comme dans le cas des opérateurs

différentiels de Berthelot, éleve le niveau et transforme un agn)—module en un 68”“)-
module. Enfin, nous montrons que ’algebre 68"“) est plate a droite et a gauche sur
o)

Q -

Le fait que Axn(K)' soit limite inductive d’algébres completes est établi plus
généralement en [11], pour des algebres de sections globales de faisceaux d’opérateurs
différentiels sur des espaces faiblement complets. Mais cela ne permet pas de montrer

de résultat de platitude.

4.1 Contexte.

Les résultats présentés ici sont énoncés dans [7]. Soient X' l'espace projectif formel
de dimension N sur S et [ug,...,uy] des coordonnées homogenes sur X. Notons Z le
diviseur défini par ug = 0, U, 'ouvert affine complémentaire, z1,...,zyx les coordonnées

(),

sur Y définies par x; = u;/ug. L’ouvert D, (u;) sera noté U;. Les opérateurs 9% (m) sont

des sections globales sur & du faisceau ZSS(m) (). On introduit donc sur X les faisceaux

A (00) et Alm) (c0) comme en 1.1.7 (en oubliant X dans la notation),

A ) = B,
k

et A’ m) (c0) son complété p-adique. Les sections globales sur X de ces faisceaux seront

/ . 4 N (! .
notées respectivement C"™ ™ et C'(M'M)_ Le faisceau d’anneaux

lim Am) (o) @y K

e (m/’m)

s’identifie alors au faisceau DL Q(TZ) et Palgebre Ay (K)T s’obtient comme limite in-
ductive des algebres ég’”"m). On introduit aussi
c'tm) — im  §'(m'm).

—m/

Il résulte facilement des calculs effectués en 3.4 et 3.5 de [11], que I'on a la description

suivante de (™ m)

O = &% gt d®en s ayy € Ve vylagy) = v (1)) et
Lk

Vp(agk) = v (|L]) — oo si k| + |l — o0

Pour tout ce qui concerne l'action du Frobenius, on suppose que k est un corps

parfait et que V' = W (k) Panneau des vecteurs de Witt de k. Sur X, on considere le
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relevement du Frobenius défini par F~'(u;) = u!. On note ¢ 1'élévation & la puissance
p sur k et o le relevement de cet isomorphisme sur W (k). On note X’ le schéma obtenu
par changement de base X’ = X xs S ot 'homomorphisme de W (k) dans W (k) est o.
Les notations sur X’ sont les mémes que sur X, avec un ’. Suivant Berthelot, on définit,

pour &£ un faisceau de Oxs-modules
F*(g) = Oy ROy &,
F* (&) = Homo,, (Ox, ).

Comme F est fini et plat, F* induit une équivalence de catégories.
La méme démonstration que 3.1.3 donne le résultat suivant.

(m)

Proposition 4.1.1. Les algébres Cg sont de dimension homologique finie inférieure

a 2N + 2.

Dans toute la suite, on note Co'm) = ¢'(mm),

4.2 Décomposition de I’action du Frobenius sur ’algébre Ay (K)T.

Nous commengons par remarquer que les foncteurs F™* (resp. F' b) induisent des auto-
équivalences de catégories entre la catégorie des Ay (K )f-modules & gauche cohérents
(resp. An(K)T-modules & droite cohérents). Cette remarque est formelle & partir du
travail de Berthelot. Dans la suite nous précisons cette action de Frobenius en montrant
que les applications F* et F? induisent des foncteurs entre la catégorie des 6ém)—modules
et celle des éémﬂ)-modules. Pour ce faire, nous nous inspirons de la démonstration du
fait analogue par Berthelot (2.2.3 de [4]). L’argument-clé est le lemme 4.2.5.1. En effet,
Berthelot montre 1’élévation du niveau par Frobenius, en montrant que la Frobenius
induit un unique PD-morphisme ®* entre les voisinages a puissances divisées de niveau
m de X’ et de niveau m + 1 de X. Nous remarquons que ce PD-morphisme, dans le cas
de I’espace affine, est & coefficients surconvergents (le long du diviseur & 'infini), ce qui
permet d’étendre I’élévation du niveau par Frobenius, au cas des algebres Gém) Cela
passe par une description technique des structures de D-modules obtenues en fonction

des coeflicients de ®*.

4.2.1 Action du Frobenius sur les coefficients E

By

Sur X’ on introduit les coefficients BY,’ relatifs au diviseur u{, = 0. On voit alors

facilement que le Frobenius F' induit un isomorphisme

PR ~ B,

En particulier, le faisceau Z/S’\(Xmﬂ) est un F' _13&@—module localement libre de rang Np.

)

Le morphisme F* induit une équivalence de catégories entre les B\(Wf -modules et les

gfvarl)—modules. Si & est un g(nf)—module, FYE g'identifie en fait &

(&) = Homgin) By &),
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)

de sorte que le morphisme F” induit aussi un foncteur entre les gg?f -modules et les

EEYerl)—moduleS.

D’autre part, les sections globales de ces deux faisceaux se décrivent comme suit :

B =1, BYY) = § " x| valar) > vin(|l]) et valar) = vi(|L]) = cosifl] — 00 ¢,
l

B = 0, BY ) = {3 agat | va(ar) = vinsa (1) et va(ar) — v (1)) — 00 si 1] — o0
1

p

L’application F™* est induite par le morphisme continu de V-algebres qui envoie z vers

)

pour tout i. Soit N un module cohérent sur I'(X”, B\(XTQ), on peut considérer le module

obtenu par extension des scalaires :

* _ plm+1)
F (N)—BQ ®§gm) N.

D’apres les résultats de Berthelot exposés dans [9], X’ et X’ sont respectivement

B\S(”Z)Q et g@gl)—aﬂines. Par définition on a : F*Egm) o~ F(X,EEYerl)). .
B m

Par exactitude a droite du produit tensoriel, on voit que, pour tout faisceau de B, ”-
modules cohérents, on a la relation de commutation : F*(N') ~ F*(T'(X’, N)), (pour voir
cela il suffit de partir d’une résolution globale et libre de N par des sommes directes de

copies de B\()ZL ). En particulier, F* induit une équivalence de catégories entre les Egm)

H(m+1)
Bq

modules cohérents et les -modules cohérents. On peut de méme définir F’N en

posant

(m+1) N

b ~
F’N = Homggm)(BQ ,N).

Action du Frobenius sur les sections globales des B-modules. Supposons ici

que le Frobenius sur ’espace projectif est défini par 1’élévation a la puissance p des

’ 5N . D 1 . 57/
coordonnées. Nous remarquons brievement que le faisceau B((Qer ) est libre comme B(gm)—

module, de base les 22 = H(/\1 ) xf" avec, pour tout 7, 0 < \; <p— 1.

En effet, ces éléments sont des sections globales de E((Qmﬂ) sur X. On a donc un

homomorphisme s de Egm)—modules cohérents

n/(m) A p(m+1)
DB 2~ By,
2

qui est un isomorphisme sur /. En particulier, la fleche s est injective. Comme le foncteur
I" induit une équivalence de catégories, il suffit de vérifier la surjectivité au niveau des
(m+1)

sections globales. Soit f un élément de B , qui s’écrit

f= 3 e (Egyat
k

tel que a;, € V. Tout multi-indice k se décompose d’'une unique fagon k = p.t 41, ou 0 <

r; < p — 1 pour tout entier <. Nous observons alors que f = ZECLEF_l(p”m“('m)g@)gf.
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Nous avons en outre la majoration |vpm41(|k|) — vm(|t])] < 4N, si bien que ’élément
AN prm1(ED g/t est dans B\’(m . Cela montre que f est bien dans I'image de ’application
s, qui est un isomorphisme.

Pour montrer que ces foncteurs F* et F” s’étendent aux aém)—modules, nous avons

besoin du formulaire 4.2.3.

4.2.2 Le cas de Ayx(K)'.

On définit F'* comme en 4.2.1.

Proposition 4.2.2.1. - Le foncteur F* (resp. F°) induit une auto-équivalence de

catégories de la catégorie des An(K)t-modules a gauche cohérents (resp. a droite)

- Le foncteur F* (resp. F") nduit une équivalence de catégories de la catégorie des
I‘(X’,ZSEY”})Q(oo))-modules a gauche cohérents (resp. a droite) et la catégorie des

F(X,ﬁgvmgl)(oo))—modules a gauche cohérents (resp. a droite).

Notons que dans ’énoncé de Berthelot, la condition de cohérence n’est pas nécessaire,
alors qu’elle I'est ici.

Démonstration. Les démonstrations pour F* et F” sont les mémes, et la
démonstration des deux points est aussi la méme. Nous montrons donc la deuxieme
assertion pour F*. Cela est formel & partir du fait que l'assertion est vraie pour les
ZSEC,?Q(oo)-modules cohérents (4.1.3 de [4])et que le foncteur I" induit une équivalence de
catégories entre ces modules cohérents et leurs sections globales.

Il suffit maintenant de vérifier que le foncteur F* commute aux sections globales.
Soit M un ﬁgn )(oo)—module de type fini. Il existe un morphisme canonique F*(M) —
F(X,ZSEQ)Q(oo) ® M). Or, 'algebre Egnﬂ) est libre sur E&m), de base les 22 (cf 4.2.1).
Le module F*(M) s’identifie donc & @AgéM, de méme que I'(X, F*(M)) (grace a
I’équivalence de catégories). Ceci montre que F* commute avec le foncteur I'. On en
déduit formellement que F* induit une équivalence de catégories entre les ﬁ((gm) (o0)-

modules cohérents et les lA?gnH)(oo)—modules cohérents.

4.2.3 Formulaire concernant ’action de Frobenius

A partir de maintenant et pour simplifier les énoncés, nous omettrons de signaler le
diviseur oo dans les notations du faisceau AM™) sur X et sur A”. Les calculs présentés
ici sont généraux. Dans cette partie, X est un schéma formel lisse, muni de coordonnées
locales x1,...,xzN, X’ est un relevement du Frobenius de X, tel qu’il existe une fleche
F: X — X', relevant le Frobenius F : Xy — X|,. On note dans Px (ms1) €t dans Py ()
respectivement les éléments { {E}m+1) et §’{E}(m) correspondant aux z; et aux z;. On note
F~! application entre les faisceaux d’anneaux : F~'Oy — Oy et qui fait de Oy un
O yr-module libre de base les z2 ou \ est un multi-indice dont les éléments sont compris

entre 0 et p.
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L’application ®* décrite plus haut se décrit comme suit. Il existe des sections locales

de Ox, By, telles que :
@*(f/{lhm)) = Z By & By,
- k<pl
(m—+1)

-module a gauche de
(m+1)

Nous donnons ici les formules définissant la structure de D),
F*& ou & est un Dgf,)—module a gauche, ainsi que la structure de D)~ ’-module a

droite de FE, si € est un ny,)—module a droite, en fonction des coefficients 3 .

Formules pour la structure gauche. Commencons par la structure de module a
gauche de F*€ ou £ est un Dg(n})—module a gauche. On note 6/, les morphismes décrivant
la m-PD-stratification de £. Nous notons 6, les morphismes définissant la (m + 1)-
stratification de F*E. D’apres 1.1.2, il suffit de calculer 6,,(1 ® e).

Soit e une section locale de £. La m-PD-structure de £ est donnée par
Z 3/ <m) ) ® f/{l}(m>
lI<n
Ce qui donne :
Hn(l X e) = Z Z ﬁlﬁl ®Q’<D(m)(6) ®§{E}(m+1)
]| <n k<pl

On en tire :

Wmin1ee)=3" 3 faledVm(e) (2)

|L|<n pl=pk

Formules pour la structure droite. Passons désormais aux modules a droite. On
suppose que la m-PD-costratification sur £ est donnée par des applications £/,. On note
Dy, Py, resp. po, p1, les projections spec Phr (m) — X’ vu comme Oy/-modules & gauche
et a droite, (resp. les projections spec P}7(m) — X).

En coordonnées locales, et si on choisit une base duale de p’l*P”,7(m), notée é/@(m)
de la base des &'tm on peut identifier p/ b(5) et p}(€) respectivement a £ ® Dg(n,l)
et p’ ((’);\g) ® £. On adopte des notations analogues au rang m + 1. De cette facon, les

applications £/, s’expriment comme suit : (cf 1.1.6.1 de [4])

h<k

On note encore y, la base duale dans F b((’)/\»/) de la base des z2. Le calcul nécessite

plusieurs étapes.

i Commengons par identifier

Homo,, (Pox P (1) FP&) ~ Homo,,, (PoxP¥ (m11): €)-
Le premier terme s’identifie a

(OX’) ®OX/ & ®OX (m+1)’
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ii

iii

iv

et I'isomorphisme est donné par y) ® e ® Q@(mﬂ) — (fé{kl}(mH) = yx(f)ogrre)-

On note vy . cette derniere application.

On identifie ensuite

n n b
Homo ., (po« Pl (m41) €) = Homp;/y(m) (PX,(mH),p/Og)’

par une application qui envoie vy j; sur wy ;,; défini par,

w&,&e(fé{ﬁl}(mﬂ))(él{l}(m)) _ UA7E7e(f(D*(§/{£}(m))é{@l}(m-kl))

k/ + k// RN
= ’UA’E’e f Z ﬂLE// { kli }(m+1)£{k +E }(m+1)

|| <n,|E"|<n

k
= y/\(fﬁz,k—k/){k/}( 1)67
v m+

de sorte que

/ k
wy ke (FEF ) =% {k,} A (f By )e @ @Yo,
(m+1)

lU<n

Via &, et via l'identification

HomP;/,(m) (Pz’r\?,(m+1)’pgg) = HOmOX, (pl*P/%’(m+1)7g)7

I’homomorphisme w) j . correspond & ’'homomorphisme w’) . défini par

/ k
gy = SHOL a0 g o))
m+1

ll|<n

k
- Z {k,} yﬁ(fﬂl,g_@')(e . Q’<D(m)).
(m+1)

1]<n

Il faut noter qu’a partir d’ici, le faisceau P, ( est muni d’une structure de O y/-

m+1)
module via la multiplication a droite. Les éléments (z£ ® 1)§{E Ym+1)) ne forment

plus une base de P (m+1) Pour cette structure de Oy-module.

Finalement, il nous faut identifier
Homo,, (P1+P¥ (m+1):€) = Homo ., (P1«PY (m41)» F°E).

A T’homomorphisme w/A,E, . correspond un homomorphisme sy . dont seule la
valeur en 1 nous intéresse pour décrire la structure de module & droite sur F*E.
Or, on a les égalités, pour tout multi-indice 4 dont toutes les composantes sont

inférieures & p — 1,

sxke(D)(@t) = why (1@t



On en déduit finalement la formule qui décrit la structure de module a droite de
PE.
en(y)\ & 6) & Q<E)<m+1> = (yA X 6) . Q(E)(erl)’

(m@e) 9Womn = > Z( ){7}( +1)y AZE B k)Y ® @ (e-o'em). (3)

U <n,py<p

4.2.4 Quelques m-PD-algébres apparaissant dans ce contexte.

On reprend ici les notations de 4.1. On considere l’algebre de polynomes
Bg(m) [X1,...,XN] et F(p), la m-PD-enveloppe de cette algebre associée a Iidéal I
(m)

engendré par les X;. Avec les notations habituelles, cette algebre est un B} -module
libre de base les éléments X . On rappelle que cette algebre est en particulier une
P D-algebre pour l'idéal pI + I ™), ou IP™) est I'idéal engendré par les éléments 2P,
pour x € I. L’application 7 : X — & pour tout 1 < k < N fait de cette algebre,
une sous-(m)-PD-algebre de lalgebre j*Pﬁ,(m). FEn passant aux sections globales et en

notant B(™) = F(X,BE\T)), on voit que Fi,,) = ['(X, F,) est égale a
— @ B(m)l{l}(m)
l

et est une sous-algebre a puissances divisées, via une application 7, de ’algebre

Gimy = @D V{z,...,an}eBom,
l

. / 7 ! / /
Les objets analogues sur X’ seront notés f(m) et F (m) et 7.

4.2.5 Action du Frobenius sur ’espace affine dans un cas particulier.

On considere maintenant 1’espace affine formel de dimension NV sur V, que I’on note i,
muni de coordonnées z1, ..., zy, U’ une copie de i muni des coordonnées z/, ..., 2y, et
F le relevement du Frobenius relatif de Uy défini par F~!(z}) = 2¥ pour tout 1 <i < N.
Pour étudier I’action du Frobenius sur Ay (K)T, il nous faut affiner un peu, dans un cas
particulier ol on a un relevement béte du Frobenius, les résultats de Berthelot.

Pour démontrer 2.2.3 de [4], Berthelot décrit explicitement ’application ®* en coor-

données locales. Dans notre cas, ces formules donnent :
P k
o* (&) = ¢ +pZak7pfc &,
k=1

ol oy, est Pentier 1/p. (7). Notons u = ®*(&')— &P, et plus généralement, By, € I'(U, Oy)

les coefficients qui apparaissent dans la décomposition

@t (o) = 70 4 3T B,

k<pn

On a alors la proposition suivante :
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Proposition 4.2.5.1. L’homomorphisme ®* défini par Berthelot induit un PD-

morphisme W* entre les faisceaur F(p,) et F(yi1), ainsi qu’entre leurs sections globales.

Démonstration. Nous reprenons les notations précédentes. Comme ®* induit un
isomorphisme entre les faisceaux Z§(T,n) et lé’\é{mﬂ), il suffit de montrer que, pour tout
1<:< N, d* (éi{n}(m)) € F(m+1), pour tout entier n. Fixons i. Pour alléger les notations,
nous notons § = &;, £ = &/, u = u; dans la suite de la démonstration. Traitons d’abord
le cas oum > 1.

La formule ci-dessus montre que ®*(¢') € Fm+1) (car les coefficients des 2P~ sont
de valuation 1), ¢’est donc aussi le cas pour n < p™ car alors ®*(¢'{"m)) = &*(¢/)". En
général, on décompose n = p™'q + r avec r < p', ce qui donne 1’égalité :

(' em) = @*(¢) (@ ()],
Pour voir que cet élément est dans F(;, 1), il suffit de voir que ®* (&)™ est un élément du
PD-idéal de la m-PD-algebre F,, 1), puisque F(,,1 1) est une sous-PD-algebre G, 1.
Supposons d’abord que m > 1.

On a les égalités suivantes :

m

(P = (P uwP”
et Zf;—l (p;") glpyp™ = 4 P,

A7)

gpm“ + Z <p;n>§lpupm—l’

=1

Pour 1 <1 <p™—1,

si bien que la quantité

est un élément de 17" + pl. On a d’autre part I’égalité

m 1 —k p™
W= [0 (D)at e
oy
= Z(kl,...,kpm)|Vr,1§kT§p—lHr (7))} ¢IEl,

Pour tous les termes de ce produit, on observe :

de sorte que uP" est dans pl.

Supposons maintenant que m = 0. Il suffit de montrer que, pour tout n € N,
o* (fln) e Fi.
Or, on a I’égalité :
(") = (& +uw)" = Y ()b,

i+j=n
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Comme les éléments (&P )[i} sont dans J7, il suffit de vérifier que, pour tout entier naturel
7, les éléments ul! sont dans F. Fixons j et notons A = {1,--- ,p—1}4. Pour un multi-
indice o élément de A, on note 74 et s, le quotient et le reste de la division euclidienne
de |af par p.

Décomposons
W= (0 (e L (TIT (D)at R (| termes)
= Z(al,...,aj)eA ngl (O?t)xjp—|g|§|g\
= Z(al,...,aj)eA TQ! ngl (st)xjpf|g|§sg<£p)[rg_

Finalement, élément ul/) est dans Fj si et seulement si la valuation du coefficient de
2/P=lel est supérieure & vy (jp — |af) + v,(j!) i.e. si et seulement si
V(p. ) = j+ vp(ral) —vp(j!) —n1(ip — |al) =0,

pour tout multi-indice « dans A. Notons que pour j = 1, et j = 2 avec p > 3, il est vrai
que u € F puisque u € Fi.
Par définition, on a I’encadrement : 1 < oy < p — 1. A partir des inégalités 1.1.2, on

a les estimations suivantes :

o > |af/p—1

J—P p—1.
vp(ry!) > ———— —log <]—|—1>—1,
ra) pp—1) T\ p
, J
_ n o> __J
vp(jl) > T
. jp—1
—1/1(]1) - ‘QD > _(pz) — 1.

—1 . . . . .
Posons ¢ = pT. On en tire, pour tous p et tout j, la minoration suivante :

ou Log est la fonction logarithme népérien. Notons m(j, p) ce minorant. Si p est compris
entre 2 et 11, m(j, p) est minoré par
j  Log(11i+1)

oo d Log(sli+ 1)
m(j,p) > 1 Log2 ,

quantité qui est strictement positive pour j > 27.
En écrivant Log(x+1) < x/4—3/4+2Log(2), on trouve, pour j > 3 : v(p,j) > G(p),
ol

a2 c 3 —8Log(2)
Glo) =3 ( 4Log(p)> - 4Log(p)

On observe que G(p) > G(13) > 0 pour p > 13.

Finalement, cela nous raméne a montrer que y(p,j) > 0 pour 2 < p < 11 et 3 <
7 <26, et pour p =2 et j = 2, pour lesquels on calcule la valeur exacte avec une bonne
machine a calculer.

D’ou finalement la proposition. Nous utiliserons seulement le corollaire suivant.
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Corollaire 4.2.5.2. Les coefficients (3, introduits en 4.2.3, sont des éléments de
B(m+1)

Démonstration. Il suffit de remarquer que 1’on a le diagramme suivant, en passant

aux sections globales,

— @B/(m)xl(m) L/, ];Pg;n)
Lo | @
F(m+1) _ @B(m+1)x(m+1) <l> j*P]E{m+1)’

et d’autre part, f’{ﬁ}(m) = 7/(X{2}em). Cela nous permet de montrer que F* et F”
m)

s’étendent en un foncteur de la catégories des éé -modules vers la catégorie des

5ém+1)—modules.
Pour I’énoncé qui suit, on considere les structures droite et gauche de Oy-module

de ﬁgg?{gl) auxquelles on référera par un d ou un g.
Corollaire 4.2.6. 1 Les faisceaux F*.,Z(X,)@ Fg.ﬁ(x,)q, F;‘F",Zl\(n})Q sont respec-
tivement munis de structures canoniques de (ﬁ(fg”,A;,) )-bimodule, de

(.,Zl\(m) ,Zl\(m+1)) bimodule, et de A(m+ -bimodule ; de plus, I’homomorphisme ca-

XLQ
nonique
EiF AW — FrAG g (resp.  FRAG G — FrFRALS)
est .ﬁ(ggl)—linéaz’re a gauche (resp. a droite), et identifie localement F;flg?}?Q (resp.
Fg.;lg??)Q) a un facteur direct de F;Fgﬁ()?})q sur jﬁ?&;l).

Démonstration. Pour la premieére assertion de (i), on montre en fait que le fais-
ceau F *A()?}) est un .A(mﬂ)—module a gauche. L’assertion s’en déduit par passage aux
complétés. Pour montrer cela, observons que les faisceaux F *A( et A () Sont des

D(m+ ) respectivement. Or, I'on sait que Fy j*Dg(,) est

sous-faisceaux de I'* j*D(m)Q et J«
un ]*D(mﬂ) module & gauche d’apres (2.2.3, 2.4.1 et 2.5.2) de [4]. Comme Fg*BgZL)
s’identifie a Bg(mﬂ), il suffit de vérifier que l'action des opérateurs 9<E>m+1) laisse
stable Fy A(nf). Soit e une section locale de Ag?f), d’apres le corollaire précédent et
la formule 2 du paragraphe 4.2.3, §<E>(m+1)(1 ® e) est une section locale de Fy AE\T)
Soit f une section locale de Oy q, alors la formule 1 du paragraphe 1.1.2 montre que
Q<E>(m+1)(f ®e) € F;AS\T)'

Montrons maintenant que ng(m) Nm+1)

xq et un Ay q ~module a droite. Comme

précédemment, ces deux faisceaux sont des sous-faisceaux de leur restriction a U (4.1.2

de [4]), pour lesquels I'assertion est vraie. Il faut vérifier que le faisceau F b.,zl\(n/l)Q est
(m+1 (m) 5 . N

Ay Alyr'q s'identifie &

stable par ’action de . En outre, le faisceau F”

F(BY') Dpim A,

ou le faisceau F' b(lff\g{n?)Q) est libre de base les éléments y d’apres 4.2.1.
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Soient P = Zalfﬁ N et Q = S b d® et des éléments de ﬁ(”f) et ./I(mﬂ)
’\( )

respectivement. La formule 3 du paragraphe 4.2.3 donne I'action a droite sur F bAX,

des opérateurs 9 m+1) en restriction & U. Cette formule donne

(1o ® P) - 8 = Z Z( ){ } A (T2 2By )y © (P V),
(m+1)

U <n,uy<p

avec

!
pQ@(m) _ Z ay <l +l£ > Q(l+l/>(m).
- =/ (m)

v
Comme les éléments 3, sont dans E(mﬂ) ils se décomposent tous sous la forme
> F L(U,)z", d’apres 4. 2 1, ott les éléments 74N U, sont dans B B Ceci implique que
les éléments w4V YA P - Q< )m+1) sont dans F bA( ™) Comme conséquence, on voit que
7r4Ny,\ ®P-Q € Fbﬁ(;f), d’ou le résultat.

Le fait que les fleches ¢, sont scindées provient du fait que les fleches Fj F bB(m)Q —

F ng(’)Q sont scindées. Les autres assertions résultent facilement de ce qui précede.

Corollaire 4.2.7. Pour tout /T(n,@)Q-module a gauche cohérent &' (resp. tout ./T(;,L)Q-

module & droite cohérent M'), F*E' est muni d’une structure fonctorielle de ﬁ(ﬁgl)—

(m+1)

module & gauche (F°E" est muni d’une structure de Ay q 4 droite).

La démonstration est la méme a gauche qu’a droite. Nous la donnerons seulement
pour un module a gauche £ et pour F*E. Pour simplifier les notations, nous noterons
ﬁ(m) et D= A(mH) On peut d’abord remarquer que si v est un homomorphisme
D'-linéaire : D'* — D', alors F*u est D-lindaire. Cela provient du fait que la linéarité
de u est vraie en restriction a U'ouvert U, d’apres les résultats de Berthelot. De plus, le
faisceau D’ est un sous-faisceau de j,D’.

Si £ admet deux résolutions globales sur X
D5 D% FE
Dl pelp

Il existe un homomorphisme A : D' — D¢ tel que s’ o X\ = s.
La structure de D-module sur F*€ donnée par F*u concide avec celle donnée par
F*u/. Cela définit donc une structure de D-module canonique sur F*€.

Nous terminons par l’analogue du théoreme de platitude de Berthelot (4.3.5 de [3]).

4.3 Un théoréme de platitude pour la complétée faible de I’algebre de
Weyl.
L’énoncé du résultat est le suivant.
Proposition 4.3.1. L’algébre An(K)' est une algébre plate o droite et a gauche sur

/\/(m)
Cq -
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Le probléeme est de montrer que C'\;Q(mH) est plat a droite et a gauche sur éém)

La difficulté est double : nous étudions d’abord ce qui se passe lorsque 'on passe des
coeflicients BE\T) aux coefficients BEYmH), puis nous étudions le passage des opérateurs
9 m) aux opérateurs 9'® m+1) . Dans tout ce qui suit, nous nous sommes tres largement
inspirés des techniques de Berthelot pour montrer les théoremes de platitude figurant
dans [3].

Soit C(M) la sous-V-algebre de F(Z/IO,D(’")), libre comme V-module, de base les
pmOzld®E o) Du fait que vm(l) — v (|l]) est majoré par N, il est clair que lalgébre
agn)? qui est a priori une sous-algebre de @g" ), coincide avec cette derniere. En fait,

nous allons montrer que 5((5”“) est plate a droite et a gauche sur 68")

4.3.2 Passage des coefficients B(™ a B(m+1),

Dans cette partie, nous fixons un entier m et nous notons C' = C™). Pour tout

0 < i < N, nous pouvons considérer des algebres de coefficients

Ti — E Vp'/m+1(ll,-~~7li)+1’m(li+17~--»ZN)£L
l

Introduisons

rm) — Z Vme+1(l)£LQ<E>(m) ,
Lk

et, pour tout entier 0 <¢ < N,

Dl = Z Vme+1(llr--yli)"!‘V'm(li-!—l7---alN)£LQ<E>(m)
Lk

Nous noterons Cfm) = DY, On vérifie facilement que F(™ et les modules D! sont des

sous-algebres de O 1) En particulier, nous avons une suite croissante de C-algebres :
CccD'c...cDN"!'c DV,

Les propriétés de finitude de toutes ces algebres intermédiaires sont données par le lemme

suivant :

Lemme 4.3.3. (i) Les V-algébres T sont noethériennes.

(i) Pour tout 0 <i < N, les algébres D' sont noethériennes a gauche et a droite. En
outre, Ualgébre graduée pour la filtration par les opérateurs différentiels gr, D' est

une algébre commutative noethérienne.

Démonstration. Pour le (i), il suffit de montrer que I'algébre 7% est de type fini. Si
Bgcm) =I'(X,B™), on al'égalité T" = ﬁng?Jrl)@ﬁlngl), ol X1 est la droite projective

(m)
X

formelle sur V. Or l'algébre By * est de type fini, engendrée par {p:pl telsquel < pmH}.

La filtration par l'ordre des opérateurs différentiels de I'(Up, D(m)) induit une filtration
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sur les algebres D?, dont le gradué est bien entendu commutatif. Les algebres graduées
sont des T?-algebres de type fini, engendrée par les classes dans le gradué des opérateurs
&@(m) pour 0 < r < p™. D’ou le (ii).

Le résultat clé est le suivant.

Proposition 4.3.4. L’algébre CA’}”Z)) est plate a droite et a gauche sur l'algébre égn)

Démonstration. Compte tenu de la filtration précédente, il suffit de montrer que
les algebres ﬁb sont plates a droite et a gauche sur ﬁgl, pour tout ¢ > 1. Fixons
désormais i. On introduit

Ai = Di-1 | Di
Remarquons que A’ est un anneau. Pour cela, il suffit de vérifier que Di-1. Di ¢ Al
et que D - D=1 ¢ Al Soient (Q,R) € D=1 x Di. 1 existe un entier s tel que p°R €
D=1, De plus, il existe (T,S) € D x D=1 tels que Q = T + p*S. On a donc légalité
Q-R=T- R+ S.(p°R) € A'. De méme, R - Q est dans A’ et A’ est un sous-anneau de
I'(Uy, D).

Montrons ensuite que le complété p-adique de A’ est I’algebre Dé. 11 existe un mor-
phisme canonique ¢ :D?/p*D? — A?/pF A?. Vérifions que ¢ est surjectif. Si P = Q + R,
avec @) € Di-let R e Dl Qsécrit U+p"'VonUeD etV e D=1 En particulier,
PV est dans p* A%, et la classe de Q modpF A est égale & (R +Umodp® D?). Soit de plus
P € D' tel que P € pFA?. Décomposons P = p*(T + R), ot (T,R) € D! x Dt
Notons 7k, Pk, tir les coefficients respectifs de R, P et T dans la V-base des
p”m+1(ll*'“’li)+”m(li+1""’IN)QLQ@<m>. L’égalité qui relie P, T et R donne que la famille
des t; . est presque nulle et 1" € D, Cest-a-dire que P € p*D".

D’autre part, si P € D%, il existe un entier s tel que p*P € D*~!. Cela nous dit que
ﬁgl ~ Azé. D’apres les énoncés généraux sur la complétion rappelés dans [3], 'assertion
de platitude résultera du fait que I'anneau A" est noethérien, ce qui fait 'objet de la

suite.

Introduisons la filtration suivante de A?, définie pour tout s € N :

F° = Z Vp”m“(l)wéﬁi_l.

1<s
Lemme 4.3.5. Pour tout entier s, F° est un D= module @ gauche.

Démonstration. Partons de la relation

g prr Ol = prren® 5 {k}a“’><m>(rcé)a<t”><m>.

/
'+t =k

On en déduit que 9B m) . s  Fs. Or, F® est p-adiquement complet car ¢’est un module
a droite de type fini sur ﬁi_17 qui est un anneau noethérien complet. Par passage aux

complétés, il vient Di=1. Fs ¢ F5. D'ott le lemme.

Proposition 4.3.6. L’anneau A* est noethérien.
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Démonstration. Comme F* est un Di~L-module & gauche, on a I’inclusion suivante
Fs . F' ¢ Fs*tt De plus, FO est égal a D=1 et U F* a A’. Remarquons encore que
p - p”m“(s)xf = p”mﬂ(s)xf*l(pxi) € F*~!. Finalement, pour tout s > 0, les modules

grift(A?) sont annulés par p. Considérons la suite exacte

0 — pgri(A") — gri.(A") — gri.(A") /pgrs.(A") — 0.

L’idéal pgrs.(AY) s’identifie a D=1 et la structure de grs.(A%)-module est induite
par la structure de Di~Lmodule de Di~!. En particulier, comme gr;;(Ai)—module a
gauche et a droite, pgr}.(A’) est noethérien. Nous allons maintenant montrer que
H = gr.(A") /pgrs.(A") est une algébre noethérienne.

Il existe un isomorphisme canonique
H~D"'/pD" ' & P FH/F*.

Cet anneau est muni d’une filtration par 'ordre des opérateurs différentiels. En ef-
fet, D'=!/pD~! est naturellement muni d’une filtration par l'ordre des opérateurs

différentiels notée G%* pour ¢t € N et, pour s > 1, on dispose d’une application

)\s . Di—l/pDi—l _ Fs/Fs—l
R — p”mﬂ(s)xSR.

Cette application est surjective. En effet, soit P € F?, il existe Q) € D1 tel que, modulo
F*=1, P soit égal & p*»+13)25Q. Or, il existe (T, R) € D=1 x Di=1 tel que Q = R+pT.
L’élément P est donc égal & p"m+1() x5 R modulo F5~'. Notons Fil; la filtration par
'ordre des opérateurs différentiels sur D=1 /pD*=!. Posons G*! = \;(Fil;(D*"!/pDi~1))

et
¢ =P

seN
, . . . ’ ’ .
Pour s fixé, la filtration G*! est croissante, exhaustive et G*! - G5! C G*!*. Bien
entendu, les mémes propriétés sont vraies pour la filtration par les G*. Pour montrer

que H est noethérienne, il suffit de montrer le lemme suivant.
Lemme 4.3.7. L’algébre groH est noethérienne.

Démonstration. Soit A’ = gro H cette algébre et A" = gro (D! /pDi~1) (dont on
a déja vu en 4.3.3, que c’est une algebre noethérienne). L’algébre A’ est bigraduée par
définition.

Al — Gt it
BT

En fait, ’algebre A’ est une algebre commutative. En effet, soient (P, Q) € G% x Gt
Il existe (R,S) € D1/pD=1 x D=1 /pDi=! tels que P = \s(R) et Q = \s(S)S. De
plus, ces opérateurs sont d’ordre t et ¢’ respectivement. Alors, on a I’égalité PQ — QP =
p”m+1(5+5l)xf+s/(RS — SR) mod F5t5'~1 Lopérateur RS — SR est d’ordre t +t' — 1,

donc [P, Q)] est nul dans Af, ce qui montre que cette algébre est commutative.
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Soit maintenant f € A’ tel que f € F* mais f ¢ F*7! et f € G%! mais ¢ G~ 11.
La classe de f modulo F*~1, puis modulo G*'~! sera notée (f)s+. Soit A la sous-A’'-
algebre de A engendrée par les éléments (pz;)10, - - -, (prm+2 )pm+2 o- Tout élément de
G5t s’écrit (p”m“(s)xf)s,gR, oit R € A’". Pour montrer que A! coincide avec A, il suffit
donc de voir que (p”m“(s)xf )s,0 € A, ce qu’on peut voir par récurrence sur s en utilisant

la formule pour s > p™+2.

_om+2 s— m—+2 m—+2
(pum+1(8)x$ PTE) 5P

1)8,0 = (me+1(8 s )87pm+2,0 . (pxp )pm+2,0'

En conclusion I'algebre A? est une A’ ZA-alg\eblre de type fini, donc noethérienne. Par suite,
I'algebre H est noethérienne, ainsi que A°.

La méme méthode de démonstration fournit une variante de ce résultat.

Corollaire 4.3.8. Pour m” > m/, l’algébre 6émﬂ+l’m) est plate a droite et a gauche sur
Alm'+1,m)
Cq )

4.3.9 Passage des opérateurs de niveau m aux opérateurs de niveau m + 1.

Lemme 4.3.10. L’algéebre 68”“) est plate a droite et a gauche sur C’gm)

Démonstration. On procede comme pour la démonstration du théoreme 3.5.3 de
[3]. Introduisons le sous-anneau de C(m*+1) | R(m) — GY”) + O+ s soit P e O il
existe s € N tel que p° P soit dans @fm), de sorte que R(™ est un anneau. En outre,

tout élément de C*fm’ s’écrit d’une unique fagon :

P= Zalﬁpl’erl(ul)gLQ(Eﬂm) oit ag | — 0si|l] + k| — +oo.
Lk

On montre alors, comme dans 3.5.3 de [3], que les complétés RM) ot Cm+D) gont
isomorphes. De plus, on voit facilement que les localisés RI™ et 6{”3 sont isomorphes,
ce qui nous rameéne & montrer que R(™) est noethérien & droite et & gauche. On se
contentera de montrer que R(™ est noethérien & gauche. La remarque décisive de la
démonstration du théoreme 3.5.3 de [3] est aussi valable dans le cas des coefficients de

TN (avec les notations de 4.3.2). En effet, pour tout b € TV, on a dans C("+1) .
™ ] — P gt gy o gl
|: T ’ i| - Z i T ( )® 5"
i<pmtl
Comme conséquence, si P € C (m) on a la relation :
m—+1 k N(m m—+1 (
[(aﬁg ) ,P] e%@*( - (oY

En outre, d’aprés 2.2.5 de [3], R(™ est engendré comme 6{"1)

(o )" . (o)

-module par les éléments
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Le reste de la démonstration est alors tout a fait identique a la fin de celle du théoreme
3.5.3 de [3].

On peut filtrer R par le sous-anneau R; engendré par éf’g) et les 8g[£m+1] pour [ < j
et k € N. 1l s’agit alors de montrer par récurrence sur j que R;- est noethérien, sachant
que éf"g est noethérien comme complété d’un anneau noethérien. Soient ' = 0,;, I un

idéal a gauche de R; et P € I. Cet élément P peut s’écrire
P=A0"+> 40",
i<r
avec A, A; des éléments de R’;_;. Introduisons J I'idéal a gauche de R}_; des éléments

A tels qu’il existe P € I vérifiant
P=A0"+> Ad"
i<r
Soient maintenant Aq, ..., As des générateurs de J et Py des éléments de I tels que
P, = Akﬁlr + Z Akﬂ-&'i.
i<r
Soit r = max{ry}, et M le sous-module de R}fl engendré par &',...,9". Alors INM

est un sous-module de type fini engendré par des éléments (J1, ..., Q: et on obtient une

famille de générateurs de I en prenant Q1,...,Q¢, P1,..., Ps.
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