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Abstract

Let k be a finite field of characteristic p > 0 and X0 a smooth variety over spec k

with good reduction. In 1987, Deligne and Illusie proved the degeneration of the
spectral sequence “de Hodge vers de Rham” in a purely algebraic way, by constructing
a quasi-isomorphism at the level of derived categories between the de Rham complex
of X0 with a complex with 0 differentials. Simultaneously Fontaine and Messing con-
structed a divided Frobenius map on the crystalline complexes associated with X0.
We show that both morphisms of derived categories are compatible mod p > 0 if the
dimension of X0 is < p − 1. We use this compatibility to compute the (ϕ,Γ)-module
mod p associated to the Drinfeld Curve.

Résumé

Soit k un corps fini de caractéristique p > 0 et X0 une variété lisse sur spec k avec
bonne réduction. En 1987, Deligne et Illusie ont démontré la dégénérescence de la suite
spectrale de Hodge vers de Rham d’une façon purement algébrique, en construisant un
quasi-isomorphisme dans la catégorie dérivée entre le complexe de de Rham de X0 et un
complexe à différentielles nulles. Concomitamment, Fontaine et Messing ont construit
un Frobenius divisé sur les complexes cristallins associés à X0. Nous montrons que ces
deux morphismes de catégories dérivées sont compatibles. Comme application de cette
compatibilité, nous calculons le (ϕ,Γ)-module mod p associé à la courbe de Drinfeld.
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Introduction

Soient k un corps fini de caractéristique p > 0, W = W (k), S = spec W , X un S-schéma
propre et lisse sur S, et X0 sa fibre spéciale. Fontaine-Messing ont construit en [FM87]
un Frobenius divisé cristallin, construction généralisée par Breuil [Bre98] dans le cas log-
cristallin. D’autre part, pour montrer la dégénérescence de la suite spectrale de Hodge
vers de Rham, Deligne et Illusie ont construit une flèche mod p en [DI87] qui fait aussi
intervenir un Frobenius divisé. L’objet de cet article est de comparer la réduction mod p

du Frobenius divisé cristallin de Fontaine-Messing et la construction de Deligne-Illusie, ce
qui répond à une question tout à fait naturelle. L’intérêt du calcul de Deligne-Illusie est
qu’il est algorithmique. En effet, ce morphisme est défini explicitement comme une flèche
des complexes des modules des formes différentielles sur X0 vers un complexe de Čech
du complexe de de Rham de X0, relatif à un recouvrement affine modulo p2, sur lequel
on dispose d’un relèvement du Frobenius. Ceci nous permet par exemple de calculer le
(ϕ,Γ)-module mod p associé à la courbe de Drinfeld, en complétant ainsi des résultats de
Haastert-Jantzen [HJ90] sur la cohomologie cristalline de ces courbes.

Voici le contenu de cet article. Nous donnons les notations dans la première partie.
Dans la deuxième partie, nous rappelons les constructions cristallines usuelles ainsi que
la construction du Frobenius divisé de Fontaine-Messing, précisée par Kato [Kat87]. Dans
la troisième partie, nous établissons le théorème de comparaison en comparant d’abord
la construction de Deligne-Illusie et celle de Fontaine-Messing en degré k = 1. Dans ce
cas, le calcul du Frobenius cristallin se fait par descente cohomologique. La construction de
Deligne-Illusie est multiplicative à partir du cas k = 1. Le reste de la démonstration consiste
à observer que la construction du Frobenius divisé cristallin est elle aussi multiplicative.
C’est facile à faire sur un schéma muni d’un relèvement du Frobenius et pour obtenir le cas
général on s’y ramène par descente cohomologique. Nous pouvons alors déduire le cas de
degré quelconque ≤ p−2 du cas de degré k = 1. Dans la quatrième partie nous passons aux
applications cohomologiques dans le cas où X est projectif et montrons que après passage
à la cohomologie, le morphisme de Deligne-Illusie coïncide mod p avec le Frobenius divisé
de Mazur. Dans la cinquième partie, nous appliquons le résultat précédent pour décrire le
(ϕ,Γ)-module mod p associé à la courbe X de Drinfeld, qui correspond à la représentation
galoisienne H1

et(XQp
,Qp), via l’algorithme de Wach [Wac97].

Enonçons à présent les principaux résultats de cet article. Désignons par X ′0 le chan-
gement de base de X0 par le morphisme de Frobenius de spec k → spec k, DRX0 le
complexe de de Rham de X0, les faisceaux cristallins sont définis en 1. Le théorème de
comparaison 3.1.1 se résume dans le fait que le diagramme suivant de faisceaux dans la
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catégorie dérivée des faisceaux de OX′0-modules est commutatif

⊕p−2
k=0RuX′0∗J

[k]
X′0/S0

/J
[k+1]
X′0/S0

Φcris //

can

��

σ≤p−2F∗RuX0∗OX0/S0

can

��⊕p−2
k=0 Ωk

X′0
[−k]

DI // σ≤p−2F∗DRX0 ,

dont la flèche horizontale du haut est le Frobenius divisé cristallin, et celle du bas est le
morphisme de Deligne-Illusie.

Dans le cas où X est projectif de dimension ≤ p−2, et vérifie la condition de Mazur 18,
nous déduisons en 4.1 que le morphisme RnΓ ◦DI est égal au Frobenius divisé de Mazur
pour tout n ≤ 2 dimX :

RnΓ ◦DI = ΦM :

n⊕
i=0

Hn−i(X ′0,Ω
i
X′0

)
∼→ DRX0 .

Dans la dernière partie, nous décrivons comment utiliser ces résultats pour décrire le
(ϕ,Γ)-module associé aux courbes de Drinfeld d’équation pour q une puissance de p

XY q −XqY − Zq+1 = 0

dans P2. Nous donnons un algorithme de calcul en 5.2.6. En particulier, nous montrons le
résultat suivant : si q = p, l’action de Γ est semi-simple et tous les irréductibles sont de
dimension 2 et l’algorithme donné en fin de l’article permet de déterminer explicitement ces
représentations mod. p > 0.

Le fait que notre résultat de comparaison soit valable en toute dimension laisse penser
que l’on doit pouvoir l’utiliser pour calculer explicitement des (ϕ,Γ)-modules provenant que
la cohomologie étale p-adique d’hypersurfaces, dont on parvient à calculer la cohomologie
de de Rham à la Cech mod. p > 0.

Nous tenons à remercier, pour avoir répondu avec gentillesse et précision à nos questions
concernant ce sujet : Christophe Breuil, Jean-Marc Fontaine, Luc Illusie et Arthur Ogus.
Nous remercions aussi Michel Gros de nous avoir signalé l’article de Haastert-Jantzen [HJ90],
ainsi que Pierre Berthelot et Bernard le Stum pour l’intérêt qu’ils ont manifesté pour ce
travail. Nous remercions aussi le referee de cet article pour ses remarques constructives.

1 Notations

Rappelons que p est un nombre premier différent de 2, k est un corps fini de caractéristique
p > 0. Nous noterons W = W (k), Wn = W/pnW , S = spec W , S0 = spec k, Sn =

spec Wn+1. Dans ce texte, X est un schéma lisse sur S, dont la fibre spéciale est X0.
Pour tout S-schéma Y , Yn sera le schéma Yn = specSn ×S Y .
Etant donné une immersion fermée αn : Xn ↪→ Yn de X0 dans un Sn-schéma lisse Yn,

nous noterons P(Yn) l’enveloppe à puissances divisées de l’idéal de cette immersion, JYn le
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faisceau de PD-idéaux de P(Yn) et PYn le spectre de P(Yn). Le faisceaux d’algèbres P(Yn)

est filtrée par les puissances divisées du faisceau d’idéaux JYn : J[k]
Yn

est l’idéal engendré
par les éléments x[a1]

1
· · ·x[ar]

r tels que les entiers naturels ai vérifient a1 + . . .+ ar ≥ k. En
particulier, on a l’égalité JYn = J

[1]
Yn
. On omettra le Yn en indice quand le contexte sera clair.

Nous serons amenés à considérer dans la suite les sites cristallins Xn/Sn (ou Xn/Sn),
dont on notera OXn/Sn

le faisceau structural, défini par

OXn/Sn
(T ) = OT ,

si U ↪→ T est un épaississement de U , c’est-à-dire une immersion fermée définie par un
idéal à puissances divisées (PD-idéal) JU = Ker(OT � OU ). Ces idéaux forment le faisceau
de PD-idéaux JXn/Sn

. On notera J
[k]
Xn/Sn

le k-ième terme de la filtration PD-adique décrite
ci-dessous et on notera uXn la projection sur le site zariskien

(Xn/Sn)cris → (Xn/Sn)Zar.

La lettre grecque σ désignera à la fois le Frobenius sur k, et aussi son relevé sur W
ou Wn pour tout n ≥ 0. Si Y0 est un k-schéma, FY0 sera le Frobenius absolu sur Y0,
Y ′0 = Y0×spec k spec k, le changement de base par le Frobenius sur k, et F sera le Frobenius
relatif habituel : Y0 → Y ′0 . De façon abusive, nous noterons aussi F le morphisme induit par
F : F−1OY ′0 → OY0 . En général, si Yn est un schéma sur Sn, Y ′n sera le produit fibré par le
morphisme σ :

Y ′n = Yn ×Sn Sn.

Un relèvement du Frobenius sur Yn (resp. sur Y un S-schéma) sera la donnée d’un
morphisme encore noté F de Sn-schémas (resp. S-schémas), dont la réduction modulo p est
le Frobenius relatif F : Y0 → Y ′0 .

Si E est un faisceau deWn+1-modules libres sur un Sn-schéma, on noteramp (resp.m−1
p )

l’isomorphisme de multiplication par p, mp : E/pnE
∼→ p · E, (resp. m−1

p son isomorphisme
inverse). Si u est un morphisme de faisceaux Wn+1-linéaire : E→ F, le diagramme suivant
est bien entendu commutatif

E/pnE

u

��

∼
mp

//

	

p · E,

u

��
F/pnF

∼
mp

// p · F,

ce qui revient à dire que m−1
p ◦ u = u ◦m−1

p .

Si Y est un S-schéma (resp. Sn-schéma), on notera AbY la catégorie des faisceaux
de groupes abéliens pour la topologie Zariski sur Y et Db(AbY ) la catégorie dérivée des
complexes à cohomologie bornée des faisceaux de AbY . On notera aussi Db(OY ) la catégorie
dérivée des complexes à cohomologie bornée des faisceaux de OY -modules cohérents.
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Les conventions pour les complexes (indexés par Z) sont les suivantes : si K• est un
complexe de modules, et a ∈ Z, alors (K• [a])j = Kj+a. Le tronqué cohomologique σ≤aK•

est le complexe :
· · · → Ka−1 → Ka → Ker(da+1)→ 0 · · · .

Soient maintenant K•,• un bi-complexe de modules tel que Ki,j = 0 si i ≤ i0 et j ≤ j0

pour un certain couple (i0, j0), et dont les différentielles horizontales et verticales sont
notées respectivement d′ et d′′. Alors le complexe simple associé sera noté [K•,• ]s et a
pour terme général [K•,• ]s

n = Kn =
⊕

i+j=nK
i,j et pour différentielle pour x ∈ Ki,j ,

d(x) = d′(x) + (−1)id′′(x).

Soient (K•1 , d1), . . . , (K•k , dk) k complexes de A-modules libres où A est un anneau
commutatif, alors on notera

K•1 ⊗
L
A · · · ⊗L

A K
•
k

le complexe de n-ième terme général⊕
a1+···+ak=n

Ka1
1 ⊗A · · · ⊗A K

ak
k ,

dont la différentielle est donnée pour x1 ∈ Ka1
1 , . . . , xk ∈ Kak

k par

d(x1 ⊗ · · · ⊗ xk) = d1(x1)⊗ x2 ⊗ · · · ⊗ xk + (−1)a1x1 ⊗ d2(x2)⊗ · · · ⊗ xk

+ (−1)(
∑k−1

i=1 ai)x1 ⊗ x2 ⊗ · · · ⊗ xk−1 ⊗ dk(xk).

2 Rappel de la construction du Frobenius divisé cristallin

Cette application a été définie par Fontaine-Messing [FM87], et nous utiliserons la version
qu’en donne Kato au niveau des résolutions [Kat87], 1 du chapitre I, ce qui donnera donc
le calcul du Frobenius divisé sur la cohomologie cristalline.

2.1 Réalisations cristallines

Dans cette partie Xn désigne un schéma lisse quelconque sur Sn. On se donne deux Sn-
schémas lisses Yn et Zn, ainsi que des plongements αn : Xn ↪→ Yn, βn : Xn ↪→ Zn, un
Sn-morphisme h : Zn → Yn tels que le diagramme suivant de Sn-schémas soit commutatif

Zn

h
��

Xn

* 


βn

7

� � αn /

�

Yn,

(1)

Des plongements αn et βn, on déduit des plongements αn′ : Xn′ ↪→ Yn′ et βn′ : Xn′ ↪→ Zn′

pour tout entier n′ ≤ n.

Définition 2.1.1. On appelle réalisation (sur Yn) de RuXn∗OXn/Sn
tout complexe de

Db(AbYn) qui est quasi-isomorphe à RuXn∗OXn/Sn
.
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On remarquera que ces faisceaux en groupes abéliens sur Yn sont à support sur X0,
car c’est le cas des faisceaux de PD-enveloppes P(Yn). Considérons la réalisation de
RuXn∗OXn/Sn

suivante

EYn : 0→ P(Yn)→ P(Yn)⊗OYn
Ω1
Yn → · · · → P(Yn)⊗OYn

ΩN
Yn → 0, (2)

dont la différentielle est obtenue à partir du fait que d(x[a]) = x[a−1]dx pour toute section
locale x du faisceau d’idéaux à puissances divisées J de P(Yn). On obtient ainsi un quasi-
isomorphisme can : RuXn∗OXn/Sn

∼→ EYn . Remarquons que EXn est le complexe de de
Rham DRXn .

On a une flèche canonique h∗EYn → EZn , donnée par les morphismes canoniques
h∗Ωq

Yn
→ Ωq

Zn
et h∗P(Yn)→ P(Zn). Dans Db(AbYn) on dispose d’un quasi-isomorphisme de

complexes can : RuXn∗J
[k]
Xn/Sn

∼→ L
[k]
Yn
, où L

[k]
Yn

est le complexe de faisceaux Zariski sur Xn,

L
[k]
Yn

: 0→ J[k] → J[k−1] ⊗OYn
Ω1
Yn → · · · → J[k−N ] ⊗OYn

ΩN
Yn → 0. (3)

De même que précédemment, la donnée de ces complexes est fonctorielle en le plongement
Xn ↪→ Yn.

Nous noterons de plus M[k]
Yn

le quotient à support dans Xn

M
[k]
Yn

= L
[k]
Yn

/
L

[k+1]
Yn

,

c’est-à-dire le complexe

M
[k]
Yn

: 0→ J[k]/J[k+1] → J[k−1]/J[k] ⊗OYn
Ω1
Yn → · · · → J[k−N ]/J[k−N+1] ⊗OYn

ΩN
Yn → 0.

(4)

Remarquons que d’après 5.2 de [BO78]

OXn/Sn
/J1
Xn/Sn

= iXn/Sn∗OXn . (5)

Le lemme suivant donne une résolution du faisceau RuXn∗J
[k]
Xn/Sn

/J
[k+1]
Xn/Sn

(1).

Lemme 2.2. Pour tout entier k, il existe un quasi-isomorphisme de complexes

can : RuXn/Sn∗(J
[k]
Xn/Sn

/J
[k+1]
Xn/Sn

)
∼→M

[k]
Yn
.

Démonstration. Ce résultat provient du chapitre 6 de [BO78], et plus particulièrement du
lemme de Poincaré filtré cristallin. Introduisons le faisceau linéarisé filtré de loc. cit.

F kL(Ωq
Yn

) = J[k−q](P(Yn)⊗OYn
P(Yn)⊗OYn

Ωq
Yn

).

On se reportera à loc. cit. pour voir que ces faisceaux définissent des faisceaux sur
(Xn/Sn)cris, acycliques pour le foncteur uXn∗ et vérifient

uXn∗(F
kL(Ωq

Yn
)) ' J[k−q] ⊗OYn

Ωq
Yn
.
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De plus, par le lemme de Poincaré filtré cristallin, on a un quasi-isomorphisme de
faisceaux sur (Xn/Sn)cris

J
[k]
Xn/Sn

' F kL(Ω•Yn).

En appliquant la longue suite exacte de cohomologie, on trouve que les faisceaux
F kL(Ωq

Yn
)/F k+1L(Ωq

Yn
) sont acycliques pour le foncteur uXn∗, de sorte que l’on a une

résolution acyclique dans (Xn/Sn)cris

J
[k]
Xn/Sn

/J
[k+1]
Xn/Sn

' F kL(Ω•Yn)/F k+1L(Ω•Yn).

On a de plus,

uXn∗

(
F kL(Ωq

Yn
)/F k+1L(Ωq

Yn
)
)
' uXn∗(F

kL(Ωq
Yn

))/uXn∗(F
k+1L(Ωq

Yn
))

' J[k−q]/J[k+1−q] ⊗OYn
Ωq
Yn
.

On calcule donc

RuXn∗(J
[k]
Xn/Sn

/J
[k+1]
Xn/Sn

) ' uXn∗

(
F kL(Ω•Yn)/F k+1L(Ω•Yn)

)
' J[k−•]/J[k+1−•] ⊗OYn

Ω•Yn

'M
[k]
Yn
,

ce qui donne l’énoncé voulu.

Il suit de la proposition 1.5.3 de [Ber96] que les complexes EYn , M
[k]
Yn
, (resp. L[k]

Yn
) sont

à termes plats sur Wn, ce qui implique le lemme suivant qui sera surtout utile dans le cas
n′ = 0.

Lemme 2.3. Soit n′ ≤ n, alors

Wn′ ⊗L
Wn

EYn ' EYn′

Wn′ ⊗L
Wn

M
[k]
Yn
'M

[k]
Yn′

(resp. pour L
[k]
Yn
).

2.4 Cas particuliers

On se donne une immersion fermée α1 : X1 ↪→ Y1, où Y1 est un S1-schéma lisse, définie par
un faiceau d’idéaux L1, β1 : X1 ↪→ Z1 une immersion fermée de X1 dans un S1-schéma lisse
Z1, donnée par un faisceau d’idéaux M1, h un morphisme de S1-schémas : Z1 → Y1 tel que
h ◦ β1 = α1 (comme en 1 pour n = 1). Par changement de base, on a une immersion fermée
α0 : X0 ↪→ Y0, donnée par le faisceau d’idéaux L0 = L1/pL1 (resp. X0 ↪→ Z0, donnée par le
faisceau d’idéaux M0). On note aussi P(Y1) la PD-enveloppe de l’idéal L1, et JY1 le faisceau
de PD-idéaux de cette algébre (resp. JZ1 le faisceau de PD-idéaux de P(Z1)).

On suppose de plus qu’il existe une section se au morphisme canonique OY1 → α1∗OX1 .
Cette section se : α1∗OX1 → OY1 permet de munir l’algèbre P(Y1) d’une structure de
α1∗OX1-module.
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Proposition 2.4.1. Soit i ∈ {0, 1}.

(i) Le complexe M
[1]
Yi

(4) est à cohomologie en degrés 0 et 1 et est donné par :

M
[1]
Yi

: 0→ JYi/J
[2]
Yi
→ α∗iΩ

1
Yi → 0.

(ii) On a un quasi-isomorphisme canonique de complexes : h∗M[1]
Yi
→M

[1]
Zi
.

(iii) Quand Yi = Xi, on obtient M[1]
Xi
' Ω1

Xi
[−1].

Remarque. La différentielle du complexe F∗M
[1]
Y0

est OX′0-linéaire de sorte que ce complexe
est un complexe de OX′0-modules.

Démonstration. Pour la démonstration, nous fixons i = 1, le cas i = 0 étant identique. Le
(i) est une simple réécriture de 4 puisque J[k] = OY1 si k ≤ 0 et que, comme l’immersion
fermée α1 : X1 ↪→ Y1 est régulière, on dispose d’après la proposition 1.5.3 de [Ber96] d’un
isomorphisme de faisceaux de OY1-algèbres

OY1/L1
∼→ PY1/JY1 .

Le (ii) provient de la fonctorialité des résolutions L[m]
Yn

déjà rappelées au début de 2.1, qui
fournit des quasi-isomorphismes de complexes (V, corollaire 2.3.5 de [Ber74]). L’applica-
tion induite entre h∗M[1]

Y1
et M

[1]
Z1

provient des morphismes canoniques h∗JY1 → JZ1 , resp.
h∗Ω1

Y1
→ Ω1

Z1
et induit un quasi-isomorphisme de complexes puisque ces deux complexes

sont une réalisation sur Y1 et Z1 de RuX1∗(JX1/S1
/J

[2]
X1/S1

).

Soient di le morphisme canonique Li/L2
i → α∗iΩ

1
Yi
. On a alors la

Proposition 2.4.2. Sous les hypothèses ci-dessus et pour i ∈ {0, 1},

(i) le complexe M
[1]
Yi

est quasi-isomorphe au complexe

0→ Li/L
2
i
di→ α∗iΩ

1
Yi → 0.

(ii) On dispose d’un quasi-isomorphisme canonique de complexes :

0 // Li/L
2
i

��

// α∗iΩ
1
Yi

��

// 0

0 //Mi/M
2
i

// β∗i Ω1
Zi

// 0.

Démonstration. La démonstration est donnée pour i = 1, le cas i = 0 étant identique. On
commence par (i). Grâce au lemme précédent, il suffit de montrer que les flèches canoniques
qui suivent sont des isomorphismes

L1/L
2
1 → JY1/J

[2]
Y1
.
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Cette question est locale sur X1. Comme α1 est une immersion fermée de schémas lisses,
cette immersion est régulière et on peut de nouveau utiliser la proposition 1.5.3 de [Ber96].
Soit W un ouvert affine de Y1 tel que τ1, . . . , τn soit une suite régulière de générateurs de
L(W). Alors, d’après loc. cit., et en utilisant la structure de α1∗OX1 donné par la section
se,

JY1/J
[2]
Y1

(W) '
n⊕
k=1

α1∗OX1(W)τi

' L1(W)/L1(W)2,

ce qui donne le (i). Le (ii) est une simple reformulation du lemme précédent.

Dans la suite, nous appliquerons le résultat précédent aux immersions diagonales X0 ↪→
X1×S1 · · ·×S1X1, puisque les surjections canoniques OX1⊗W2 · · ·⊗W2OX1 → OX1 possèdent
des sections. Considérons en particulier α1 : X1 ↪→ X1 × X1 l’immersion diagonale et la
section se du morphisme OX1 ⊗W2 OX1 → α1∗OX1 donnée par se(b) = 1⊗ b.

Proposition 2.4.3. Soit i ∈ {0, 1},

(i) Le complexe M
[1]
Xi

est quasi-isomorphe à Ω1
Xi

[−1].

(ii) le complexe M
[1]
Xi×Xi

est quasi-isomorphe au complexe de OXi-modules

0→ Ω1
Xi
→ α∗iΩ

1
Xi×Xi

→ 0,

dont la différentielle di est donnée localement, pour b, c ∈ OXi , par di(b · dc) = b · (1⊗
dc− dc⊗ 1).

Démonstration. Il s’agit d’une simple application de 2.4.2. Avec les notations de cette
proposition, dans le cas (i), Li = 0. Dans le cas (ii), Li/L2

i = Ω1
Xi
, et la description de

la différentielle résulte alors de 2.4.2.

Remarque. Le quasi-isomorphisme de (iii) de 2.4.2 entre les deux complexes de la pro-
position est donné par le quotient par l’idéal diagonal LXi×Xi et le morphisme canonique
α∗iΩ

1
Xi×Xi

→ Ω1
Xi
. Le diagramme suivant décrit ce quasi-isomorphisme de complexes

0 // Ω1
Xi

��

di // α∗iΩ
1
Xi×Xi

��

// 0

0 // 0
0 // Ω1

Xi
// 0.
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2.5 Définition du Frobenius divisé pour k ≤ p− 2

On considère k ≤ p− 2, et on se place sous les hypothèses de 1. En particulier, on travaille
avec un schéma X lisse sur S. Le Frobenius divisé de Fontaine-Messing [FM87] induit par
passage à la cohomologie un Frobenius divisé noté

Φ
(k)
cris : RuX′0∗J

[k]
X′0/S0

/J
[k+1]
X′0/S0

→ RuX0∗OX0/S0
.

Comme précédemment, on suppose donné αn une immersion fermée Xn ↪→ Yn de Xn

dans un Sn-schéma lisse. On suppose ici de plus que Yn est muni d’un relèvement du
Frobenius F : Yn → Y ′n comme en 1. On note encore F l’application induite F−1OY ′n → OYn

resp. F l’application induite F−1Ω1
Y ′n
→ Ω1

Yn
.

Rappelons les définitions de Fontaine-Messing et de Kato du Frobenius divisé. On re-
prend les notations de 2.1.

2.5.1 Frobenius divisé cristallin en degré 0. En degré 0, il suffit de se donner un

plongement X0 ↪→ Y0 dans un S0-schéma lisse. Pour k = 0, le complexe M
[0]
Y ′0

est réduit
en degré 0, et est quasi-isomorphe à OX′0 . Le morphisme de Frobenius : F−1OY ′0 → OY0

induit un morphisme F−1P(Y ′0) → P(Y0), qui envoie le PD-idéal JY ′0 sur 0, si bien que ce

morphisme induit un morphisme Φ
(0)
e,0 : F−1OX′0 → P(Y0) (puisque P(Y ′0)/JY ′0 ' OX′0). En

degré 0, le morphisme de Frobenius divisé

Φ(0)
e : M

[0]
Y ′0
→ EY0 ,

est alors donné par Φ
(0)
e,0. Cette définition ne dépend pas du choix de Y0, par un argument

standard qui consiste à considérer les produits cartésiens de deux plongements lisses Y0

et Z0. En particulier, pour calculer Φ
(0)
e , on peut prendre Y0 = X0 et on voit que Φ

(0)
e

correspond au morphisme de complexes OX′0 → DRX0 .

2.5.2 Frobenius divisé cristallin en degré supérieur à 1.

Lemme 2.5.3. Si 1 ≤ k ≤ p− 2, alors on a

F (L
[k]
Y ′n

) ⊂ pkEYn ,

F (L
[k+1]
Y ′n

) ⊂ pk+1EYn .

Démonstration. L’argument est dû à Fontaine-Messing. Soit q un entier positif, tel que
q ≤ k + 1. Comme p ≥ k + 1, on a l’égalité J

[k+1−q]
Yn

= J
k+1−q
Yn

. Soit x ∈ JY ′n , alors F (x) =

xp + pu avec u ∈ OYn , et donc F (x) = p(x[p] + u) ∈ pOYn . De plus, si y ∈ OY ′n , et si on
pose F (y) = yp + pv, alors d(F (y)) = p(yp−1dy + dv) ∈ pΩ1

Yn
. On en déduit l’inclusion

F (Ωq
Y ′n

) ⊂ pqΩq
Yn
. On voit ainsi que si k ≤ p− 2,

F
(
J

[k−q]
Yn

Ωq
Y ′n

)
⊂ pkEYn ,

ce qui donne l’assertion.
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Soit n ≥ k, on peut donc définir l’application de Frobenius divisé au niveau des réso-
lutions comme le fait Kato (chapter I, 1) en constatant qu’il existe une unique application
Φk faisant commuter le diagramme suivant

L
[k]
Y ′n

F

##

Φk // F∗EYn−k

pkF∗EYn .

m−k
p

99

Si n = k, on remarque que Φk(pL
[k]
Y ′k

) = 0, de sorte que le morphisme Φk passe au
quotient en un morphisme

Φk : L
[k]
Y ′0
→ F∗EY0 .

Et comme Φk(L
[k+1]
Y ′0

) = 0, ce morphisme passe au quotient en un morphisme noté

Φ(k)
e : M

[k]
Y ′0
→ F∗EY0 . (6)

Ces applications sont indépendantes du choix de deux plongements lisses, Y1 et Y2, tels
que Y1 soit muni d’un relèvement du Frobenius relatif F1 (resp. F2 sur Y2). Pour voir cela, on
utilise un argument standard qui consiste à considérer le plongement de X0 dans le produit
Y1 ×S1 Y2 muni du Frobenius relatif F1 × F2.

Pour un schéma X lisse sur S quelconque, on construit l’application de Frobenius di-
visé Φ

(k)
e en utilisant un argument de descente cohomologique qui sera détaillé en 3. Ces

applications Φ
(k)
e induisent les morphismes de Fontaine-Messing dans Db(OX′0)

Φ
(k)
cris : RuX′0∗J

[k]
X′0/S0

/J
[k+1]
X′0/S0

→ RuX0∗OX0/S0
. (7)

Posons Φcris =
⊕p−2

k=0 Φ
(k)
cris, on dispose ainsi d’un morphisme dans Db(OX′0)

Φcris :

p−2⊕
k=0

RuX′0∗J
[k]
X′0/S0

/J
[k+1]
X′0/S0

→ RuX0∗OX0/S0
. (8)

2.6 Compatibilité du Frobenius divisé aux produits

2.6.1 Structures multiplicatives. Soient αn une immersion fermée de Sn-schémas lisses
Xn ↪→ Yn, P(Yn) la PD enveloppe du faisceau d’idéaux définissant l’immersion αn, α′n
l’immersion fermée : Xn ↪→ specP(Yn), J le PD-idéal du faisceau de PD-algèbres P(Yn).
Par construction on a une surjection canonique sn : α′∗nP(Yn)→ OXn . On dispose aussi de
morphismes canoniques cn : α∗nΩi

Yn
→ Ωi

Xn
(on notera plus simplement c = c1).

Notons aussi

Ω̃i
Yn = P(Yn)⊗OYn

Ωi
Yn et J[m]Ω̃i

Yn = J[m] ⊗OYn
Ω̃i
Yn .

On dispose de morphismes de réduction red : Ω̃i
Yn
→ αn∗Ω

i
Xn

définis par red(1⊗ η) = c(η)

pour η une section locale de Ωi
Yn
.
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Nous nous référons là encore à [Kat87] (chapter I,2). Avec les notations 2.1, il existe une
structure de complexe-anneau (c-anneau en abrégé) sur les complexes EYn , c’est-à-dire un
accouplement

EYn ⊗L
Z EYn → EYn ,

vérifiant les axiomes usuels des anneaux. Il revient au même d’observer que

EYn =
N⊕
i=0

P(Yn)⊗OYn
Ωi
Yn

est un anneau unitaire gradué avec comme unité 1 ∈ P(Yn) en degré 0 pour l’accouplement
suivant : soient a⊗ ωi ∈ P(Yn)⊗ Ωi

Yn
et b⊗ ωi′ ∈ P(Yn)⊗ Ωi′

Yn
, on définit

(a⊗ ωi) · (b⊗ ωi′) = ab ωi ∧ ωi′ .

La relation classique

d((a⊗ ωi) ∧ (b⊗ ωi′)) = d(a⊗ ωi) ∧ (b⊗ ωi′) + (−1)i(a⊗ ωi) ∧ d(b⊗ ωi′),

entraîne que cette structure d’anneaux gradués donne une structure de c-anneau sur le
complexe EYn . Comme

J[m]Ω̃i
Yn · J

[m′]Ω̃i′
Yn ⊂ J[m+m′]Ω̃i+i′

Yn
,

le complexe L
[k]
Yn

est un sous c-complexe de EYn , correspondant au module gradué

L
[k]
Yn

=

N⊕
i=0

J[k−i]Ω̃i
Yn .

D’autre part, le choix de signe pour les différentielles du complexe produit tensoriel dérivé
détaillé en 1 est fait pour que Prod s’étende en un morphisme de complexes

Prod : EYn ⊗L
Z · · · ⊗L

Z EYn → EYn , resp. Prod : L
[1]
Yn
⊗L

Z · · · ⊗L
Z L

[1]
Yn
→ L

[k]
Yn
.

Lemme 2.6.1.1. (i) Le morphisme F induit un endomorphisme d’anneaux unitaires de
EYn, et donc un endomorphisme du c-anneau EYn.

(ii) Soit n ≥ k, le diagramme suivant est commutatif

L
[1]
Y ′n
⊗L

Z · · · ⊗L
Z L

[1]
Y ′n

⊗kΦ1//

Prod
��

F∗EYn−1 ⊗L
Z · · · ⊗L

Z F∗EYn−1

Prod

��
L

[k]
Y ′n

Φk // F∗EYn−k
,

où Prod est l’application produit, suivie de l’application canonique F∗EYn−1 →
F∗EYn−k

.
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(iii) Le diagramme suivant est commutatif

M
[1]
Y ′0
⊗L

Z · · · ⊗L
Z M

[1]
Y ′0

⊗kΦ
(1)
e //

Prod
��

F∗EY0 ⊗L
Z · · · ⊗L

Z F∗EY0

Prod

��
M

[k]
Y ′0

Φ
(k)
e // F∗EY0 .

Démonstration. Par la propriété universelle de l’algèbre des algèbres à puissances divisées,
F induit un morphisme de PD-algèbres : P(Y ′n)→ F∗P(Yn). D’autre part, le morphisme F
induit un morphisme gradué entre les algèbres extérieures

⊕N
i=0 Ωi

Y ′n
→ F∗

⊕N
i=0 Ωi

Yn
, de

sorte que F induit un morphisme gradué de c-anneaux EY ′n → F∗EYn . De façon précise, si
ω̃i = a⊗ ωi ∈ Ω̃i

Y ′n
, et ω̃i′ = b⊗ ωi′ ∈ Ω̃i′

Y ′n
,

F (ω̃i · ω̃i′) = F (a)F (b)F (ωi) ∧ F (ωi′)

= F (ω̃i) ∧ F (ω̃i′).

Ceci montre (i). Soient a = (a1, . . . , ak) ∈ {0, . . . , N}, et |a| = a1 + . . .+ ak. Pour montrer
(ii), il faut montrer que le diagramme suivant commute

J[1−a1]Ω̃a1
Y ′n
⊗ · · · ⊗ J[1−ak]Ω̃ak

Y ′n

⊗kΦ1 //

Prod
��

F∗EYn−1 ⊗ · · · ⊗ F∗EYn−1

Prod

��
J[1−|a|]Ω̃

|a|
Y ′n

Φk // F∗EYn−k
.

On rappelle que l’on a une application mp : EYn−1 → EYn , qui envoie x sur la classe de px.
Soit ω̃1 ⊗ · · · ⊗ ω̃k une section locale de J[1−a1]Ω̃a1

Y ′n
⊗ · · · ⊗ J[1−ak]Ω̃ak

Y ′n
, d’après (i) on a

mk
pProd(Φ

⊗k
1 )(ω̃1 ⊗ · · · ⊗ ω̃k) = F (ω̃1) ∧ · · · ∧ F (ω̃k)

= F (ω̃1 ∧ · · · ∧ ω̃k)

= mk
pΦk(ω̃1 ∧ · · · ∧ ω̃k),

ce qui donne le résultat (ii). Appliquons ce résultat avec n = k : le diagramme suivant est
commutatif

L
[1]
Y ′k
⊗L

Z · · · ⊗L
Z L

[1]
Y ′k

⊗kΦ1//

Prod
��

F∗EYk−1
⊗L

Z · · · ⊗L
Z F∗EYk−1

Prod

��
L

[k]
Y ′k

Φk // F∗EY0 .

Le complexe M
[k]
Yk

est égal au quotient L
[k]
Yk
/L

[k+1]
Yk

et tous les morphismes considérés
sont induits par le passage au quotient. Pour montrer le (iii) du lemme, on utilise alors le
fait que le diagramme suivant est commutatif, dont les flèches verticales sont les surjections
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canoniques entre les objets

L
[1]
Y ′k
⊗L

Z · · · ⊗L
Z L

[1]
Y ′k

⊗kΦ1//

����

F∗EYk−1
⊗L

Z · · · ⊗L
Z F∗EYk−1

����
M

[1]
Y ′0
⊗L

Z · · · ⊗L
Z M

[1]
Y ′0

⊗kΦ
(1)
e // F∗EY0 ⊗L

Z · · · ⊗L
Z F∗EY0 ,

ainsi que le diagramme suivant

L
[k]
Y ′k

��

Φk // F∗EY0

��
M

[k]
Y ′0

Φ
(k)
e // F∗EY0 .

Remarquons maintenant que l’application Prod est fonctorielle par rapport à Yn (2 de
[Kat87]). On en déduit formellement les trois lemmes suivants.

Soient Zn un Sn-schéma lisse et f un Sn-morphisme tel qu’on ait un diagramme com-
mutatif

Yn
f��Xn

' �
44

� w

**
Zn.

Alors on a

Lemme 2.6.1.2. (i) Les morphismes canoniques f∗L[k]
Zn
→ L

[k]
Yn

sont compatibles au pro-
duit Prod.

(ii) Les morphismes canoniques f∗M[k]
Zn
→M

[k]
Yn

sont compatibles au produit Prod.

Pour la même raison, on a l’énoncé suivant

Lemme 2.6.1.3. Le diagramme suivant est commutatif

EYn ⊗L
Z · · · ⊗L

Z EYn
⊗kred //

Prod

��

(DRXn)⊗
Lk

Prod

��
EYn

red // DRXn .

Reprenons ck l’application canonique : α∗nΩk
Yn
→ Ωk

Xn
. Les complexesM[k]

Yn
et α∗nΩk

Xn
[−k]

sont quasi-isomorphes, le quasi-isomorphisme étant donné par l’application de réduction red
définie par

si s 6= k, red
(
J[k−s]/J[k−s+1]Ω̃s

Yn

)
= 0

si η ∈ Ωk
Yn , red(1⊗ η) = ck(1⊗ η).

Nous avons aussi le
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Lemme 2.6.1.4. Le diagramme suivant est commutatif

M
[1]
Yn
⊗L

Z · · · ⊗L
Z M

[1]
Yn

⊗kred //

Prod
��

(
Ω1
Xn

[−1]
)⊗k

Prod

��
M

[k]
Yn

red // Ωk
Xn

[−k].

3 Comparaison avec le morphisme de Deligne-Illusie

3.1 Enoncé du résultat

Deligne et Illusie construisent en [DI87] un quasi-isomorphisme dans Db(OX′0) :

DI ′ =

p−1⊕
k=0

DI(k) :

p−1⊕
k=0

Ωk
X′0

[−k]→ σ≤p−1F∗DRX0 ,

dont la définition précise utilisant un recouvrement affine de X1, est donnée en 3.3.1. On
notera DI la restriction de DI ′ aux termes de gauche de degré inférieur à p−2. D’autre part,
nous avons rappelé en 2.5 la définition cristalline du Frobenius divisé de Fontaine-Messing.
Nous pouvons considérer le diagramme suivant dans Db(OX′0)

⊕p−2
k=0RuX′0∗J

[k]
X′0/S0

/J
[k+1]
X′0/S0

Φcris //

can

��

σ≤p−2F∗RuX0∗OX0/S0

can

��⊕p−2
k=0 Ωk

X′0
[−k]

DI // σ≤p−2F∗DRX0 ,

(9)

dont les flèches canoniques sont les flèches cristallines habituelles, expliquées en 2.1.
Un des objectifs de cet article est de montrer le

Théorème 3.1.1. Le diagramme précédent est commutatif.

La démonstration de ce théorème occupe la section 3 et sera donnée en 3.5.

Rappelons que, par passage à la cohomologie, le morphisme Hk ◦DI ′(k), coïncide avec
l’isomorphisme de Cartier C−1 : Ωk

X′0
→ HkF∗DRX0 . Pour k = 1, ce morphisme de Car-

tier est défini pour c une section locale de OX′0 par C−1(dc) = classe de (cp−1dc) dans
H1F∗DRX0 .

3.2 Considérations simpliciales

3.2.1 Notations. Il est classique que l’action du Frobenius sur la cohomologie cristalline
se calcule par descente cohomologique. Nous mettons en place ce calcul ici. Donnons-nous
un recouvrement ouvert de X1 par des ouverts affines Ui pour i ∈ {0, . . . , n}, munis de
coordonnées globales et d’un relèvement du Frobenius Fi : U′i → Ui. Soit U[0] =

∐
i∈I Ui.
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On considère aussi Ui les fibres spéciales de ces ouverts, qui forment un recouvrement de X0

et U[0] =
∐
i∈I Ui. Soit U• le S0-schéma simplicial donné par le cosquelette cosq(U[0] → S0),

i.e. le schéma simplicial augmenté vers S0 de composantes les puissances cartésiennes de
U[0] sur S0, U• le schéma simplicial augmenté vers X0, cosq(U[0] → X0), de composantes
les puissances cartésiennes de U[0] sur X0. Nous disposons bien entendu, après changement
de base par le Frobenius, des schémas simpliciaux U ′• et U

′
• . On note alors ε le morphisme

canonique U ′[0] → X ′0.
Sur le site cristallin associé au schéma simplicial U ′• , on considère les faisceaux OU ′•/S0

,

et pour tout entier k le faisceau J [k]
U ′•

(resp. JU ′•/S0
/J

[2]
U ′•/S0

). Le schéma U• (resp. U ′•) est un
sous-schéma simplicial de U• (resp. U′•). Notons encore pour un multi-indice i = (i0, . . . , iu) :

- Ui = Ui0
⋂
· · ·
⋂
Uiu , (resp. U ′i = U ′i0

⋂
· · ·
⋂
U ′iu), Ui = Ui0

⋂
· · ·
⋂
Uiu (resp. U′i =

U′i0
⋂
· · ·
⋂
U′iu),

- U(i) = Ui0 ×S1 . . .×S1 Uiu , U(i) = Ui0 ×S0 . . .×S0 Uiu (resp. version primée),

- αi l’immersion fermée Ui ↪→ U(i), α′i l’immersion fermée U ′i ↪→ U′(i), βi l’immersion
fermée Ui ↪→ U(i), β′i l’immersion fermée U ′i ↪→ U ′(i). SoitM

′
i l’idéal de cette immersion.

Avec ces notations M ′i,j est l’idéal de l’immersion diagonale U ′i,j ↪→ U(i,j).

- P(U(i)) la PD-enveloppe de l’immersion αi, Ji le PD-idéal de cette PD-enveloppe,
(resp. P(U′(i)) la PD-enveloppe de l’immersion α′i, et J′i le PD-idéal correspondant),
P(U(i)) la PD-enveloppe de l’immersion fermée βi : Ui ↪→ U(i), Ji le PD-idéal de
cette PD-enveloppe, (resp. P(U ′(i)) la PD-enveloppe de l’immersion fermée β′i, J

′
i le

PD-idéal correspondant).

- Notons encore les immersions ouvertes ji : Ui ↪→ X0, et j′i : U
′
i ↪→ X ′0.

- Nous disposons d’immersions fermées de schémas simpliciaux U′• ↪→ U′(•), resp. U• ↪→
U(•), resp. U• ↪→ U(•), resp. U• ↪→ U(•). Nous pouvons alors introduire les complexes
simpliciaux E, L[k] et M[k] correspondant à ces immersions fermées, et qui seront notés
respectivement L[k]

U′
(•)

, L[k]
U ′
(•)

, M[k]
U′
(•)

, M[k]
U ′
(•)

, EU(•)
, EU(•)

.

- Notons V(•) l’un des schémas simpliciaux précédents et KV(•)
un complexe simplicial

sur V(•), on notera le complexe situé à l’étage u du schéma simplicial V(•) par

KV(•)
(u) = KV(•)

(
∐
|i|=u

Vi), et KV(•),s
(u)

désignera le s-ième terme de ce complexe.

Dans la suite on adaptera la proposition 2.4.1 aux immersions fermées βi. Soit k un
entier (k ∈ N). Comme U ′• a pour composantes des réunions disjointes d’ouverts de
X ′0, les composantes du faisceau ε∗J

[k]
X′0/S0

/J
[k+1]
X′0/S0

sont sommes directes de restrictions de
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J
[k]
X′0/S0

/J
[k+1]
X′0/S0

à des intersections de u-ouverts parmi les U ′i , pour u variable. On voit ainsi

que ε∗J[k]
X′0/S0

/J
[k+1]
X′0/S0

est le faisceau simplicial J[k]
U ′•/S0

/J
[k+1]
U ′•/S0

.

Par V 3.4.8 de [Ber74], la flèche canonique d’adjonction J
[k]
X′0/S0

/J
[k+1]
X′0/S0

→

Rε∗ε
∗J

[k]
X′0/S0

/J
[k+1]
X′0/S0

est un isomorphisme, ce qui nous donne finalement un isomorphisme
canonique dans Db(OX′0),

RuX′0∗J
[k]
X′0/S0

/J
[k+1]
X′0/S0

∼→ Rε∗ ◦RuU ′•∗J
[k]
U ′•/S0

/J
[k+1]
U ′•/S0

.

L’application ε : U ′• → X ′0 est affine, et grâce à la proposition 2.4.1, les termes du
complexe RuU ′•∗JU ′•/S0

/J
[k+1]
U ′•/S0

sont OU ′• cohérents, de sorte que ce complexe est à termes
acycliques pour ε∗. Nous le calculons explicitement dans la sous-section suivante.

Dans la suite, on notera DC ′ les morphismes de descente cohomologique se rapportant
à des résolutions simpliciales de X ′0.

3.2.2 Conventions pour les complexes simples. En vue du théorème de comparaison,
nous devons faire le remarque suivante. Soit U• le schéma simplicial correspondant au recou-
vrement (Ui). Le complexe de Cech utilisé par Deligne-Illusie est un quotient du complexe
de chaînes du complexe simplicial DRU• . De ce fait, nous modifions légèrement le passage
au complexe simple de la façon suivante, pour se ramener à un analogue du complexe de
Cech.

In fine, nous aurons à considérer des complexes simpliciauxKU(•)
sur le schéma simplicial

U• . Pour un tel complexe, nous pouvons considérer le complexe sur X0⊕
|i|=u

ji∗KUi .

Nous remarquons alors que ceci définit un complexe simplicial sur le schéma simplicial
constant X0• noté j∗KU(•)

. Le complexe simple associé est le complexe de cochaînes du
complexe simplicial KU(•)

. Le complexe des cochaînes alternées est naturellement un sous-
complexe du complexe de cochaînes. On pose alors

Définition 3.2.3. Le complexe simple associé à KU(•)
et noté[

j∗KU(•)

]
sera le complexe quotient du complexe de cochaînes associé à KU(•)

par le complexe des
cochaînes alternées.

Il résulte de 3.8 du chapitre 1 de [God73] que le complexe simple ainsi défini et le
complexe de cochaînes (resp. P(U ′(i)) la PD-enveloppe de l’immersion fermée β′i, J

′
i le PD-

idéal correspondant, sont homotopes. Cette définition est bien entendu fonctorielle. Dans le
cas d’un faisceau sur X0, qui définit un faisceau simplicial sur U• , le complexe ainsi défini
est le complexe de Cech usuel. Si on ne prend pas cette définition, on trouve le complexe
de Cech non ordonné (et infini) du faisceau considéré.
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Dans la suite, nous utiliserons des propriétés de descente cohomologique, avec des mor-
phismes satisfaisant la descente cohomologique. Il sera sous-entendu dans la suite que ces
morphismes seront à valeurs dans un complexe simple au sens de la définition ci-dessus,
c’est-à-dire qu’il sera obtenu en faisant suivre le morphisme de descente cohomologique
habituel par passage au quotient du complexe de cochaînes. Pour les morphismes de descente
cohomologique, cette flèche sera un quasi-isomorphisme, puisque l’application de passage
au quotient est un isomorphisme.

Rappelons maintenant la construction de Deligne-Illusie.

3.3 Rappel de la construction du morphisme de Deligne-Illusie

3.3.1 Principe de la construction. Celle-ci est expliquée en [DI87]. Reprenons les
notations de 3.2.1.

On désigne par DRX0 le complexe de de Rham sur X0 et C∨(DRX0) le complexe simple
associé au complexe de Cech du complexeDRX0 . Ces deux complexes sont quasi-isomorphes.

Tout d’abord DI(0) est induit par le Frobenius en degré 0 : OX′0 → F∗DRX0 .

Deligne et Illusie définissent (voir ci-dessous 3.3.3)

DI(1)
e : Ω1

X′0
[−1]→ F∗C

∨(DRX0),

qui donne un morphisme dans Db(OX′0) :

DI(1) : Ω1
X′0

[−1]→ F∗DRX0 .

Pour k ≤ p− 1, il existe une section

S : Ωk
X′0

[−k] //
(

Ω1
X′0

[−1]
⊗k
)

ω1 ∧ · · · ∧ ωk � // 1
k!

∑
σ∈Sk

ωσ(1) ⊗ · · · ⊗ ωσ(k),

où Sk désigne le groupe des permutations sur k éléments.
Deligne et Illusie définissent DI(k) : Ωk

X′0
[−k]→ F∗DRX0 , comme le composé

Ωk
X′0

[−k]
S //
(

Ω1
X′0

[−1]
⊗k
)
DI(1)

⊗k

// (F∗DRX0)⊗
LkProd // F∗DRX0 ,

où le morphisme Prod est défini comme en 2.6.1.

3.3.2 Comparaison en degré 0. En degré 0, d’après 2.5.1, on peut utiliser X0 pour

calculer Φ
(0)
e : OX′0 → DRX0 . On voit alors que Φ

(0)
e = DI

(0)
e (3.3.1), ce qui signifie qu’en

degré 0, le diagramme 9 est commutatif.
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3.3.3 Construction en degré 1. Identifions comme d’habitude pOX1 à OX0 via mp :

OX0

·p
' pOX1 .

Suivant 2.11 et 5.4 de [Ill96], il existe un morphisme OX′0-linéaire

hi,j ∈ HomOX′0
(Ω1

X′0/S0
, F∗OX0)(Ui,j),

tel que

(i) ∀b, c ∈ OX′0 , c̃ un relèvement de c dans OX′1 , hi,j(bdc) = bpm−1
p (Fj(c̃)−Fi(c̃)), qui est

indépendant du choix de c̃ et,

(ii) hi,j + hj,k = hi,k.

La deuxième relation implique que les hi,j définissent un cocycle de
HomOX′0

(Ω1
X′0/S0

, F∗OX0). On a :

F∗C
∨(DRX0) : 0→

∏
i

F∗OUi →
∏
i<j

F∗OUi,j

⊕∏
i

F∗ΩUi

→
∏
i<j<k

F∗OUi,j,k

⊕∏
i<j

F∗Ω
1
Ui,j

⊕∏
i

F∗Ω
2
Ui
→ · · · → F∗Ω

N
Ui0,...,in

→ 0.

Deligne et Illusie définissent un morphisme relativement au recouvrement par les ouverts
(Ui)i en degrés ≤ 1 par :

(i) ∀a ∈ OX′0 , DI
(0)
e (a) = (F (a)|Ui

) ∈
∏
i F∗OUi ,

(ii) ∀ω ∈ Ω1
X′0

, DI(1)
e (ω) = (hi,j(ω)|Ui,j

)
⊕

(m−1
p (dFi(ω))|Ui

) ∈
∏
i<j F∗OUi,j

⊕∏
i F∗ΩUi .

3.4 Le calcul pour k=1

Les notations sont celles définies en 3.2.1. Dans ce cas, le calcul est explicite.

3.4.1 Description des étapes du calcul pour k = 1. Toutes les constructions et
énoncés expliqués ici font l’objet des sous-sections suivantes.

(i) On considère d’abord la première colonne du diagramme 9 pour k = 1. On peut utiliser
le schéma simplicial U ′• ↪→ U ′(•) pour calculer une réalisation de RuX′0∗J

[1]
X′0/S0

/J
[2]
X′0/S0

par descente cohomologique. On obtient ainsi un complexe K• explicité en 14 et
un quasi-isomorphisme de descente cohomologique DC ′2 : RuX′0∗J

[1]
X′0/S0

/J
[2]
X′0/S0

→K• .
On définit alors en 3.4.4 un morphisme de complexes w : Ω1

X′0
[−1] → K• qui rend

commutatif le diagramme suivant

K• RuX′0∗JX′0/S0
/J

[2]
X′0/S0DC′2

oo

can

��
Ω1
X′0

[−1].

w

ff
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(ii) On procède de même pour la deuxième colonne du diagramme 9 pour k = 1. Le
schéma U• ↪→ U(•) permet de calculer une réalisation E• de F∗RuX0∗OX0/S0

(cf 2.1).
Soit F∗C∨(DRX0) le complexe de Cech relatif au recouvrement par les ouverts Ui de
X0, du complexe de de RhamDRX0 . On dispose d’un quasi-isomorphisme de réduction
canonique red : E• → F∗DRX0 , ainsi que d’un quasi-isomorphisme res (résolution) :
F∗DRX0 → F∗C

∨(DRX0) et on montre que le diagramme suivant est commutatif

F∗RuX0∗OX0/S0

DC2 //

can

��

E•

red
��

F∗DRX0

res // F∗C
∨(DRX0).

(iii) Pour k = 1, le morphisme de Deligne-Illusie est défini (3.3.3) par un morphisme de
complexes DI(1)

e : Ω1
X′0

[−1] → F∗C
∨(DRX0). D’autre part, comme les ouverts Ui se

relève mod p2 en les ouverts Ui, on peut utiliser le schéma simplicial U• ↪→ U(•)

pour calculer le Frobenius divisé cristallin. Concrètement, en procédant comme en 6,
nous obtenons un morphisme de complexes Φ

(1)
e : K• → E• . La dernière étape de la

vérification consiste alors à montrer (3.4.9) que le diagramme suivant est commutatif

K•
Φ

(1)
e // E•

red
��

Ω1
X′0

[−1]

w

OO

DI
(1)
e // F∗C

∨(DRX0).

La comparaison pour k = 1 est alors formelle à partir des trois étapes précédentes et
fait l’objet de 3.4.10.

3.4.2 Conventions d’écriture. Les algèbres P(U′(i)) sont des OU′
(i)
-algèbres, obtenues par

la propriété universelle des algèbres à puissances divisées. Les morphismes Ji/J
[2]
i → Ji′/J

[2]
i′

avec |i| = u et |i′| = u′ sont obtenus par fonctorialité des enveloppes à puissances divisées
à partir des morphismes habituels OU′

(i)
→ OU′

(i′)
, et dont la construction est rappelée ci-

dessous. Pour expliciter ces morphismes, nous nous contentons dans la suite de donner les
formules pour les flèches OU′

(i)
→ OU′

(i′)
. Il est alors sous-entendu que ces flèches donnent des

flèches au niveau des complexes simpliciaux considérés, par fonctorialité des constructions.
Il s’agit donc d’un abus de notation, qui est habituel. Nous considérons les applications
analogues sur les ouverts U ′i , qui seront notées de la même façon.

Nous donnerons au cours du calcul l’expression détaillée de ces flèches.
D’autre part, nous travaillons dans des quotients. Nous utiliserons alors la notation a

pour signaler qu’on regarde l’image de l’élément a dans un quotient, qui sera en principe
clair. Ainsi, dans J′i/J

′[2]
i (où J′i est le PD-idéal de P(U′(i))), si b est une section locale de

OU′i
, resp. c une section locale de OU′j

, l’élément 1⊗ bc− b⊗ c sera l’image de l’élément

21



1⊗ bc− b⊗ c modulo J′
[2]
i . Les conventions sont les mêmes pour les applications analogues

sur les ouverts U ′i .
Considérons, pour u ∈ N, i = {i0, . . . , iu}, et l ∈ {0, . . . , n}\{i0, . . . , iu},

δl : OU′i0
⊗S1 · · · ⊗S1 OU′iu

// OU′i0
⊗S1 · · · ⊗S1 OU′l

⊗S1 · · · ⊗S1 OU′i

f0 ⊗ · · · ⊗ fu � // f0 ⊗ · · · ⊗ 1⊗ · · · ⊗ fu.

Ces flèches induisent des flèches

d′0,u :
∏
|i|=u+1 P(U′(i))

//
∏
|i|=u+2 P(U′(i))

S =
∏

(Si)
� // d′0,u(S) avec (d′0,u(S))i =

∑u+1
l=0 (−1)lδl(Si0,...,̂il,...,iu+1

),

ainsi que les flèches analogues pour v ∈ N, d′v,u :∏
|i|=u+1

P(U′(i))⊗ Ωv
U′
(i)
→

∏
|i|=u+2

P(U′(i))⊗ Ωv
U′
(i)
. (10)

De plus, on a les inclusions δl(J′i0,...,iu) ⊂ J′i0,...,l,...,iu , de sorte que δl induit une application

δl : J′i/J
′[2]
i → J′i,l/J

′[2]
i,l . (11)

Ces énoncés restent vrais pour les ouverts U ′i et les idéaux J
′
i .

Le complexe Rε∗ ◦ RuU ′•∗JU ′•/S0
/J

[2]
U ′•/S0

, avec les notations de 2.4.1 appliquées aux im-
mersions fermées β′i, est quasi-isomorphe au bicomplexe M •,• , qu’on représente comme un
complexe dont les termes sont des complexes en degré 0, 1, . . . , n :

M •,• : 0→
∏
i

M
[1]
U ′i
→
∏
i,j

M
[1]
U ′
(i,j)
→ · · · →M

[1]
U ′
(0,...,n)

→ 0. (12)

Toujours d’après 2.4.1, chaque complexe M
[1]
U ′
(i)

admet une résolution en deux crans. Soient

i, j > 0, on a M
[1]
U ′i,j
' Ω1

U ′i,j
[−1] et M[1]

U ′
(i,j)

est le complexe

M
[1]
U ′
(i,j)

: 0→ J ′i,j/J
′[2]
i,j → β′

∗
i,jΩ

1
U ′
(i,j)
→ 0. (13)

L’immersion fermée β′i,j : U ′i,j ↪→ U ′(i,j) induit un morphisme de complexes β′∗i,jM
[1]
U ′
(i,j)
→

M
[1]
U ′
(i)
, nul en degré 0 et qui est donné en degré 1 par le morphisme canonique β′∗i,jΩ1

U ′
(i,j)
→

Ω1
U ′i,j

.

Considérons le bi-complexe de terme général Kt,u pour u, t ≥ 0,

K0,u =
∏
|i|=u+1

J ′i/J
′[2]
i , et K

1,u =
∏
|i|=u+1

β′
∗
iΩ

1
U ′
(i)
,

avec pour différentielle d′.,u : K .,u → K .,u+1 décrites ci-dessus (10) et d′′t,., qui est la
différentielle provenant du complexe donné en 2.4.1 et qui sera explicitée plus loin. Ecrivons
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les premiers termes de ce bicomplexe :

0 // 0 // 0 // 0 // . . .

0 //
∏
i Ω1

U ′i

OO

d′1,1//
∏
i<j β

′∗
i,jΩ

1
U ′
(i,j)

//

OO

∏
i<j<k β

′∗
i,j,kΩ

1
U ′
(i,j,k)

//

OO

. . .

0 // 0

d′′1,0

OO

d′0,1//
∏
i<j J

′
i,j/J

′[2]
i,j

OO

//
∏
i<j<k J

′
i,j,k/J

′[2]
i,j,k

OO

// . . . .

Le complexe simple K• associé à ce bi-complexe est quasi-isomorphe à Rε∗ ◦
RuU ′•∗JU ′•/S0

/J
[2]
U ′•/S0

et aussi au complexe RuX0∗(JX0/S0
/J

[2]
X0/S0

), c’est-à-dire finalement
au complexe à Ω1

X′0
[−1] (cf 2.4.2). En particulier, la cohomologie de ce complexe est concen-

trée en degrés 0 et 1, de sorte que ce complexe simple est quasi-isomorphe à son tronqué
cohomologique σ≤1K• . Le complexe simple K• est le complexe :

K• : 0→ 0
d0→
∏
i<j

J ′i,j/J
′[2]
i,j

⊕
i

Ω1
U ′i

d1→
∏
i<j<k

J ′i,j,k/J
′[2]
i,j,k

⊕
i<j

β′
∗
i,jΩ

1
U ′
(i,j)
→ . . .→ β′

∗
0,...,nΩ1

U ′
(i0,...,in)

→ 0, (14)

et les premières différentielles proviennent par fonctorialité de la formation des PD-algèbres,
des flèches suivantes :

d1

∏
i<j

hi,j
⊕ n∏

i=1

ωi

 =
∏
i<j<k

(δ0(hj,k)− δ1(hi,k) + δ2(hi,j))
⊕∏

i<j

(1⊗ ωj − ωi ⊗ 1− dhi,j).

On note finalement DC ′2 le morphisme de descente cohomologique

DC ′2 : RuX′0∗JX′0/S0
/J

[2]
X′0/S0

→ K• .

Dans la sous-section suivante, nous précisons ce calcul.

3.4.3 Première étape pour k = 1. Soit C∨(Ω1
X′0

) le complexe de Cech du faisceau Ω1
X′0

associé au recouvrement des (U ′i), alors on dispose d’un morphisme canonique de résolution
res′ : Ω1

X′0
→ C∨(Ω1

X′0
) donné en degré 0 par res′(ω) = ((ω|Ui

)).
Il est tautologique que le diagramme suivant est commutatif

RuX′0∗J/J
[2]
X′0/S0

can=DC′0 //

DC′1

''
	

ΩX′0
[−1]

res′xx
C∨(Ω1

X′0
)[−1].

Le deuxième terme K1 du complexe K• de 14 s’identifie à

K1 '
∏
i<j

Ω1
U ′i,j

⊕∏
i

Ω1
U ′i
. (15)
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Définition 3.4.4. Pour ω une section locale de Ω1
X′0

, on pose

w1(ω) = ((ω|U ′i,j )
⊕

ω|U ′i ) ∈ K
1.

Proposition 3.4.5. L’application w définit un morphisme de complexes Ω1
X′0

[−1] → K•

rendant commutatif le diagramme :

RuX′0∗JX′0/S0
/J

[2]
X′0/S0

can=DC′0 //

DC′2

''

	

OX′0

⊕
Ω1
X′0

[−1]

w
xx

K• .

Démonstration. Montrons d’abord que w est un morphisme de complexes. Rappelons
d’abord qu’on considère OX′0×X′0 comme un OX′0-module via b 7→ 1⊗ b.

Comme Ω1
X′0

[−1] est un complexe à différentielle nulle, il suffit de montrer que d1◦w1 = 0.
Un élément ω de Ω1

X′0
s’écrit localement ω = bdc, soit comme la classe de 1⊗ bc− c⊗ b,

avec b, c ∈ OX′0 . Alors w1(ω) = (0 ⊕ 1⊗ bc− c⊗ b|U ′i×U ′j )
⊕

(bdc|U ′i ). La composante sur

Ji,j,k/J
[2]
i,j,k de d1 ◦ w1(ω) est

d1 ◦ w1(ω)i,j,k = 1⊗ 1⊗ bc− 1⊗ c⊗ b− (1⊗ 1⊗ bc− c⊗ 1⊗ b) + 1⊗ bc⊗ 1− c⊗ b⊗ 1

= (c⊗ 1⊗ 1− 1⊗ c⊗ 1)(1⊗ 1⊗ b− 1⊗ b⊗ 1) ∈ J [2]
i,j,k

= 0.

La composante sur β∗i,jΩ
1
U ′
(i,j)

de d1 ◦ w1(ω) est

d1 ◦ w1(ω) = −d((1⊗ b)(1⊗ c− c⊗ 1)) + b(1⊗ dc− dc⊗ 1)|U ′i,j

= −(1⊗ c− c⊗ 1)(1⊗ db)− (b(1⊗ dc− dc⊗ 1) + b(1⊗ dc− dc⊗ 1)|U ′i,j )

= (1⊗ c− c⊗ 1)(1⊗ db)

= 0 ∈ β∗i,jΩ1
U ′
(i,j)

,

car (1 ⊗ c − c ⊗ 1)(1 ⊗ db) ∈ Mi,j ⊗ Ω1
U ′
(i,j)

, où on rappelle que Mi,j est l’idéal diagonal de

l’immersion U ′i,j ↪→ U ′(i,j). On en conclut que w est un morphisme de complexes.
Considérons ensuite le diagramme de morphismes de schémas simpliciaux, où les deux

carrés sont commutatifs
U ′•
� � //

�

U ′(•)

U ′•
� � //

�� �

U ′•
?�

OO

��
X ′0•
� � // X ′1• .

Le carré cartésien du haut donne une flèche canonique red′ : K• → C∨(Ω1
X′0

)[−1] tel que
red′ ◦DC ′2 = DC ′1. Le complexe C∨ = C∨(Ω1

X′0
)[−1] s’écrit :

0→ 0
d′0→
∏
i

Ω1
U ′i

d′1→
⊕∏

i<j

Ω1
U ′i,j
→ . . .

d′n→ Ω1
U ′0,...,n

→ 0.
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Calculons red′1. On rappelle (15) l’égalité

K1 =
∏
i<j

J ′i,j/J
′[2]
i,j

⊕∏
i

Ω1
U ′i
.

Alors, d’après la démonstration de 2.4.3 et 3.4.2, la flèche red′1 est la projection :

red′1((ωi,j)⊕ (ηi)) = (ηi).

Ceci nous permet de calculer pour ω ∈ Ω1
X′0

,

red′1 ◦ w1(ω) = red′1((ω|U ′i,j )
⊕

(ω|U ′i )

= (ω|U ′i )

= res′1(ω).

On en conclut que res′ = red′ ◦ w.
On dispose finalement du diagramme suivant dans Db(AbX′0)

RuX′0∗JX′0/S0
/J

[2]
X′0/S0

DC′1

��

can=DC′0 //

DC′2

&&

	

Ω1
X′0

[−1]

w
||

res′

&&
	

K•
red′ // C∨(Ω1

X′0
)[−1],

où

red′ ◦DC ′2 = DC ′1

res′ ◦DC ′0 = DC ′1

red′ ◦ w = res′.

On en déduit : red′ ◦DC ′2 = res′ ◦DC ′0 = red′ ◦w ◦DC ′0. Comme l’application red′ est un
quasi-isomorphisme, cela nous donne l’égalité des morphismes dans la catégorie dérivée :
w ◦DC ′0 = DC ′2.

Nous obtenons en particulier le

Corollaire 3.4.6. Le morphisme de complexes w construit en 3.4.4 est un quasi-
isomorphisme de complexes.
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3.4.7 Fin du cas k = 1. Relativement aux immersions Ui ↪→ U(i), nous pouvons considérer
les complexes

EU(i)
: 0→ P(U(i))→ P(U(i))⊗OU(i)

Ω1
U(i)
→ · · · → P(U(i))⊗OU(i)

ΩN
U(i)
→ 0.

D’après 2.5, le morphisme Φ
(1)
e induit un morphisme de complexes entre le bicomplexe

suivant M •,• défini en 12

0→
∏
i

M
[1]
Ui
→
∏
i,j

M
[1]
U(i,j)

→ · · · →M
[1]
U(0,...,n)

→ 0,

et le complexe
0→

∏
i

F∗EUi →
∏
i,j

F∗EU(i,j)
→ · · · → F∗EU(0,...,n)

,

et donc par définition de K• , qui est le complexe simple associé au complexe source, un
morphisme Φ

(1)
e :

K• →

0→
∏
i

F∗EU(i)
→
∏
i,j

F∗EU(i,j)
→ · · · → F∗EU(i0,...,in)

 .
Dans la suite, nous noterons E• le complexe simple but du morphisme précédent. Nous
pouvons expliciter ce complexe de la façon suivante :

E• : 0→
∏
i

F∗OUi →
∏
i<j

F∗P(U(i,j))
⊕∏

i

F∗Ω
1
Ui

→
∏
i<j<k

F∗P(U(i,j,k))
⊕∏

i<j

F∗P(U(i,j))⊗ Ω1
U(i,j)

⊕∏
i

F∗OUi ⊗ Ω2
Ui
→ · · ·

→ F∗P(U(0,...,n))⊗ Ω
N(n+1)
U0,...,n

→ 0.

Considérons maintenant comme pour la démonstration de 3.4.5, le diagramme de schémas
simpliciaux

U•
� � //

�

U(•)

U•

�� �

U•
?�

OO

��
X0•
� � // X0• .

Par descente cohomologique, on a un quasi-isomorphisme entre E• et F∗RuX0∗OX0/S0
.

On dispose enfin d’une flèche canonique red :

E•
red→ F∗C

∨
s (DRX0),

qui provient des quasi-isomorphismes F∗EU(i)
→ F∗DRU(i)

, et tel que le diagramme suivant
soit commutatif :

F∗RuX0∗OX0/S0

DC1 //

DC2
**

	

F∗C
∨
s (DRX0)

E• .

red

OO
.
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De même, si l’on note res la flèche de résolution canonique F∗DRX0 → F∗C
∨
s (DRX0), le

diagramme suivant est commutatif :

F∗RuX0∗OX0/S0

DC1 //

DC0=can **
	

F∗C
∨
s (DRX0)

F∗DRX0 .

res

OO
.

Finalement, nous obtenons formellement

red ◦DC2 = res ◦ can. (16)

Calculons l’application red :

red0 :
∏
i F∗OUi

//
∏
i F∗OUi

(gi)
� // (gi),

red1 :
∏
i F∗P(U(i,j))

⊕∏
i F∗Ω

1
Ui

//
∏
i F∗OUi,j

⊕∏
i F∗Ω

1
Ui

(ki,j)
⊕

(ωi)
� // τi,j(ki,j)

⊕
(ωi),

où τi,j est l’application de réduction canonique : F∗P(U(i,j)) → F∗OUi,j , correspondant au
fait que OUi,j ' P(U(i,j))/Ji,j .

Proposition 3.4.8. Le diagramme suivant est commutatif : (niveau 0)

OX′0 [−1]

DI
(0)
e

��

w //

	

K•

Φ
(1)
e

��
F∗C

∨
s (DRX0) E• .

red
oooo

Démonstration. Nous reprenons la description 14 du complexeK• . En particulier, son terme
K0 est canoniquement isomorphe à

∏
i OU ′i . Soit f une section locale de OX′0 , alors

w0(f) = (f|U ′i ) ∈ K
0,

Φ
(1)
0 ◦ w0(f) = (F (f|U ′i )) ∈ E

0

red0 ◦ Φ
(1)
0 ◦ w0(f) = (F (f|U ′i )),

= DI
(1)
0 (f)

Proposition 3.4.9. Le diagramme suivant est commutatif :

Ω1
X′0

[−1]

DI
(1)
e

��

w //

	

K•

Φ
(1)
e

��
F∗C

∨(DRX0) E• .
red
oooo
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Démonstration. Nous reprenons la description 14 du complexe K• . Soit ω ∈ Ω1
X′0

, qu’on
écrit localement comme ω = bdc, i.e. ω = 1⊗ bc− c⊗ b, avec b, c ∈ OX′0 . Il suffit, par

linéarité, de montrer que red1 ◦ Φ
(1)
e ◦ w1(dc) = DI

(1)
e (dc), pour toute section locale c de

OX′0 . Dans la suite, nous prenons ω = dc. Nous identifions à nouveau comme en 2.4.3 le

faisceau Ω1
U ′i,j

à Ji,j/J
[2]
i,j , et dc à 1⊗ c− c⊗ 1 (le surlignage indique que l’on prend la classe

modulo J [2]
i,j ). Alors on a

Φ(1)
e : K1 =

∏
i<j

Ω1
U ′i,j

⊕∏
i

Ω1
U ′i
→
∏
i<j

F∗P(U(i,j))
⊕∏

i

F∗Ω
1
Ui
,

et DI(1)
e : Ω1

X′0
→
∏
i<j

F∗OUi,j

⊕∏
i

F∗Ω
1
U ′i
.

Dans la suite, on compare les applications red ◦Φ
(1)
e ◦ w1 composante par composante. On

note pi,j les projections E1 → F∗P(U(i,j)) (resp. de F∗C∨1(DRX0) → F∗O(Ui,j)), et pi les
projections E1 → F∗Ω

1
Ui

(resp. de F∗C∨1(DRX0)→ F∗Ω
1
Ui
).

Le Frobenius divisé Φ
(1)
e se calcule composante par composante. On sait que

w1(ω) = (ω|U ′i )
⊕

(ω|U ′i,j ).

Pour calculer pi,j ◦ Φ
(1)
e (ω), il faut prendre un relèvement local c̃ de c dans OX′1 , ω̃ =

1⊗ c̃− c̃⊗ 1 est alors une section locale de Ω1
X′1

. On calcule

Fi × Fj(ω̃|U′i,j ) ∈ pP(U(i,j)),

et on applique m−1
p pour avoir le résultat dans P(U(i,j)). Le résultat ne dépend pas du choix

de c̃. On calcule (en notant c̃ = c|U′i,j ) :

(Fi × Fj)(ω̃|U′i,j ) = (Fi × Fj)(1⊗ c̃− c̃⊗ 1) ∈ P(U(i,j)),

= 1⊗ Fj(c̃)− Fi(c̃)⊗ 1.

Soit ri,j = (1⊗ Fj(c̃)− Fi(c̃)⊗ 1) ∈ P(U(i,j)), et γ les puissances divisées sur le PD-idéal
Ji,j idéal. Il est clair, d’après la construction de Φ

(1)
e donnée en 2.5, que ri,j ∈ pP(U(i,j)), ce

que l’on peut vérifier explicitement.

Lemme 3.4.9.1. ri,j ∈ pP(U(i,j)).

Vérifions ce lemme. Nous savons que Fj(c̃)− Fi(c̃) ∈ pP(U(i,j)), et

1⊗ c̃p − c̃p ⊗ 1 = (1⊗ c̃− c̃⊗ 1)p mod pP(U(i,j)).

Finalement, ceci nous donne

1⊗ Fj(c̃)− Fi(c̃)⊗ 1 = 1⊗ Fi(c̃)− Fi(c̃)⊗ 1 + 1⊗ (Fj(c̃)− Fi(c̃))

= 1⊗ Fi(c̃)− Fi(c̃)⊗ 1 mod pP(U(i,j))

= 1⊗ c̃p − c̃p ⊗ 1 mod pP(U(i,j))

= p(p− 1)!γ(1⊗ c̃− c̃⊗ 1) mod pP(U(i,j))

= 0 mod pP(U(i,j))

28



Observons maintenant que

red1

(
m−1
p (1⊗ Fj(c̃)− Fi(c̃)⊗ 1)

)
= m−1

p (Fj(c̃)− Fi(c̃)) ∈ OUi,j .

Donc, pour ω = dc une section locale de Ω1
X′0

, en utilisant l’expression de DI(1)
e donnée

en 3.3.3, nous obtenons

pi,j ◦ red1 ◦ Φ(1)
e ◦ w1(ω) = m−1

p (Fj(c̃)− Fi(c̃)) ∈ OUi,j ,

= pi,j ◦DI(1)
e (ω).

Comme ceci est vrai pour tout i, j, ceci achève la démonstration de la proposition.

Nous terminons par un corollaire qui achève la démonstration du théorème.

Corollaire 3.4.10. Le diagramme suivant de morphismes dans les catégories dérivées est
commutatif :

RuX′0∗JX′0/S0
/J

[2]
X′0/S0

Φ
(1)
cris //

can

��

F∗RuX0∗OX0/S0

can

��
Ω1
X′0

DI(1) // F∗DRX0 .

Démonstration. Les propositions 3.4.5 et 3.4.9 nous donnent le diagramme :

RuX′0∗(JX′0/S0
/J

[2]
X′0/S0

)
can //

DC′2

++Φ
(1)
cris

��

	

Ω1
X′0

[−1]

w
ss

DI
(1)
e

��	

K•

Φ
(1)
e

��

	

F∗RuX0∗OX0/S0 DC2

,,can

))

F∗C
∨
s (DRX0)

E•

	

red 33

F∗DRX0 .

res

77

De ce diagramme on déduit les égalités de morphismes de complexes

res ◦ can ◦ Φ
(1)
cris = red ◦DC2 ◦ Φ

(1)
cris

= red ◦ Φ(1)
e ◦DC ′2

= red ◦ Φ(1)
e ◦ w ◦ can

= DI(1)
e ◦ can,

et donc que le diagramme précédent de morphismes dans les catégories dérivées ad hoc est
commutatif.

En particulier, l’égalité des morphismes précédents montre l’égalité des morphismes dans
Db(OX′0)

can ◦ Φ
(1)
cris = DI(1) ◦ can,
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et donc le cas k = 1 du théorème 3.1.1.
Appliquons maintenant le foncteur σ≤1 au diagramme 9. On note Φ≤1

cris = σ≤1 ◦Φcris et
DI≤1 = σ≤1 ◦DI . Le morphisme DI est un quasi-isomorphisme puisque par passage à la
cohomologie il coïncide avec l’isomorphisme de Cartier. Sous l’hypothèse de 1, que X0 est
un S0-schéma projectif lisse, qui se relève modulo p2, i.e. qui admet un relèvement projectif
lisse sur S1, nous en déduisons formellement le

Corollaire 3.4.11. Nous avons les énoncés suivants, en utilisant la notation donnée en 5.

(i) Le morphisme Φ≤1
cris : RuX′0∗(iX′0/OX′0

⊕
JX′0/S0

/J
[2]
X′0/S0

)→ σ≤1F∗RuX0∗OX0/S0
est un

quasi-isomorphisme Db(OX′0) dans Db(OX0).

(ii) Si X0 est une courbe, le morphisme Φcris est un quasi-isomorphisme de Db(OX′0) dans
Db(OX0).

3.5 Comparaison : le cas général, k ≤ p− 2.

Nous avons vu que le calcul du morphisme de Deligne-Illusie provient de la structure produit
sur le complexe de de Rham. Le but des diagrammes commutatifs qui suivent, de 3.5.1 à 3.5.4
est de montrer que le Frobenius cristallin Φ

(k)
cris peut aussi se calculer à partir de k fois le

produit de Φ
(1)
cris, dans la catégorie dérivée. La comparaison dans le cas général entre les

morphismes de Frobenius cristallins et de Deligne-Illusie se fait alors en se ramenant au cas
k = 1 3.4.11.

Définissons le morphisme Φ(k) dans Db(OX′0) comme l’unique morphisme faisant com-
muter le diagramme

RuX′0∗(J
[k]
X′0/S0

/J
[k+1]
X′0/S0

)
Φ

(k)
cris //

can

��

F∗RuX0∗OX0/S0

can

��
Ωk
X′0

[−k]
Φ(k)

// F∗DRX0 .

Nous souhaitons montrer que le diagramme suivant de complexes de faisceaux dans la
catégorie dérivée est commutatif(

Ω1
X′0

[−1]
)⊗k Φ(1)⊗k

//

Prod

��

(F∗DRX0)⊗
Lk

Prod

��
Ωk
X′0

[−k]
Φ(k)

// F∗DRX0 .

Dans le cas où X1 admet un relèvement global du Frobenius c’est facile à voir, mais dans
le cas général nous devons utiliser un recouvrement affine de X1 comme en 3.2.1.
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3.5.1 Un premier diagramme commutatif. Nous reprenons ici la construction simpli-

ciale et les notations simpliciales de 3.2.1. Nous noterons C∨
(

Ω1
X′0

)
le complexe de Cech

du faisceau Ω1
X′0

relativement au recouvrement par les ouverts U ′i , de terme général⊕
|i|=t

ji∗Ω
1
U ′i
.

Les immersions fermées β′i : U ′i → U ′(i) induisent un morphisme de schémas simpliciaux entre
les schémas simpliciaux U ′i et U ′i ↪→ U ′(i). On peut considérer les complexes simpliciaux

calculant RuX0∗J
[k]
X′0/S0

/J
[k+1]
X′0/S0

sur ces deux schémas simpliciaux. A l’étage t du schéma
simplicial U ′

(•)
ce complexe est le complexe

⊕
|i|=t Ωk

U ′i
, tandis qu’à l’étage t du schéma

simplicial U ′(•) on a le complexe
⊕
|i|=tM

[k]
U ′
(i)
. Reprenons les notations du début de 2.6.1.

On rappelle que pour 0 ≤ s ≤ k, le s-ième terme de l’étage t de ce complexe simplicial est

M
[k]
U ′
(•)

(t)s =
⊕
|i|=t

J ′
[k−s]
i Ω̃s

U ′(i)
/J ′

[k+1−s]
i Ω̃s

U ′(i)
.

En particulier, on dispose de morphismes canoniques de complexes, ou applications de
réduction :

red : β′
∗
iM

[k]
U ′
(i)
→ Ωk

U ′i
[−k],

qui est nulle, sauf en degré s = k et qui en degré k est donnée par le morphisme canonique
β′∗iΩ

k
U ′
(i)
→ Ωk

U ′i
. Notons β′ le morphisme simplicial défini par les β′i∗. Observons ici que les

complexes simpliciaux M
[k]
U ′
(•)

sont à support sur le schéma simplicial U ′• de sorte que

M
[k]
U ′
(•)
→' β′∗β′

∗
M

[k]
U ′
(•)
.

Comme les morphismes red sont canoniques, ils donnent lieu à un morphisme de complexes
simpliciaux

red : β′
∗
M

[k]
U ′
(•)
→ Ωk

U ′•
[−k].

Les inclusions j′i induisent un morphisme de schémas simpliciaux U ′• ↪→ X ′0• , où le deuxième
schéma est le schéma simplicial constant égal à X ′0. On remarquera aussi au passage que le
complexe simple associé au complexe simplicial

j′∗

(
Ω1
U ′•

)⊗k
est le complexe de Cech

C∨
((

Ω1
X′0

)⊗k)
relatif au recouvrement par les ouverts U ′i de X

′
0.

Le morphisme produit Prod est un morphisme de complexes simpliciaux

Prod :

(
M

[1]
U ′
(•)

)⊗Lk

→M
[k]
U ′
(•)
,
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de même pour

Prod :
(

Ω1
U ′•

)⊗k
→ Ωk

U ′•
,

de sorte que nous pouvons considérer le diagramme suivant de complexes simpliciaux(
β′∗M

[1]
U ′
(•)

)⊗Lk
red⊗k

//

Prod

��

Ω1
U ′•

[−1]
⊗k

Prod

��
β′∗M

[k]
U ′
(•)

red // Ωk
U ′•

[−k]

.

On dispose alors du

Lemme 3.5.1.1. Le diagramme précédent est commutatif.

Démonstration. La vérification se fait terme à terme et à chaque étage t des complexes
simpliciaux, et en ce cas on est ramené au lemme 2.6.1.4.

A partir du lemme précédent et en passant aux complexes simples associés, on obtient
un diagramme commutatif, dont les flèches horizontales sont des quasi-isomorphismes

j′∗β
′∗
[
M

[1]
U ′
(•)

⊗Lk
]
red⊗k

//

Prod
��

C∨
(

Ω1
X′0

[−1]
⊗k
)

Prod

��

j′∗β
′∗
[
M

[k]
U ′
(•)

]
redk // C∨

(
Ωk
X′0

[−k]
)
.

D’autre part, on a une flèche de résolution canonique

Ω1
X′0

⊗k res→ C∨
(

Ω1
X′0

)⊗k
,

définie en degré 0 par

red(ω1 ∧ · · · ∧ ωk) =
(
(ω1 ∧ · · · ∧ ωk)|Ui

)
.

Il est évident que le diagramme suivant est commutatif

C∨
(

Ω1
X′0

[−1]
⊗k
)

Prod
��

Ω1
X′0

[−1]
⊗k

Prod

��

res
oo

C∨
(

Ωk
X′0

[−k]
)

Ωk
X′0

[−k].res
oo

Définissons dans la catégorie dérivée des morphismes θ1 = red−1◦res, θ⊗k1 = (red⊗k)−1◦res
et

θk = red−1
k ◦ res : Ωk

X′0
[−k]→

[
M

[k]
U ′
(•)

]
.
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La commutativité des diagrammes précédents entraîne alors que dans la catégorie dérivée
Db(OX′0), le diagramme suivant est commutatif[

j′∗β
′∗M

[1]
U ′
(•)

⊗Lk
]

Prod
��

Ω1
X′0

[−1]
⊗k

Prod

��

θ⊗k
1

oo

[
j′∗β
′∗M

[k]
U ′
(•)

]
Ωk
X′0

[−k].
θk
oo

3.5.2 Un deuxième diagramme commutatif. Le deuxième diagramme commutatif que
nous devons considérer est analogue au premier et on démontre exactement de la même façon
que le premier qu’il est commutatif. Soit βi l’inclusion de Ui dans U(i) et β le morphisme
de schémas simpliciaux U• ↪→ U(•) défini par des applications. Les complexes de faisceaux
EU(•)

sont à support dans U• , ce qui se traduit par le fait que EU(•)
' β∗β

∗EU(•)
. On note

ci le morphisme canonique
β∗i Ω̃s

U(i)
→ Ωs

Ui
,

déduit de l’immersion fermée Ui ↪→ U(i). Pour 0 ≤ s ≤ k, on rappelle aussi que

EU(•)
(t)s =

⊕
|i|=t

Ω̃s
U(i)

.

A chaque étage t du schéma simplicial U(•), on dispose donc d’applications canoniques de
réduction red : β∗EU(•)

→ DRU• définies terme à terme, sur une section locale 1⊗ω de Ω̃s
U(i)

par red(1⊗ω) = ci(1⊗ω). Comme précédemment, le morphisme Prod : E⊗
Lk

U(•)
→ EU(•)

(resp.

DR⊗
Lk

U•
→ DRU• ) est un morphisme de complexes simpliciaux. Pour i fixé, le complexe

ji∗DRUi , resp. ji∗β∗EU(i)
, resp. ji∗DR⊗

Lk
Ui

, resp. ji∗β∗E⊗
Lk

U(i)
. est un complexe de faisceaux

sur X0, de sorte que les complexes
⊕

i ji∗DRUi ,
⊕

i jiβ
∗EU(i)

,
⊕

i ji∗DR
⊗Lk
Ui

,
⊕

i ji∗β
∗E⊗

Lk
U(i)

forment des complexes simpliciaux sur le schéma simplicial constant X0• . Les complexes
simples associés seront notés respectivement

[
DRU•

]
,
[
DR⊗

Lk
U•

]
,
[
EU(•)

]
,
[
EU(•)

⊗Lk
]
.

De plus, il vient du lemme 2.6.1.3 que le morphisme de reduction red commute au
morphisme Prod, terme à terme, à chaque étage du schéma simplicial U• . On en déduit, en
passant aux complexes simples associés que le diagramme suivant est commutatif, dont les
flèches horizontales sont des quasi-isomorphismes[

j∗β
∗EU(•)

⊗Lk
]
red⊗k

//

Prod
��

[
j∗DR

⊗Lk
U•

]
Prod

��[
j∗β
∗EU(•)

]
red // C∨(DRX0).

Fixons un multi-indice i de longueur t. L’application canonique de restriction définie par

res(ηi1 ∧ · · · ∧ ηit) = ηi1 ∧ · · · ∧ ηit |Ui
,
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induit un morphisme de faisceaux sur X0 :

res : DRX0 → ji∗DRUi .

En passant au produit tensoriel dérivé, on obtient une application

res⊗k : DR⊗
Lk

X0
→ ji∗DR

⊗Lk
Ui

.

Ces applications définissent donc des morphismes de complexes de faisceaux sur X0

res : DRX0 →
⊕
|i|=t

ji∗DRUi , resp.

res⊗k : DR⊗
Lk

X0
→
⊕
|i|=t

ji∗DR
⊗Lk
Ui

.

Ces complexes sont le terme général des complexes simpliciaux j∗DRU• , resp. j∗DR
⊗Lk
U•

sur
le schéma simplicial constant X0• et les applications res et res⊗k sont des morphismes de
complexes simpliciaux.

Par définition, ces morphismes res sont compatibles à l’application produit Prod

(puisque c’est vrai terme à terme). En passant aux complexes simples associés, on a un dia-
gramme commutatif de complexes, dont les lignes horizontales sont des quasi-isomorphismes

[
j∗DR

⊗Lk
U•

]
Prod

��

DRX0
⊗Lk

Prod

��

res⊗k
oo

C∨(DRX0) DRX0 .res
oo

Notons maintenant les quasi-isomorphismes dans la catégorie dérivée Db(OX0)

Θ = red−1 ◦ res : DRX0 →
[
j∗β
∗EU(•)

]
,

Θ⊗k = red⊗k
−1 ◦ res⊗k : DR⊗

Lk
X0
→
[
j∗β
∗EU(•)

⊗Lk
]
.

Des deux diagrammes précédents on déduit que le diagramme suivant est commutatif

DRX0
⊗Lk

Prod

��

Θ⊗k
//
[
j∗β
∗EU(•)

⊗Lk
]

Prod
��

DRX0

Θ //
[
j∗β
∗EU(•)

]
.

3.5.3 Un troisième diagramme commutatif. Par fonctorialité, les morphismes de
Frobenius induisent des morphismes de complexes simpliciaux

Φ(1)
e : M

[1]
U ′
(•)
→ F∗EU(•)

, resp. Φ(k)
e : M

[k]
U ′
(•)
→ F∗EU(•)

.
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Il découle du lemme 2.6.1.1 qu’à chaque étage t des schémas simpliciaux U ′• (resp. U•), les
morphismes de Frobenius Φ

(1)
e et Φ

(k)
e sont compatibles aux produits Prod. On en déduit,

en passant aux complexes simples associés que le diagramme suivant est commutatif

[
j′∗β
′∗M

[1]
U ′
(•)

⊗Lk
]

Prod
��

Φ
(1)
e

⊗k

// F∗

[
j∗β
∗EU(•)

⊗Lk
]

Prod

��[
j′∗β
′∗M

[k]
U ′
(•)

]
Φ

(k)
e // F∗

[
j∗β
∗EU(•)

]
.

3.5.4 Un dernier diagramme commutatif et démonstration du théorème prin-
cipal. On considère désormais le diagramme suivant, dont tous les diagrammes extérieurs
sont commutatifs, et dont le diagramme extérieur aux flèches doubles est aussi commutatif
d’après 2.6.1.1

[
j′∗β
′∗M

[1]
U ′
(•)

⊗Lk
]

Φ
(1)
e

⊗k

+3

Prod

��

F∗

[
j∗β
∗EU(•)

⊗Lk
]

Prod

��

(
Ω1
X′0

[1]
)⊗k Φ(1)⊗k

//

Prod

��

θ⊗k
1

∼
ff

(F∗DRX0)⊗
Lk

Prod

��

Θ⊗k

∼

77

Ωk
X′0

[k]
Φ(k)

//

θk

∼
ww

F∗DRX0

Θ
∼

''[
j′∗β
′∗M

[k]
U ′
(•)

]
Φ

(k)
e +3 F∗

[
j∗β
∗EU(•)

]
.

On calcule alors

Θ ◦ Prod ◦ Φ(1)⊗k ◦
(
θ⊗k1

)−1
= Prod ◦Θ⊗k ◦ Φ(1)⊗k ◦

(
θ⊗k1

)−1

= Prod ◦ Φ(1)⊗k
e ,

et de façon analogue

Θ ◦ Φ(k) ◦ Prod ◦
(
θ⊗k1

)−1
= Φ(k)

e ◦ θk ◦ Prod ◦
(
θ⊗k1

)−1

= Φ(k)
e ◦ Prod.

On en déduit finalement que le diagramme central du diagramme précédent est commutatif
c’est-à-dire que

Prod ◦ Φ(1)⊗
k

= Φ(k) ◦ Prod. (17)
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Soit S la section de Prod, S : Ωk
X′0
→ Ω1

X′0

⊗k. Par définition, puisque Φ(1) = DI(1)

d’après 3.4.11, le morphisme de Deligne-Illusie est le morphisme

DI(k) = Prod ◦ Φ(1)⊗
k

◦ S.

En composant à droite avec S l’égalité précédente 17, on trouve que

∀k ≤ p− 2, Φ(k) = DI(k).

Ce qui achève la démonstration du théorème 3.1.1.

4 Comparaison avec le Frobenius divisé de Mazur modulo p

Nous supposons dans cette section que la condition de Mazur [Maz73] est vérifiée, c’est-à-
dire que

∀p, q ≥ 0, les groupes Hp(X,Ωq
X) sont des W -modules libres de rang fini. (18)

C’est par exemple le cas si X0 est une courbe projective lisse, une variété abélienne, ou
une surface K3. Sous ces conditions la suite spectrale de Hodge vers de Rham pour X
sur S = spec W dégénère d’après [Del68]. En particulier les groupes de cohomologie de de
Rham H∗DR(X/S) et donc aussi les groupes de cohomologie cristalline sont sans torsion.
Soit Ci le tronqué bête du complexe de de Rham

Ci : 0→ . . .→ 0→ Ωi
X → . . .→ ΩN

X → 0,

alors la dégénerescence de la suite spectrale de Hodge vers de Rham nous donne des suites
exactes, pour tout m ≥ 0,

0→ RmΓ(X,Ci+1)→ RmΓ(X,Ci)→ Hm(X,Ωi
X)→ 0. (19)

Enfin, sous ces conditions, la suite exacte des coefficients universels (7.25 de [BO78]) nous
dit que pour tous n,m, i ≥ 0,

W/pn+1W ⊗W Hm(X,Ωi
X) ' Hm(Xn,Ω

i
Xn

), et

Hm
DR(X)⊗W W/pn+1W ' Hm

DR(Xn).

Pour définir le Frobenius divisé de Mazur, on se fixe un scindage τ =
⊕
τi compa-

tible à la filtration de Hodge, c’est-à-dire que τi est un scindage de la surjection ca-
nonique RnΓ(X ′,Ci) � Hn−i(X ′,Ωi

X′). Dans ce cas, on note encore τi l’application :
Hn−i(X ′,Ωi

X′)→ Hn
DR(X ′).

Le Frobenius cristallin donne un morphisme dans la catégorie dérivée des faisceaux de
groupes abéliens F : DRX′0 → DRX0 . Il résulte de 2.5.2 que le morphisme m−ip ◦ F induit
un morphisme dans la catégorie dérivée : Ψ(i) : Ci → DRX . Le Frobenius divisé de Mazur
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Φ
(i)
M : Hn−i(X ′,Ωi

X′)→ DRX est alors défini comme Φ
(i)
M = Ψ(i)◦τi en degré i. Le Frobenius

divisé de Mazur est défini comme

ΦM =
n⊕
i=0

Φ
(i)
M :

n⊕
i=0

Hn−i(X ′,Ωi
X′)→ Hn

DR(X).

Réduisons Φ
(i)
M (resp. ΦM ) modulo p, d’après les propriétés rappelées en 4, on obtient

Φ
(i)
M : Hn−i(Ωi

X′0
)→ Hn

DR(X0) (resp. ΦM ).

Par construction, le morphisme Ψ(i) mod p est le Frobenius divisé cristallin de 7, qui est
obtenu par passage au quotient, de sorte que Ψ

(i)
= W/pW ⊗W Ψ(i) induit un morphisme

dans la catégorie dérivée

Ψ
(i)

: W/pW ⊗W Ci/Ci+1 → DRX0 .

En passant au foncteur dérivé du foncteur section globale, on trouve

Ψ
(i)

: Hn−i(X ′0,Ω
i
X′0)→ Hn

DR(X0),

qui coın̈cide par construction avec la réduction mod p du Frobenius divisé de Mazur en
degré i. En particulier, on voit que ce morphisme est indépendant du choix du scindage τi.
En appliquant le théorème précédent 3.1.1, on trouve donc

Théorème 4.1. Supposons que X est une variété projective lisse sur S, vérifiant les condi-
tions de Mazur 18.

(i) Le Frobenius divisé mod p de Mazur est indépendant du choix du scindage compatible
à la filtration de Hodge.

(ii) Si p ≥ dim(X)+2, le Frobenius divisé de Mazur mod p sur Hn
DR(X), le n-ième groupe

de cohomologie de de Rham de X, coïncide avec le composé RnΓ ◦DI (9).

5 Applications à la famille des courbes de Drinfeld

Appliqué à certaines familles de courbes, notamment aux courbes de Drinfeld ou aux courbes
hyperelliptiques, le résultat précédent permet de décrire un algorithme menant au calcul
explicite du Frobenius divisé de Mazur sur H1

DR(X0) via la méthode de Deligne-Illusie. Le
calcul du (ϕ,Γ)-module associé repose alors essentiellement sur le calcul de l’inverse d’une
matrice [HW14].

5.1 Généralités

La situation générale que nous considérons ici est un cas particulier de celle décrite dans
la section précédente, à savoir une courbe propre et lisse X0 sur spec k se relevant en X
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projectif et lisse sur specW . La suite spectrale de Hodge vers de Rham dégénère et le choix
d’un scindage τ0 détermine un isomorphisme

H0(X ′,Ω1
X′)⊕H1(X ′,OX′)

∼−→ H1
dR(X ′).

Nous disposons alors du Frobenius divisé de Mazur

ΦM = Φ
(1)
M ⊕ Φ

(0)
M : H0(X ′,Ω1

X′)⊕H1(X ′,OX′)→ H1
DR(X)

et sa réduction modulo p,

ΦM : H0(X ′0,Ω
1
X′0

)⊕H1(X ′0,OX′0)→ H1
DR(X0),

qui ne dépend pas du choix du scindage τ0.
D’autre part, le schéma X1 étant un relèvement plat de X0 sur W2, l’application de

Deligne et Illusie ([DI87])

DI : ⊕0≤i<pΩ
i
X′0

[−i]→ F∗DRX0

est un quasi-isomorphisme et induit un isomorphisme

H0(X ′0,Ω
1
X′0

)⊕H1(X ′0,OX′0)
∼−→ H1

dR(X0)

qui n’est autre que ΦM par le théorème 4.1.
Rappelons brièvement la méthode, qui utilise le complexe de Cech, dans le cas où la

courbe X0 admet un recouvrement U constitué de deux ouverts affines lisses notés U0 et
V0. Ces deux ouverts se relèvent en U1 et V1 constituant un recouvrement affine lisse de X1

sur W2. Le Frobenius sur X0 se relève alors séparément sur chacun des deux ouverts U1

et V1 en des application notées FU1 et FV1 . Notons Č(U,Ω·X0
) le complexe simple associé

au bicomplexe de Cech du recouvrement U. Le morphisme Ω·X0
→ Č(U,Ω·X0

) est un quasi-
isomorphisme et induit un isomorphisme

H i
dR(X0) ' H i(Č(U,Ω·X0

)).

De même F∗Ω·X0
→ F∗Č(U,Ω·X0

) est un quasi-isomorphisme, d’où la description suivante
de DI :

– en degré 0, DI(0) : OX′0 → F∗OU ⊕F∗OV est l’application σ-linéaire de k-algèbres qui
envoie x sur xp.

– en degré 1, DI(1) = (fU , fV , h) : Ω1
X′0
→ F∗Ω

1
U0/k

⊕ F∗Ω1
V0/k
⊕ F∗OU0∩V0 est induite

par l’application qui localement vérifie

fU (ω) = m−1
p ◦ dFU1(ω|U )

fV (ω) = m−1
p ◦ dFV1(ω|V )

h(dx) = m−1
p

(
FV1(x)− FU1(x)

)
.
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On peut alors identifier H1
DR(X0) à l’ensemble des classes de triplets η̄, de représentants

η = (ωU , ωV , h) ∈ Ω1
U0/k
× Ω1

V0/k
× OU0∩V0

tels que (ωU )|U0∩V0
− (ωV )|U0∩V0

+ dh = 0, avec pour relations η̄ = 0 si h s’étend en une
fonction définie sur U0 ou sur V0.

5.2 Les courbes de Drinfeld

Soit n un entier strictement positif, posons q = pn ; dans cette partie, k est un corps parfait
contenant Fq2 et W l’anneau des vecteurs de Witt à coefficients dans k. Le représentant de
Teichmüller fournit un plongement naturel de F×

q2
dans W .

On considère la courbe Ck projective et lisse sur Fp, d’équation

XY q −XqY − Zq+1 = 0

dans P2. Le groupe SL2(q) agit sur P2
k via g 7→

 g
0

0

0 0 1

 et cette action laisse stable

Ck. De plus, si F désigne le Frobenius géométrique agissant sur Ck, les actions de Fn et de
SL2(q) sur Ck commutent entre elles. On dispose également d’une action de F×

q2
sur Ck via

α 7→

α 0 0

0 α−q 0

0 0 1

.

La courbe Ck peut-être recouverte par deux ouverts affines

U0 = spec k[u1, u2] = spec k[Y,Z]/(Y q − Y − Zq+1)

V0 = spec k[v1, v2] = spec k[X,Z]/(X −Xq − Zq+1)

avec les changements de carte u1 = 1
v1

et v2 = u2
u1
.

5.2.1Cohomologie de de Rham des courbes de Drinfeld Notons CW la courbe
projective et lisse d’équation XY q −XqY −Zq+1 = 0 dans P2

W ; c’est un relèvement de Ck
sur W , qui peut aussi être recouvert par deux ouverts affines notés UW = specW [u1, u2] et
VW = specW [v1, v2]. L’action de F×

q2
se relève en une action sur CW .

Lemme 5.2.2. (i) Le Frobenius se relève sur l’ouvert U1 en une application FU1 définie
sur les générateurs par

FU1(u1) = up1(1−
p−1∑
l=1

(−1)l(pl )u
(q−1)(p−l)
1 ) et FU1(u2) = up2.

(ii) Le Frobenius se relève sur l’ouvert V1 en une application FV1 définie sur les générateurs
par

FV1(v1) = vp1(1−
p−1∑
l=1

(−1)l(pl )v
(q−1)l
1 ) et FV1(v2) = vp2 .
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Démonstration. On recherche un relèvement sous la forme

FU1(u1) = up1(1 + pK(u1))

et FU1(u2) = up2, et l’on obtient K(u1) = −
∑p−1

l=1 (−1)l
(pl )

p u
(q−1)(p−l)
1 .

En utilisant le recouvrement ci-dessus et la cohomologie de Cech, Haastert et Jantzen
démontrent la proposition suivante ([HJ90] corollary 2.2 et proposition 2.3), où A représente
k, W ou plus généralement un anneau noethérien intègre dans lequel q2 − 1 est inversible.

Proposition 5.2.3. (i) Le A-module H0(CA,Ω
1
CA

) est libre de base

{ua1ub2(quq−1
1 − 1)−1du2 , a ∈ N, b ∈ N, a+ b ≤ q − 2};

(ii) Le A-module H1(CA,OCA
) est libre de base

{[u−a1 ub2] , 1 ≤ a < b ≤ q}.

L’action de F×
q2

permet de décomposer la cohomologie de de Rham et les groupes de
cohomologie de Hodge en sous-espaces propres. Plus précisément, notons ψ(j), pour j ∈ Z,
le caractère de F×

q2
défini par α 7→ αj .

Proposition 5.2.4. Les décompositions suivantes sont des décompositions en espaces
propres de dimension 1 pour l’action de F×

q2
:

(i) H1(CA,OCA
) =

⊕
i,j∈N∗
i+j≤q

H1(CA,OCA
)ψ(−i+qj);

(ii) H0(CA,Ω
1
CA

) =
⊕

i,j∈N∗
i+j≤q

H0(CA,Ω
1
CA

)ψ(i−qj);

(iii) H1
DR(CA) =

⊕
i,j∈N∗
i+j≤q

(
H1
DR(CA)ψ(−i+qj) ⊕H1

DR(CA)ψ(i−qj)
)
.

Remarques 5.2.5. i) On vérifie que les caractères aparaissant en i) et ii) sont tous
distincts.

ii) On constate que µ = {α ∈ F×
q2
| αq+1 = 1} agit sur les ouverts affines et, pour α ∈ µ,

α(u1) = [α]−(q+1)u1 = u1 et α(u2) = [α]−1u2 ; on en déduit que, pour 1 ≤ a < b ≤ q, la
classe [u−a1 ub2] est un générateur de H1(CA,OCA

)ψ(−i+qj) en posant i = b− a et j = a.
iii) De la même manière, on obtient un générateur deH0(CA,Ω

1
CA

)ψ(i−qj) en considérant
ua1u

b
2(quq−1

1 − 1)−1du2 avec les relations i = q − 1− a− b et j = 1 + a.
iv) La proposition permet de construire un scindage naturel τ0 : pour u ∈

H1(CA,OCA
)ψ(−i+qj), choisissons τ0(u) comme l’unique élément de H1

DR(CA)ψ(−i+qj)

d’image u par la surjection. Le scindage τ0 étant fixé, il en est de même de l’isomorphisme
H0(C ′A,Ω

1
C′A

) ⊕H1(X ′,OC′A) ' H1
dR(C ′A) et, via cet isomorphisme, nous assimilons ΦM à

une application de H1
DR(C ′A) vers H1

DR(CA).
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Compte tenu des remarques ci-dessus, choisissons, pour chaque couple d’entiers stricte-
ment positifs (i, j) tels que i+ j ≤ q, le générateur v(i, j) = uj−1

1 u
q−(i+j)
2 (quq−1

1 − 1)du2 du
W -module H0(CW ,Ω

1
CW

)ψ(i−qj) libre de rang 1 ; l’ensemble {v(i, j) | 1 ≤ i, j et i+ j ≤ q}
est une base de H0(CW ,Ω

1
CW

).
De même choisissons le générateur v(−i,−j) = τ0([u−j1 ui+j2 ]) du W -module

H1
DR(CW )ψ(−i+qj) libre de rang 1.
Le fait de remarquer que si v ∈ H1

DR(CW )ψ(m), alors FDR(v) ∈ H1
DR(CW )ψ(pm), permet

à Haastert et Jantzen de décrire comment l’action du Frobenius échange les espaces propres
pour l’action de F×

q2
([HJ90] proposition 3.5). On sait alors quels coefficients de la matrice du

Frobenius dans la base (v(i, j), v(−i,−j)) ne sont pas nuls, sans les calculer. Nous proposons
ici un calcul explicite modulo p des coefficients du Frobenius divisé.

Avertissement : les éléments v(i, j) (respectivement v(−i,−j) présents dans cet article
correspondent à v(i− 1, j − 1) (respectivement v(−(i− 1),−(j − 1)) de [HJ90]. Moyennant
ce décallage, il n’est pas difficile (mais fastidieux) de vérifier que les calculs ci-dessous sont
cohérents avec les résultats de loc. cit..

5.2.6Algorithme On travaille dans l’anneau A = W [u1, u2, v1], où u1, u2 et v1 vérifient
les relations uq1 − u1 − uq+1

2 = 0 et u1v1 − 1 = 0. Les calculs impliqués sont des calculs de
polynômes dérivés et des combinaisons linéaires. La taille de la matrice, qui est q(q − 1) =

pn(pn − 1), grossit très vite en fonction de n, mais on sait a priori grâce à [HJ90] qu’il n’y
a que q(q − 1) coefficients non nuls à calculer.

Etape 1 – Pour i et j entiers compris entre 1 et q − 1 tels que i + j ≤ q, on détermine
d’abord un triplet représentant v(−i,−j) dans le complexe de Cech. Pour cela on calcule
la différentielle d(vj1u

i+j
2 ), puis on la décompose en une somme

d(vj1u
i+j
2 ) = ωU (−i,−j) + ωV (−i,−j)

où ωU (respectivement ωV ) est défini sur l’ouvert U (respectivement sur V ). Le triplet
recherché est

(−ωU (−i,−j), ωV (−i,−j), vj1u
i+j
2 ).

Etape 2 – Calcul de ΦM (v(−i,−j)). On calcule les coefficients al et bl tels que

vpj1 u
p(i+j)
2 =

∑
l≥1

blv
l
1u
b
2 +

∑
l≥0

alu
l
1u
b
2

dans l’anneau A, où b est le reste de la division euclidienne de p(i+ j) par q + 1. On pose
h =

∑b−1
l=1 blv

l
1u
b
2.

Si h 6= 0, il existe un unique entier l tel que h = blv
l
1u
b
2. On a alors

ΦM (v(−i,−j)) = blv(−(b− l),−l).

Si h = 0, on pose hU =
∑

l≥0 alu
l
1u
b
2 et on calcule d(hU ). Il existe un unique couple

d’entiers (l,m) et α ∈ k tels que d(hU ) = −αul1um2 du2. On a alors

ΦM (v(−i,−j)) = αv(q − 1−m− l, l + 1).
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Etape 3 – Calcul de ΦM (v(i, j)). On calcule

hij = u
p(q−i−j+1)
2 u

p(j−1)
1

p−1∑
l=1

(−1)l
(pl )

p
v
l(q−1)
1 ,

puis, comme dans l’étape 2, les coefficients al et bl tels que

hij =
∑
l≥1

blv
l
1u
b
2 +

∑
l≥0

alu
l
1u
b
2

où b est le reste de la division euclidienne de p(q − i − j + 1) par q + 1. On obtient hij =

hU + hV + h comme ci-dessus.
Si h 6= 0, il existe un unique entier l tel que h = blv

l
1u
b
2. On a alors

ΦM (v(i, j)) = blv(−(b− l),−l).

Si h = 0, on pose hU =
∑

l≥0 alu
l
1u
b
2 et on calcule d(hU ). Il existe un unique couple

d’entiers (l,m) et α ∈ k tels que

−up(j−1)
1 u

p(q−i−j)
2 up−1

2 + d(hU ) = −αul1um2 du2.

On a alors
ΦM (v(−i,−j)) = αv(q − 1−m− l, l + 1).

La programmation de cet algorithme permet de déterminer ΦM une fois fixées les valeurs
de p et n. Il est possible de décrire en toute généralité ΦM , ce qui va être exposé dans le
reste de cette partie.

5.2.7Calculs préliminaires Pour tout α compris entre 1 et q, notons α =
∑n

l=0 αlp
l la

décomposition en base p de α, avec 0 ≤ αl ≤ p− 1.

Lemme 5.2.7.1. Considérons a et b le quotient et le reste de la division euclidienne de pα
par q + 1.

a) a ≤ p− 1 , 1 ≤ b ≤ q et (b = q ⇒ α = pn−1) ;

b) si n ≥ 2 et α 6≡ 0 (pn−1), alors a = αn−1 ;

c) si n = 1 ou α ≡ 0 (pn−1), alors a = αn−1 − 1.

Considérons à présent r0 le plus grand entier compris entre 0 et a tel que 0 < pm− a−
r(q − 1) et r1 le plus grand entier compris entre −a et p− 1 tel que 0 ≤ pm+ a− r(q − 1).

Lemme 5.2.7.2. (i) Si n ≥ 2 et m 6≡ 0 (pn−1), alors r0 = mn−1 ; sinon, lorsque a 6=
mn−1, r0 = mn−1 − 1.

(ii) Si n ≥ 2 et m + 1 6≡ 0 (pn−1) ou a + 1 + mn−1 < p, alors r1 = mn−1 ; sinon
r1 = mn−1 + 1.
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5.2.8Calcul de l’action du Frobenius sur la famille (v(−i,−j)) Pour i et j des entiers
strictement positifs tels que i+ j ≤ q, posons

γij = (−1)in−1(
in−1+jn−1

jn−1
).

Proposition 5.2.8.1. (i) Si p(i+ j) ≤ q, alors

Φ̄M (v(−i,−j)) = v(−pi,−pj).

(ii) Si n ≥ 2, p(i+ j) > q, i 6≡ 0(pn−1), j 6≡ 0(pn−1) et si i+ j vérifie l’une des conditions
suivantes

(i+ j)n−1 = in−1 + jn−1 ou i+ j ≡ 0 (pn−1),

alors
Φ̄M (v(−i,−j)) = γijv(−i′,−j′)

où

i′ ≡
n−2∑
l=0

((i+ j)l − jl)pl+1 − jn−1 (q)

et

j′ ≡
n−2∑
l=0

jlp
l+1 − in−1 (q).

Démonstration. Comme la condition de Mazur est vérifiée, on dispose de la suite exacte
suivante

0→ H0(Ck,Ω
1
Ck

)→ H1
DR(Ck)→ H1(Ck,OCk

)→ 0. (20)

Pour tout couple (i, j), l’image de v(−i,−j) dans H1(Ck,OCk
) est la classe [u−j1 ui+j2 ] et

l’action de F sur OCk
est l’élévation à la puissance p. Puisque la suite exacte (20) a

un scindage naturel, pour connaître Φ̄M (v(−i,−j)), il suffit de déterminer la classe de
[u−jp1 u

p(i+j)
2 ] dans H1(Ck,OCk

), lorsque celle-ci n’est pas nulle, en fonction de la base de la
proposition 5.2.3.

(i) Supposons p(i+ j) ≤ q ; dans ce cas, [F (u−j1 ui+j2 )] = [u−pj1 u
p(i+j)
2 ] est un générateur

de H1(Ck,OCk
)ψ(−pi+qp(i+j)) et l’on obtient

Φ̄M (v(−i,−j)) = v(−pi,−pj).

(ii) Supposons à présent p(i+ j) > q et effectuons la division euclidienne de p(i+ j) par
q + 1 ; on obtient p(i+ j) = a(q + 1) + b avec 1 ≤ a ≤ p− 1 et 1 ≤ b ≤ q − 1 par le lemme
5.2.7.1. Alors

u−pj1 u
p(i+j)
2 = u−pj1 ub2(uq1 − u1)a =

a∑
r=0

(−1)a−r (ar)u
a−pj+r(q−1)
1 ub2.
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Les termes dont la classe n’est pas nulle dans H1(Ck,OCk
) sont ceux tels que

1 ≤ pj − a− r(q − 1) < b.

Puisque 1 ≤ b ≤ q − 1, il existe au plus un entier r tel que 0 < pj − a− r(q − 1) < b et s’il
en existe un, c’est l’entier r0 calculé dans le lemme 5.2.7.2, avec α = i+ j et m = j.

Cherchons à quelle condition l’inégalité pj − a − r0(q − 1) < b est vérifiée et voyons ce
que l’on obtient en fonction des conditions des lemmes 5.2.7.1 et 5.2.7.2. Or

pj − a− r0(q − 1)− b = p(i+ j)− b− r0q − pi− a+ r0

= (a− r0 − in−1)q −
n−2∑
l=0

ilp
l+1 + r0.

La démonstration se termine par une étude de tous les cas possibles.

Proposition 5.2.8.2. Supposons n = 1 ou p(i+ j) > q. Si i et j ne vérifient pas l’une des
conditions du point (ii) de la proposition 5.2.8.1, alors

Φ̄M (v(−i,−j)) ∈ H0(Ck,Ω
1
Ck

).

Plus précisément, Φ̄M (v(−i,−j)) = ci,jv(i′′, j′′) où

cij = −γij(in−1 + jn−1 + 1) si n ≥ 2 , i 6≡ 0 (pn−1) et j 6≡ 0 (pn−1)

= γijin−1 si n ≥ 2 , i ≡ 0 (pn−1) et j 6≡ 0 (pn−1)

= −γijjn−1 si n ≥ 2 , i 6≡ 0 (pn−1) et j ≡ 0 (pn−1)

= γij
in−1jn−1

in−1 + jn−1
si n = 1 ou i ≡ 0 (pn−1) et j ≡ 0 (pn−1).

Démonstration. Rappelons qu’un élément de H1
DR(Ck) peut être représenté dans le com-

plexe de Cech relativement aux deux ouverts U et V par un triplet (ωU , ωV , f) dans

H0(U0,Ω
1
Ck

)×H0(V0,Ω
1
Ck

)×H0(U0 ∩ V0,OCk
)

tel que ωU −ωV +df = 0. Le sous-espace H0(Ck,Ω
1
Ck

) s’identifie aux triplets tels que f = 0.

On vérifie facilement que (0, 0, u−pj1 u
p(i+j)
2 ) représente un élément de H1

DR(Ck) que l’on
sait être dans H0(Ck,Ω

1
Ck

) sous les conditions de la proposition.
Rappelons que pour 0 ≤ r ≤ r0, on a pj − a− r(q − 1) > 0 et que nous sommes dans le

cas où pj − a− r0(q − 1) ≥ b ; alors

fU =

a∑
r=r0+1

(−1)a−r(ar)u
a−pj+r(q−1)
1 ub2 ∈ H0(U0,OCk

)

et

fV =

r0∑
r=0

(−1)a−r(ar)u
a−pj+r(q−1)
1 ub2 ∈ H0(V0,OCk

).
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On a aussi f = u−pj1 u
p(i+j)
2 = fU + fV et d(u−pj1 u

p(i+j)
2 ) = 0 = dfU + dfV . On obtient

(0, 0, f) = (−dfU , 0, fU ) + (0, dfV , fV ) + (dfU ,−dfV , 0)

et le fait que (dfU ,−dfV , 0) représente la même classe que (0, 0, f) dans H1
DR(Ck).

En utilisant la relation a+ b = p(i+ j)− qa ≡ 0 (p), on aboutit à

dfU = (−1)a−r0( a
r0+1)(r0 + 1)u

a−pj+(r0+1)(q−1)
1 ub−1

2 du2.

On vérifie que l’on est bien dans le cas où

a− pj + (r0 + 1)(q − 1) + b− 1 = pi− aq + (r0 + 1)q − (r0 + 1) ≤ q − 2.

Par la remarque (iii) de 5.2.5, ua−pj+(r0+1)(q−1)
1 ub−1

2 du2 définit le même espace propre
pour l’action de F×

q2
que v(i′′, j′′) où

i′′ = q − 1− (a− pj + (r0 + 1)(q − 1) + b− 1)

= (a− r0 − in−1)q −
n−2∑
l=0

ilp
l+1 + r0 + 1

et j′′ = 1 + a− pj + (r0 + 1)(q − 1)

= (r0 + 1− jn−1)q −
n−2∑
l=0

jlp
l+1 + a− r0.

La démonstration s’achève en explicitant Φ̄M (v(−i,−j)) dans chacune des différentes
situations.

5.2.9Calcul du Frobenius divisé sur la famille (v(i, j)) Rappelons que l’élément
v(i, j) = −uj−1

1 uq−i−j2 du2, pour i et j strictement positifs tels que i + j ≤ q, peut être
représenté dans le complexe de Cech par le triplet (−uj−1

1 uq−i−j2 du2,−vi−1
1 vq−i−j2 dv2, 0).

Son image par l’application de Deligne-Illusie est représentée par le triplet

(−up(j−1)
1 u

p(q−i−j)
2 up−1

2 du2,−vp(i−1)
1 v

p(q−i−j)
2 vp−1

2 dv2, hij)

où

hij =

p−1∑
l=1

(−1)l
(pl )

p
u
p(q−i−j+1)
2 u

p(j−1)−l(q−1)
1 .

Reprenons les notations des calculs préliminaires (5.2.7.1 et 5.2.7.2), pour α = q− i− j + 1

et m = j − 1. Les lettres a et b désignent respectivement les quotient et reste de la division
euclidienne de pα par q + 1 et r1 le plus grand entier r tel que 0 ≤ p(j − 1) + a− r(q − 1).
Un calcul rapide aboutit à

αn−1 = p− (i+ j)n−1 − 1 si i+ j 6≡ 0 ou 1 modulo pn−1

= p− (i+ j)n−1 si i+ j ≡ 0 ou 1 modulo pn−1,
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puis

a = p− 1− (i+ j)n−1 si i+ j 6≡ 0 modulo pn−1

= p− (i+ j)n−1 si i+ j ≡ 0 modulo pn−1.

Lemme 5.2.9.1. (i) Si j ≥ q − pn−1 + 1, alors hij est définie sur U .

(ii) Si i ≥ q − pn−1 + 1, alors hij est définie sur V .

(iii) Si i ≤ q−pn−1, j ≤ q−pn−1 et (r1 + 1)(q−1)−a−p(j−1) ≥ b, alors hij = hU +hV

où hU (respectivement hV ) est une fonction définie sur U (respectivement sur V ).

(iv) Si i ≤ q − pn−1, j ≤ q − pn−1 et (r1 + 1)(q − 1)− a− p(j − 1) < b, alors

hij = hU + ciju
b
2u
a+p(j−1)−(r1+1)(q−1)
1 + hV

où hU (respectivement hV ) est une fonction définie sur U (respectivement sur V ),
ub2u

a+p(j−1)−(r1+1)(q−1)
1 est définie uniquement sur U ∩ V et le coefficient vaut

cij = (−1)a+r1+1

min(p−1,a+r1+1)∑
l=r1+1

(pl )

p
( a
l−r1−1).

Démonstration. Il suffit de remarquer que ur1us2 est définie sur U lorsque r et s sont positifs,
est définie sur V lorsque r < 0 et s ≤ −r. On en déduit les cas (i) et (ii).

Les cas (iii) et (iv) reposent sur l’égalité

u
p(q−i−j+1)
2 u

p(j−1)−l(q−1)
1 = ub2(uq−1

1 − 1)au
a+p(j−1)−l(q−1)
1

et le fait que lorsque 1 ≤ s ≤ q et 0 < −r < s, alors la fonction ur1us2 est définie uniquement
sur U ∩ V .

Le signe de a+p(j−1)−(r1 +1)(q−1)+b = q(p−r1−1−a−in−1)−
∑n−2

l=0 ilp
l+1 +r1 +1

est positif dans les cas suivants :

(i) i ≡ 0 (pn−1) ;

(ii) j ≡ 0 (pn−1) ;

(iii) i 6≡ 0 (pn−1), j 6≡ 0 (pn−1), i+ j 6≡ 0 (pn−1) et (i+ j)n−1 = in−1 + jn−1 + 1.

Pour l compris entre jn−1 + 1 et p− in−1, posons

ρij(l) = (−1)p−in−1
(pl )

p
(
p−1−in−1−jn−1

l−jn−1−1 ).
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Proposition 5.2.9.2. Supposons n = 1 ou bien que i et j sont des entiers strictement
positifs tels que i + j ≤ q, i ≤ q − pn−1 et j ≤ q − pn−1 et vérifiant l’une des conditions
ci-dessus ; alors Φ̄M (v(i, j)) = ci,jv(−i′′,−j′′), où

cij = −
p−1−in−1∑
l=jn−1+1

ρij(l)
l + in−1

1 + in−1 + jn−1
si n ≥ 2 , i 6≡ 0 (pn−1) et j 6≡ 0 (pn−1)

=

p−in−1∑
l=jn−1+1

ρij(l) si n ≥ 2 , i ≡ 0 (pn−1) et j 6≡ 0 (pn−1)

=

p−1−in−1∑
l=jn−1+1

ρij(l)
l + in−1

l − jn−1
+ (−1)in−1

( p
jn−1

)

p
si n ≥ 2 , i 6≡ 0 (pn−1) et j ≡ 0 (pn−1)

= −
p−in−1∑
l=jn−1+1

ρij(l)
in−1 + jn−1

l − jn−1
+ (−1)in−1

( p
jn−1

)

p
si n = 1 ou (i ≡ 0 (pn−1) et j ≡ 0 (pn−1)).

Les entiers i′′ et j′′ sont les entiers introduits dans la proposition 5.2.8.2.

Démonstration. Par le point iv) du lemme précédent (5.2.9.1), sous les hypothèses de la
proposition et si de plus (r1 + 1)(q − 1)− a− p(j − 1) < b, alors

Φ̄M (v(i, j)) = (−1)a+r1+1

min(p−1,a+r1+1)∑
l=r1+1

(pl )

p
( a
l−r1−1)v(−s,−t),

où s = q(p− a− r1 − 1)− pi+ r1 + 1 et t = (r1 + 1)(q − 1)− a− p(j − 1).
Il suffit ensuite d’étudier tous les cas et d’utiliser les lemmes préliminaires 5.2.7.1 et

5.2.7.2 pour obtenir s = i′′, t = j′′ et les formules énoncées.

Lemme 5.2.9.3. Sous les conditions de (iii) du lemme 5.2.9.1 ci-dessus, lorsque r1 6= 0 et
a 6= 0, posons

hU =

r1∑
l=1

(−1)l
(pl )

p
u
p(q−i−j+1)
2 u

p(j−1)−l(q−1)
1

+

a+r1∑
l=r1+1

(−1)l
(pl )

p

a∑
r=l−r1

(−1)a−r(ar)u
b
2u
a+p(j−1)−(l−r)(q−1)
1 ;

alors

dhU = u
p(q−i−j+1)−1
2 u

p(j−1)
1 du2

+ (−1)a+r1((p−1
r1−1) + r1

a∑
r=1

( p
r1+r)

p
(ar))u

a+p(j−1)−r1(q−1)
1 ub−1

2 du2.

Remarques
i) Si a = 0, on pose hU =

∑r1
l=1(−1)l

(pl )

p u
p(q−i−j+1)
2 u

p(j−1)−l(q−1)
1 et l’on obtient

dhU = u
p(q−i−j+1)−1
2 u

p(j−1)
1 du2 + (−1)a+r1(p−1

r1−1)ub−1
2 u

p(j−1)−r1(q−1)
1 du2.
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ii) Si r1 = 0, on pose hU =
∑a

l=1(−1)l
(pl )

p

∑a
r=l(−1)a−r(ar)u

b
2u
a+p(j−1)−(l−r)(q−1)
1 et l’on

obtient
dhU = u

p(q−i−j+1)−1
2 u

p(j−1)
1 du2 − (−1)aub−1

2 u
a+p(j−1)
1 du2.

Proposition 5.2.9.4. Soit i et j des entiers strictement positifs tels que i+ j ≤ q.

(i) Si j ≥ q − pn−1 + 1, alors Φ̄M (v(i, j)) = v(p(i− 1) + 1, pj − q(p− 1)).

(ii) Si i ≥ q − pn−1 + 1, alors Φ̄M (v(i, j)) = v(pi− q(p− 1), p(j − 1) + 1).

(iii) Supposons i ≤ q−pn−1, j ≤ q−pn−1, i 6≡ 0 (pn−1), j 6≡ 0 (pn−1) ; si de plus i+j vérifie
soit i+ j ≡ 0 (pn−1), soit in−1 + jn−1 = (i+ j)n−1, alors Φ̄M (v(i, j)) = cijv(i′, j′) où

i′ =
n−2∑
l=0

ilp
l+1 − jn−1

j′ =

n−2∑
l=0

jlp
l+1 − in−1

et

cij = (−1)in−1+1(( p−1
jn−1−1) + jn−1

p−1−in−1−jn−1∑
r=1

( p
jn−1+r)

p
(p−1−in−1−jn−1

r )) si pn−1 < j

= (−1)in−1 sinon .

Démonstration. (i) Supposons j ≥ q − pn−1 + 1 ; alors par le lemme 5.2.9.1,∑p−1
l=1 (−1)l

(pl )

p u
p(q−i−j+1)
2 u

p(j−1)−l(q−1)
1 est une fonction hU définie sur l’ouvert U . On en

déduit que l’image de v(i, j) est aussi représentée par le triplet

(−up(j−1)
1 u

p(q−i−j)
2 up−1

2 du2 + dhU , v
p(i−1)
1 v

p(q−i−j)
2 vp−1

2 dv2, 0),

d’où le résultat.
(ii) Supposons i ≥ q − pn−1 + 1 ; alors alors par le lemme 5.2.9.1,∑p−1
l=1 (−1)l

(pl )

p u
p(q−i−j+1)
2 u

p(j−1)−l(q−1)
1 est une fonction hV définie sur l’ouvert V . On en

déduit que l’image de v(i, j) est aussi représentée par le triplet

(−up(j−1)
1 u

p(q−i−j)
2 up−1

2 du2, v
p(i−1)
1 v

p(q−i−j)
2 vp−1

2 dv2 − dhV , 0),

d’où le résultat.
(iii) Sous ces hypothèses, a = p−1−in−1−jn−1 et r1 = jn−1. Rappelons que Φ̄M (v(i, j))

est représenté par

(−up(j−1)
1 u

p(q−i−j)
2 up−1

2 du2 + dhU , v
p(i−1)
1 v

p(q−i−j)
2 vp−1

2 dv2 − dhV , 0) + (−dhU , dhV , hij).

L’hypothèse pn−1 < j implique que r1 6= 0. Le lemme 5.2.9.3 permet de conclure que

− up(j−1)
1 u

p(q−i−j)
2 up−1

2 du2 + dhU

=(−1)a+r1
(
(p−1
r1−1) + r1

a∑
r=1

( p
r1+r)

p
(ar)
)
u
a+p(j−1)−r1(q−1)
1 ub−1

2 du2.

Une analyse des différentes situations possibles conduit à la proposition.
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Les calculs montrent que la situation est beaucoup plus simple si n = 1.

Corollaire 5.2.10. Supposons q = p ; pour i et j tels 1 ≤ i, 1 ≤ j et i+ j ≤ p, les droites
engendrées par v(i, j) et v(−j,−i) sont échangées par Φ̄M . En particulier, la courbe ne peut
pas être ordinaire.

5.3 (ϕ,Γ)-module associé

5.3.1Rappels sur les (ϕ,Γ)-modules Notons K = FracW et considérons la Zp-
extension cyclotomique K∞ de K contenue dans K̄ ; soit Γ le groupe de Galois de K∞/K,
qui est isomorphe à Zp, et choisissons-en un générateur topologique, noté γ. On munit
l’anneau R = W [[T ]] d’une action de Γ telle que γ(T ) − T = α(p + T )T , où α est une
unité de R, qui est congrue à une unité de Zp modulo T et à 1 modulo (p, T ). Dans ces
conditions, il existe une unique action de Frobenius, notée ϕ, commutant à l’action de Γ,
compatible avec le Frobenius sur W , qui relève l’élévation à la puissance p modulo p et telle
que ϕ(T ) = u(p+ T )p−1T , où u ≡ 1 modulo pR (pour un exposé détaillé des propriétés de
R, voir [Fon90], 3.2, [Fon94], ou [Wac97], 3.1.1.).

Un (ϕ,Γ)-module sur R est un R-module de type fini muni d’actions de ϕ et de Γ,
semi-linéaires par rapport aux actions respectives sur R et commutant entre elles.

On peut associer à une courbe projective et lisse X sur W un (ϕ,Γ)-module de la façon
suivante. On dispose du Frobenius divisé

ΦM : H1
DR(X ′)→ H1

DR(X),

associé à une section τ0.
Choisissons (ei)1≤i≤2g une base de H1

DR(X) adaptée à la filtration de Hodge, c’est-à-dire
telle que (ēi)1≤i≤2g soit une base de GrH1

DR(X), et notons ri le plus grand entier tel que
ei ∈ Filri H1

DR(X). On sait que ri ∈ {0, 1} et peut ordonner la base de telle sorte que ri = 1

pour i = 1, · · · , g et ri = 0 sinon. La base (ei)1≤i≤2g est également une base de H1
DR(X ′)

et le fait que ΦM soit un isomorphisme implique que la matrice A = (aij), exprimant ΦM

dans la base (ei)1≤i≤2g, est inversible.
On définit alors sur le module N = R⊗W H1

DR(X) une action de ϕ par

ϕ(1⊗ ej) = (p+ T )rj
2g∑
i=1

aij1⊗ ei,

l’action de Γ sur N étant induite par la proposition suivante (cf [Wac97], 3.1.4, théorème
3) :

Proposition 5.3.1.1. Il existe sur N une unique action de Γ commutant à ϕ et triviale
modulo T .
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5.3.2Application à la courbe de Drinfeld La courbe C est une courbe de genre g =
q(q−1)

2 . La base (v(i, j), v(−i,−j)) 1≤i, 1≤j
i+j≤q

de H1
DR(CW ) est une base adaptée à la filtration

où v(i, j) ∈ Fil1H1
DR(CW ).

Notons eq(q−1)+i−qj = v(i, j) (respectivement e−i+qj+1 = v(−i,−j)). On sait que l’en-
domorphisme de Frobenius agit sur la base (v(i, j), v(−i,−j))1≤i,1≤j,i+j≤q en permutant les
vecteurs, à un scalaire près (cf [HJ90]). Il existe une permutation s de l’ensemble des entiers
compris entre 1 et q(q − 1) et des éléments al de W tels que pour l compris entre 1 et
q(q − 1), notons ΦM (el) = ales(l). Par abus de notation, on désigne 1⊗ ei dans N par ei.

Proposition 5.3.2.1. Chaque vecteur el pour 1 ≤ l ≤ q(q − 1) est un vecteur propre sous
l’action de Γ.

Démonstration. La démonstration se fait par dévissage, comme celle de la proposition
5.3.1.1.

Modulo T , on sait que γ(el) ≡ el.
Soit n un entier supérieur ou égal à 1 tel qu’il existe pour tout l compris entre 1 et

q(q − 1), un élément ρl de W [[T ]], ρl ≡ 1 modulo T , tels que

ϕ(ρl)al(p+ T )rl − alγ(p+ T )rlρs(l) ≡ 0 modulo Tn(p+ T )rl .

Considérons alors βl ∈ S tel que

ϕ(ρl)al(p+ T )rl − alγ(p+ T )rlρs(l) = Tn(p+ T )rlβl.

On recherche des éléments xl de R tels que

Tn(p+ T )rlβl + ϕ(Tn)ϕ(xl)al(p+ T )rl − alγ(p+ T )rlTnxs(l) ≡ 0 modulo Tn+1(p+ T )rl

et l’on est ramené à résoudre l’équation

βl = alxs(l) − unpn(p−1)alϕ(xl).

Un dévissage modulo p permet alors de montrer qu’il existe un unique q(q − 1)-uplet (xl)

d’éléments de W solution. En particulier, il vient xs(l) = a−1
l βl modulo p.

Dans la section précédente, les coefficients al ont été déterminés modulo p. On en déduit
la matrice de γ modulo p. Le procédé de calcul étant algorithmique, on peut obtenir les
coefficients de l’action de γ modulo p lorsqu’une précision Tm est fixée.

Remarque
Lorsque q = p, les espaces stables par ϕ étant de dimension 2 (cf 5.2.10), il ne doit pas

être trop difficile de déterminer les (ϕ,Γ)-modules irréductibles (cf [Berger10]) , donc les
représentations galoisiennes irréductibles associées à la courbe de Drinfeld.
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