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Abstract

Let k be a finite field of characteristic p > 0 and X a smooth variety over spec k
with good reduction. In 1987, Deligne and Illusie proved the degeneration of the
spectral sequence “de Hodge vers de Rham” in a purely algebraic way, by constructing
a quasi-isomorphism at the level of derived categories between the de Rham complex
of Xy with a complex with 0 differentials. Simultaneously Fontaine and Messing con-
structed a divided Frobenius map on the crystalline complexes associated with Xj.
We show that both morphisms of derived categories are compatible mod p > 0 if the
dimension of X is < p — 1. We use this compatibility to compute the (¢, I')-module
mod p associated to the Drinfeld Curve.

Résumé

Soit k£ un corps fini de caractéristique p > 0 et X une variété lisse sur spec k avec
bonne réduction. En 1987, Deligne et Illusie ont démontré la dégénérescence de la suite
spectrale de Hodge vers de Rham d’une fagon purement algébrique, en construisant un
quasi-isomorphisme dans la catégorie dérivée entre le complexe de de Rham de X et un
complexe a différentielles nulles. Concomitamment, Fontaine et Messing ont construit
un Frobenius divisé sur les complexes cristallins associés a Xy. Nous montrons que ces
deux morphismes de catégories dérivées sont compatibles. Comme application de cette

compatibilité, nous calculons le (¢, I')-module mod p associé a la courbe de Drinfeld.
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Introduction

Soient k un corps fini de caractéristique p > 0, W = W(k), S = spec W, X un S-schéma
propre et lisse sur S, et X sa fibre spéciale. Fontaine-Messing ont construit en [FMS&T7|
un Frobenius divisé cristallin, construction généralisée par Breuil [Bre98| dans le cas log-
cristallin. D’autre part, pour montrer la dégénérescence de la suite spectrale de Hodge
vers de Rham, Deligne et Illusie ont construit une fleche mod p en [DI87| qui fait aussi
intervenir un Frobenius divisé. L’objet de cet article est de comparer la réduction mod p
du Frobenius divisé cristallin de Fontaine-Messing et la construction de Deligne-Illusie, ce
qui répond & une question tout & fait naturelle. L’'intérét du calcul de Deligne-Illusie est
qu’il est algorithmique. En effet, ce morphisme est défini explicitement comme une fléche
des complexes des modules des formes différentielles sur Xy vers un complexe de Cech
du complexe de de Rham de Xy, relatif & un recouvrement affine modulo p?, sur lequel
on dispose d'un relévement du Frobenius. Ceci nous permet par exemple de calculer le
(¢, T')-module mod p associé a la courbe de Drinfeld, en complétant ainsi des résultats de

Haastert-Jantzen [HJ90| sur la cohomologie cristalline de ces courbes.

Voici le contenu de cet article. Nous donnons les notations dans la premiére partie.
Dans la deuxiéme partie, nous rappelons les constructions cristallines usuelles ainsi que
la construction du Frobenius divisé de Fontaine-Messing, précisée par Kato [Kat87]. Dans
la troisiéme partie, nous établissons le théoréme de comparaison en comparant d’abord
la construction de Deligne-Illusie et celle de Fontaine-Messing en degré £k = 1. Dans ce
cas, le calcul du Frobenius cristallin se fait par descente cohomologique. La construction de
Deligne-Illusie est multiplicative & partir du cas k = 1. Le reste de la démonstration consiste
& observer que la construction du Frobenius divisé cristallin est elle aussi multiplicative.
C’est facile a faire sur un schéma muni d’un relévement du Frobenius et pour obtenir le cas
général on s’y raméne par descente cohomologique. Nous pouvons alors déduire le cas de
degré quelconque < p—2 du cas de degré k = 1. Dans la quatriéme partie nous passons aux
applications cohomologiques dans le cas ou X est projectif et montrons que aprés passage
a la cohomologie, le morphisme de Deligne-Illusie coincide mod p avec le Frobenius divisé
de Mazur. Dans la cinquiéme partie, nous appliquons le résultat précédent pour décrire le
(¢, T')-module mod p associé a la courbe X de Drinfeld, qui correspond a la représentation
galoisienne H, elt(Xva Qp), via l'algorithme de Wach [Wac97].

Enongons & présent les principaux résultats de cet article. Désignons par X() le chan-
gement de base de X par le morphisme de Frobenius de spec k& — spec k, DRx, le
complexe de de Rham de Xy, les faisceaux cristallins sont définis en [T} Le théoréme de

comparaison se résume dans le fait que le diagramme suivant de faisceaux dans la



catégorie dérivée des faisceaux de O Xé—modules est commutatif

_2 k k 1 QCTZS
@i:() RuXé*g_[X](’)/SO/H,[Xjr/g' — = 0<p— 2F RUXO*OX()/SO
B0 iy [—H 2 o<p-2F.DRx,,

dont la fleche horizontale du haut est le Frobenius divisé cristallin, et celle du bas est le
morphisme de Deligne-Illusie.

Dans le cas ou X est projectif de dimension < p— 2, et vérifie la condition de Mazur 18]
nous déduisons en que le morphisme R"I" o DI est égal au Frobenius divisé de Mazur

pour tout n < 2dim X :

n
R'T o DI =&y : P H" (X5, ;) = DRx,.
i=0
Dans la derniére partie, nous décrivons comment utiliser ces résultats pour décrire le

(¢, T')-module associé aux courbes de Drinfeld d’équation pour ¢ une puissance de p
XY? - Xy — 79 =0

dans P2. Nous donnons un algorithme de calcul en [5.2.6] En particulier, nous montrons le
résultat suivant : si ¢ = p, 'action de I' est semi-simple et tous les irréductibles sont de
dimension 2 et I'algorithme donné en fin de 'article permet de déterminer explicitement ces
représentations mod. p > 0.

Le fait que notre résultat de comparaison soit valable en toute dimension laisse penser
que l'on doit pouvoir I'utiliser pour calculer explicitement des (¢, I')-modules provenant que
la cohomologie étale p-adique d’hypersurfaces, dont on parvient a calculer la cohomologie
de de Rham & la Cech mod. p > 0.

Nous tenons & remercier, pour avoir répondu avec gentillesse et précision & nos questions
concernant ce sujet : Christophe Breuil, Jean-Marc Fontaine, Luc Illusie et Arthur Ogus.
Nous remercions aussi Michel Gros de nous avoir signalé larticle de Haastert-Jantzen [HJ90],
ainsi que Pierre Berthelot et Bernard le Stum pour l'intérét qu’ils ont manifesté pour ce

travail. Nous remercions aussi le referee de cet article pour ses remarques constructives.

1 Notations

Rappelons que p est un nombre premier différent de 2, k£ est un corps fini de caractéristique
p > 0. Nous noterons W = W(k), W,, = W/p"W, S = spec W, Sy = spec k, S, =
spec Wy, 11. Dans ce texte, X est un schéma lisse sur S, dont la fibre spéciale est Xj.
Pour tout S-schéma Y, Y,, sera le schéma Y,, = spec S, XxgY.
Etant donné une immersion fermée o, : X,, — Y, de Xy dans un S,-schéma lisse Y,

nous noterons P(Y;,) 'enveloppe a puissances divisées de 'idéal de cette immersion, Jy, le



faisceau de PD-idéaux de P(Y,) et Py, le spectre de P(Y},). Le faisceaux d’algebres P(Y;,)
est filtrée par les puissances divisées du faisceau d’idéaux Jy, : Hgl/i]b est l'idéal engendré
par les éléments x[l‘“] . ~x7[~ar] tels que les entiers naturels a; vérifient a; + ... 4+ a, > k. En
particulier, on a I'égalité Jy;,, = Hg On omettra le Y;, en indice quand le contexte sera clair.

Nous serons amenés a considérer dans la suite les sites cristallins X,,/S,, (ou X,,/Sy),

dont on notera Oy, /g, le faisceau structural, défini par

0x,/5,(T) = Or,

si U — T est un épaississement de U, c’est-a-dire une immersion fermée définie par un

idéal a puissances divisées (PD-idéal) Jy = Ker(Or — Op). Ces idéaux forment le faisceau

(K]
Xn/Sn

ci-dessous et on notera ux, la projection sur le site zariskien

de PD-idéaux Jx,, /s, On notera J le k-iéme terme de la filtration PD-adique décrite

(Xn/sn>cris — (Xn/Sn)Zar-

La lettre grecque o désignera a la fois le Frobenius sur k, et aussi son relevé sur W
ou W, pour tout n > 0. Si Yy est un k-schéma, Fy, sera le Frobenius absolu sur Y,
Yy = Yo Xspeck speck, le changement de base par le Frobenius sur k, et F' sera le Frobenius
relatif habituel : Yy — Y{j. De fagon abusive, nous noterons aussi F' le morphisme induit par
F:F _IOYOI — Oy,. En général, si Y,, est un schéma sur S, Y, sera le produit fibré par le
morphisme o :
Y =Y, Xg, Sn.

Un relévement du Frobenius sur Y, (resp. sur Y un S-schéma) sera la donnée d’un
morphisme encore noté F' de Sp,-schémas (resp. S-schémas), dont la réduction modulo p est
le Frobenius relatif F : Yy — Y{.

Si € est un faisceau de W, 1-modules libres sur un Sy,-schéma, on notera m, (resp. m,, 1

I'isomorphisme de multiplication par p, m, : &/p"€ = p- &, (resp. mgl

son isomorphisme
inverse). Si u est un morphisme de faisceaux W ;-linéaire : € — F, le diagramme suivant

est bien entendu commutatif

&/pme ——r—p- &,

| e l

F/pF ——p- 7,

-1 — -1
P ou-uomp .

Si Y est un S-schéma (resp. S,-schéma), on notera Aby la catégorie des faisceaux

ce qui revient a dire que m

de groupes abéliens pour la topologie Zariski sur Y et D(Aby) la catégorie dérivée des
complexes & cohomologie bornée des faisceaux de Aby. On notera aussi D°(Oy) la catégorie

dérivée des complexes & cohomologie bornée des faisceaux de Oy-modules cohérents.



Les conventions pour les complexes (indexés par Z) sont les suivantes : si K* est un
complexe de modules, et a € Z, alors (K*[a])? = K77 Le tronqué cohomologique o<, K*
est le complexe :

o= K1 = Ky — Ker(dgy1) >0+ .

Soient maintenant K** un bi-complexe de modules tel que K™ = 0sii < ig et j < jo
pour un certain couple (ig,jo), et dont les différentielles horizontales et verticales sont
notées respectivement d’ et d”. Alors le complexe simple associ¢ sera noté [K**], et a
pour terme général [K**] " = K" = @, ,_, K% et pour différentielle pour z € K7,
d(z) =d'(z) + (—1)"d" ().

Soient (K?,dy),...,(K};,d;) k complexes de A-modules libres ot A est un anneau
commutatif, alors on notera

K@% o% K

le complexe de n-iéme terme général

B K oawa K

ai+---+ap=n

dont la différentielle est donnée pour =1 € K{*,..., x) € KZ’“ par

dz1® @) =di(21) @22 ® - D py + (—1)M2) @ do(2) @ -+ - @
+ (71)(2?:_11 %W QTR ® Tr_1 @ di(xg).

2 Rappel de la construction du Frobenius divisé cristallin

Cette application a été définie par Fontaine-Messing [FMS87|, et nous utiliserons la version
qu’en donne Kato au niveau des résolutions [Kat87], 1 du chapitre I, ce qui donnera donc

le calcul du Frobenius divisé sur la cohomologie cristalline.

2.1 Reéalisations cristallines

Dans cette partie X, désigne un schéma lisse quelconque sur S,,. On se donne deux .S,,-
schémas lisses Y,, et Z,,, ainsi que des plongements o, : X, — Y, Bn : Xou — Z,, un

Sp-morphisme h : Z, — Y, tels que le diagramme suivant de S,-schémas soit commutatif

Zn (1)
by~ ih
X,—* -y,

Des plongements a, et 5, on déduit des plongements o, : X,y — Yy et By @ Xy — Zyy

pour tout entier n’ < n.

Définition 2.1.1. On appelle réalisation (sur Y,) de Rux,.Ox, s, tout compleze de
D*(Aby,) qui est quasi-isomorphe & Rux,.Ox, /s, -



On remarquera que ces faisceaux en groupes abéliens sur Y,, sont a support sur X,
car c'est le cas des faisceaux de PD-enveloppes P(Y;). Considérons la réalisation de

Rux, 0%, /s, suivante

&y,

n

1 0= P(Yy) = P(Ya) @0y, Dy, =+ = P(Yn) Ro,. O, =0, (2)

dont la différentielle est obtenue a partir du fait que d(x[“]) = zl*=dx pour toute section
locale = du faisceau d’idéaux a puissances divisées J de P(Y},). On obtient ainsi un quasi-
isomorphisme can : Rux,.0x, s, 5 &y,. Remarquons que €y, est le complexe de de
Rham DRy, .

On a une fléche canonique h*€y, — &z, , donnée par les morphismes canoniques

QL — Qf et h*P(Y,,) = P(Z,). Dans D°(Aby,) on dispose d'un quasi-isomorphisme de

complexes can : Ru Xn*é][;;]n /50 = Lyfi, ol L@l est le complexe de faisceaux Zariski sur X,,,

L@L c 0= 5 g ee, 0 — = 3N ge, af —o. (3)

De méme que précédemment, la donnée de ces complexes est fonctorielle en le plongement
X, =Y,

Nous noterons de plus M@l le quotient & support dans X,
(k] _ K] [k+1]
M = o el
c’est-a-dire le complexe

Mg’ji 0= g[k]/g[kﬂl N 3[’%1}/3[@ ®oy., Q%/n EEGIN 3[’6*N}/3[1€*N+1] ®0y, Q% 0.
(4)
Remarquons que d’apreés 5.2 de [BOTS|
OX”/S’H /gAlxn/Sn = an/Sn*OXn' (5)
; 4 : : (%] [k+1]
Le lemme suivant donne une résolution du faisceau Rux,, «d X /Sn /3 X/ Sn l)

Lemme 2.2. Pour tout entier k, il existe un quasi-isomorphisme de complexes
k k+1 ~ k
can : Ran/Sn*(H[XL/Sn/H[Xn/g‘n) —>M£/i

Démonstration. Ce résultat provient du chapitre 6 de [BOTS]|, et plus particuliérement du

lemme de Poincaré filtré cristallin. Introduisons le faisceau linéarisé filtré de loc. cit.
FFL(QY, ) = 3% (P(Y,) @0, P(Va) R0y, OF).

On se reportera a loc. cit. pour voir que ces faisceaux définissent des faisceaux sur

(X5 /Sn)eris, acycliques pour le foncteur ux, . et vérifient

ux,«(FFL(QY ) = 351 0, O, .



De plus, par le lemme de Poincaré filtré cristallin, on a un quasi-isomorphisme de
faisceaux sur (X,,/Sn)eris

3% s, ~ FFL(©s,).

En appliquant la longue suite exacte de cohomologie, on trouve que les faisceaux
FkL(Qg,n)/FkHL(Q;I/n) sont acycliques pour le foncteur ux, ., de sorte que l'on a une

résolution acyclique dans (X,,/Sy)cris

k k
o8 5 18N~ PRIy, )/ P Ls, ).

On a de plus,
we (FELQ )/ P L) ) = wx, e (FELOY,)) e, «(FEFL(QE, )

~ 3[qu]/3[k+1fq] R0y, ngn‘
On calcule donc

k k
R0, 5, /%11 = we (FUL(OS,)/PH1L03,))
~ 3[k7.]/3[k‘+1*o] ®Oy Q;/
k
~ J\/[g/i,

ce qui donne I’énoncé voulu. ]

I1 suit de la proposition 1.5.3 de [Ber96] que les complexes Ey;,, Mgl;i, (resp. Lg’,j) sont
a termes plats sur W,,, ce qui implique le lemme suivant qui sera surtout utile dans le cas

n' = 0.
Lemme 2.3. Soit n' < n, alors

W @, €y, ~ €y,

W ®I[/‘Vn Myfjl o~ Mglfil (resp. pour Lglfi)

2.4 Cas particuliers

On se donne une immersion fermée oy : X7 < Y7, ou Y7 est un Si-schéma lisse, définie par
un faiceau d’idéaux L1, 81 : X1 < Z1 une immersion fermée de X7 dans un Si-schéma lisse
Z1, donnée par un faisceau d’idéaux M7, h un morphisme de Si-schémas : Z1 — Y7 tel que
ho 1 = a1 (comme en [l|pour n = 1). Par changement de base, on a une immersion fermée
ap : Xo = Yp, donnée par le faisceau d’idéaux Lo = L1/pLy (resp. Xo < Zp, donnée par le
faisceau d’idéaux Mp). On note aussi P(Y7) la PD-enveloppe de l'idéal Ly, et Jy, le faisceau
de PD-idéaux de cette algébre (resp. Jz, le faisceau de PD-idéaux de P(Zy)).

On suppose de plus qu’il existe une section s, au morphisme canonique Oy; — a1:0x;,.
Cette section s, : a1:0x, — Oy, permet de munir l'algébre P(Y7) d’une structure de

1.0 x,-module.



Proposition 2.4.1. Soit i € {0,1}.

(i) Le complexe M%}j est a cohomologie en degrés 0 et 1 et est donné par :
M%} 2 0 —>8;@/3[Y2£ — o Qy. — 0.

]

i

(ii) On a un quasi-isomorphisme canonique de complezes : h*M%}j — M[Zl

(i) Quand Y; = X;, on obtient J\/([)l(]Z ~ Qﬁ(i[fl],
(1]

Remarque. La différentielle du complexe F: *MYO est O Xé-linéaire de sorte que ce complexe

est un complexe de O Xé—modules.

Démonstration. Pour la démonstration, nous fixons ¢ = 1, le cas ¢ = 0 étant identique. Le
(i) est une simple réécriture de [4f puisque J K] — Oy, si k < 0 et que, comme l'immersion
fermée oy : X1 < Y est réguliére, on dispose d’aprés la proposition 1.5.3 de [Ber96] d'un

isomorphisme de faisceaux de Oy, -algéebres
Oyl/Ll :> :PY1/HY1 .

Le (ii) provient de la fonctorialité des résolutions Lgﬁ: ] déja rappelées au début de , qui
fournit des quasi-isomorphismes de complexes (V, corollaire 2.3.5 de [Ber74]). L’applica-
tion induite entre h*M%}l] et M[le provient des morphismes canoniques h*Jy, — Jz,, resp.
h"‘Q%/1 — lel et induit un quasi-isomorphisme de complexes puisque ces deux complexes

sont une réalisation sur Y7 et Z; de Rux,.(d X1/81 / 3[)2(]1 / 51)' O
Soient d; le morphisme canonique L;/ L? — a;“Q%,Z_ . On a alors la
Proposition 2.4.2. Sous les hypothéses ci-dessus et pour i € {0, 1},

: 1
(i) le compleze Mg,j

est quasi-isomorphe au complexe
0— Li/I2 % a;Qy. — 0.

(i) On dispose d’un quasi-isomorphisme canonique de complexes :

0——L;/L? arQy, 0

L]

0 — M;/M} — 372}, —0.

Démonstration. La démonstration est donnée pour i = 1, le cas ¢ = 0 étant identique. On
commence par (i). Grace au lemme précédent, il suffit de montrer que les fléches canoniques

qui suivent sont des isomorphismes
2
Li/L} — 3y1/3§/1]~

9



Cette question est locale sur X7. Comme a7 est une immersion fermée de schémas lisses,
cette immersion est réguliére et on peut de nouveau utiliser la proposition 1.5.3 de [Ber96].
Soit W un ouvert affine de Y] tel que 7,..., 7, soit une suite réguliére de générateurs de

L(W). Alors, d’aprés loc. cit., et en utilisant la structure de a1,0x, donné par la section

Se,
I /TR (W) = P a0, (W)r,
k=1
~ L1(W)/L1(W)?,
ce qui donne le (i). Le (ii) est une simple reformulation du lemme précédent. O

Dans la suite, nous appliquerons le résultat précédent aux immersions diagonales Xg —
X1 xg, -+ Xxg, X1, puisque les surjections canoniques O x, @w, - - -®@w, Ox, — Ox, possédent
des sections. Considérons en particulier oy : X7 — X3 x X7 'immersion diagonale et la

section s, du morphisme Ox, ®w, Ox, — a1.0x, donnée par s.(b) =1 ® b.
Proposition 2.4.3. Soit i € {0,1},
(i) Le complexe M[)lf]l est quasi-isomorphe a Qﬁ(i[—l].

(1]

(ii) le complexe MXixxi est quasi-isomorphe au compleze de Ox,-modules
0— Q%, = af Q. .x, = 0,

dont la différentielle d; est donnée localement, pour b,c € Ox,, par d;(b-dc) =b- (1®
dc—dc®1).

Démonstration. Il s’agit d’une simple application de Avec les notations de cette
proposition, dans le cas (i), L; = 0. Dans le cas (ii), L;/L? = Q}(i, et la description de
la différentielle résulte alors de 2.4.2) O

Remarque. Le quasi-isomorphisme de (iii) de entre les deux complexes de la pro-
position est donné par le quotient par 'idéal diagonal Lx,«x, et le morphisme canonique

*xO1 1 . . L. .. .
a; ) XixX;, Q x,- Le diagramme suivant décrit ce quasi-isomorphisme de complexes

d;

1 *()1
0 Qx, iy, x, —0

L,

0 00— -0l 0.

10



2.5 Définition du Frobenius divisé pour k£ <p — 2

On considére k < p — 2, et on se place sous les hypothéses de [1| En particulier, on travaille
avec un schéma X lisse sur S. Le Frobenius divisé de Fontaine-Messing [FM87| induit par

passage a la cohomologie un Frobenius divisé noté

o™

(K] [k+1]
cris * RuXé*HXé/So/g

X1 /So — RuXO*OXo/S()'

Comme précédemment, on suppose donné «,, une immersion fermée X,, — Y, de X,
dans un Sp-schéma lisse. On suppose ici de plus que Y, est muni d'un relévement du
Frobenius F : Y,, — Y} comme en |1} On note encore F' application induite F _IOYT/L — Oy,
resp. F' I'application induite F’IQ%% — Q%/n

Rappelons les définitions de Fontaine-Messing et de Kato du Frobenius divisé. On re-
prend les notations de

2.5.1 Frobenius divisé cristallin en degré 0. En degré 0, il suffit de se donner un
O st veduit
Yy

en degré 0, et est quasi-isomorphe a O X} Le morphisme de Frobenius : F*IOYO/ — Oy,

plongement Xy < Yy dans un Sy-schéma lisse. Pour £ = 0, le complexe M

induit un morphisme F~1P(Y]) — P(Yp), qui envoie le PD-idéal dyy sur 0, si bien que ce
morphisme induit un morphisme @é?o) : PO x; — P(Yo) (puisque P(Yy)/dyy ~ Ox;). En
degré 0, le morphisme de Frobenius divisé

o Ml% s ey,

0

(0)

est alors donné par @, ). Cette définition ne dépend pas du choix de Yp, par un argument

standard qui consiste & considérer les produits cartésiens de deux plongements lisses Y

et Zy. En particulier, pour calculer CIDEO), on peut prendre Yy = Xy et on voit que <I>£°)

correspond au morphisme de complexes O Xy = DRx,.
2.5.2 Frobenius divisé cristallin en degré supérieur a 1.
Lemme 2.5.3. Si1 <k <p-—2, alors on a
F(LY)) C prey,,
k+1
F(LQ/T,LJr ]) c pftley .

Démonstration. L’argument est dii a Fontaine-Messing. Soit ¢ un entier positif, tel que
g < k+1. Comme p > k+ 1, on a I'égalité H[ijl_d = 311217(1' Soit x € dy:, alors F(z) =
2P + pu avec u € Oy, , et donc F(x) = p(zlP) + u) € pOy, . De plus, si y € Oy;, et si on
pose F(y) = y? + pv, alors d(F(y)) = p(y**dy + dv) € pQj, . On en déduit I'inclusion

F(Q%,L) C p?Qf, . On voit ainsi que si k <p — 2,
k—
F (Hg/n q]QqY,;) c pey,,
ce qui donne ’assertion. ]
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Soit n > k, on peut donc définir I’application de Frobenius divisé au niveau des réso-
lutions comme le fait Kato (chapter I, 1) en constatant qu’il existe une unique application

@), faisant commuter le diagramme suivant

ol F.ey,

Si n = k, on remarque que @k(pL[k]) = 0, de sorte que le morphisme ®; passe au

quotient en un morphisme

o, . o

7 — F EYO

= 0, ce morphisme passe au quotient en un morphisme noté

Et comme @y (L[karl] )
0

ok . M[k] — F,&y,. (6)

Ces applications sont indépendantes du choix de deux plongements lisses, Y7 et Ys, tels
que Y] soit muni d’un relévement du Frobenius relatif F; (resp. F» sur Y2). Pour voir cela, on
utilise un argument standard qui consiste a considérer le plongement de X dans le produit
Y] x5, Y2 muni du Frobenius relatif F; x Fb.

Pour un schéma X lisse sur S quelconque, on construit I’application de Frobenius di-

visé @&’“) en utilisant un argument de descente cohomologique qui sera détaillé en (3, Ces
(k)

applications ®¢~ induisent les morphismes de Fontaine-Messing dans D?(O Xé)

k k k—+1
(I)EM)'S : Rqu*g[ ] S /8[)(:‘%%0 - RuXO*OXO/SO' (7)
Posons @5 = EB ms, on dispose ainsi d’un morphisme dans D° (O X(/))
k [k+1
Diris - @RUX/*H,[X]’/S /3 + ] —> RuXo*OXo/SO' (8)

2.6 Compatibilité du Frobenius divisé aux produits

2.6.1 Structures multiplicatives. Soient «, une immersion fermée de S,,-schémas lisses

/

X, = Y, P(Y,,) la PD enveloppe du faisceau d’idéaux définissant I'immersion «,, o,

Iimmersion fermée : X,, < specP(Y,,), d le PD-idéal du faisceau de PD-algébres P(Y,).
Par construction on a une surjection canonique s, : o/ P(Y,,) = Ox, . On dispose aussi de
morphismes canoniques ¢, : o Ql — QO %, (on notera plus simplement ¢ = c1).

Notons aussi
= T( ) ®OY %fn et H[W]Qg/n = 3[m] ®0Yn ngn

On dispose de morphismes de réduction red : Qz — .Sy définis par red(1®n) = ¢(n)

pour 7 une section locale de Q@n
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Nous nous référons la encore a [Kat87] (chapter I,2). Avec les notations[2.1] il existe une
structure de complexe-anneau (c-anneau en abrégé) sur les complexes €y, , ¢’est-a-dire un
accouplement

L
Eyn 027 Eyn — Eyn,
vérifiant les axiomes usuels des anneaux. Il revient au méme d’observer que

N
Ey, = P P(V2) @o,, O,
=0

est un anneau unitaire gradué avec comme unité 1 € P(Y,,) en degré 0 pour I’accouplement
suivant : soient a @ w; € P(Yy,) ® O, et b@wy € P(Yy,) ® Q%I/n, on définit

(a®@w;) - (b@wy) =abw; Aw;.
La relation classique
d((a®@w) A (bR@wy)) =d(a®@w) A b@wy)+ (=1)(a®w) Addwy),

entraine que cette structure d’anneaux gradués donne une structure de c-anneau sur le
complexe €y, . Comme
~ n o=t AP-SERY
g[mlgg,n . glm ]Qifn c glm+m }le ’

le complexe L[}Ifi est un sous c-complexe de €y, , correspondant au module gradué

N
L - a1,
=0

D’autre part, le choix de signe pour les différentielles du complexe produit tensoriel dérivé

détaillé en (1| est fait pour que Prod s’étende en un morphisme de complexes
: L L .ol oL L [l [¥]
Prod: &y, ®z - @z Ly, = Ey,,resp. Prod: Ly ®z - @z Ly — Ly .

Lemme 2.6.1.1. (i) Le morphisme F' induit un endomorphisme d’anneauz unitaires de

Ey,, et donc un endomorphisme du c-anneau Ey, .

(ii) Soit n >k, le diagramme suivant est commutatif

kp
ol o oh ol ey, of ok Rey,

n

\LProd Prod
Dy

F*EYn_kv

ot Prod est l'application produit, suivie de [application canonique F.Ey, , —
F.Ey .
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(iii) Le diagramme suivant est commutatif

®k@(1)

M[” . @k M“] F.&y, @ .- ok F.&y,
\LProd Prod
o)
Mg’fj F.Ey,.

Démonstration. Par la propriété universelle de l'algébre des algébres a puissances divisées,
F induit un morphisme de PD-algebres : P(Y,)) — F.P(Y,,). D’autre part, le morphisme F
induit un morphisme gradué entre les algébres extérieures @ﬁio Qiﬁ — F @ﬁio %,n, de
sorte que F' induit un morphisme gradué de c-anneaux €y: — FiCy, . De fagon précise, si
Oi=aQw; € Q%,é, et Oy =bQ@uwy € Q%,

= F(@;) N F(@y).

Ceci montre (i). Soient a = (ay,...,a;) € {0,...,N}, et |a| = a1 + ...+ ag. Pour montrer

(ii), il faut montrer que le diagramme suivant commute

~ ~ k.
3[17@}9%{ R ® 5[17%]9;2@&) F*EYn,l R ® F*(C'Jyrk1

\L Prod Prod

gh-lalplel k F.&y, .

On rappelle que 'on a une application my, : €y, | — €y, qui envoie x sur la classe de px.
Soit W1 ® - - - ® Wi, une section locale de 3[1_‘“]Q§1}, ®:® H[l_ak]ﬂgﬂ’i, d’aprés (i) on a

mEProd(@7") (@1 ® -+ @ @) = ~1) A N F (@)

F(
F(an 'ka)
m,

ce qui donne le résultat (ii). Appliquons ce résultat avec n = k : le diagramme suivant est

commutatif

kP
Lm ®Z Xz, [“g/’ F E’Yk 1 ®Z ®% F*EYk—1

iPTOd Prod

k
Ly F.&y,.

[k]/ilyf:l] et tous les morphismes considérés

Le complexe M[}g est égal au quotient Ly,
sont induits par le passage au quotient. Pour montrer le (iii) du lemme, on utilise alors le

fait que le diagramme suivant est commutatif, dont les fléches verticales sont les surjections
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canoniques entre les objets

k®
oo el —Trey, | ok o Rey

| |

1 1] @kl
i of - op o -2 R of o} R,

ainsi que le diagramme suivant

Py
_— F*8Y0

o®) l

k
Mg,ol — F.&y,.

K]
£y

O]

Remarquons maintenant que l'application Prod est fonctorielle par rapport a Y, (2 de
[Kat87]). On en déduit formellement les trois lemmes suivants.

Soient Z, un S,-schéma lisse et f un S,-morphisme tel qu’on ait un diagramme com-

mutatif
Y,
Xn< |4
Zy.
Alors on a

Lemme 2.6.1.2. (i) Les morphismes canoniques f*L[gi — Lglfj sont compatibles au pro-
duit Prod.

(ii) Les morphismes canoniques f*M[ZT]L — Mg,i sont compatibles au produit Prod.
Pour la méme raison, on a I’énoncé suivant

Lemme 2.6.1.3. Le diagramme suivant est commutatif

k d L
&y, ©F - ®% &y~ (DRx,)®

J{Prod lProd

ey, red DRy, .

n

Reprenons ¢, application canonique : a;Qlf,n — Q’)“(n Les complexes M@ et oz;;Q’;(n [—k]
sont quasi-isomorphes, le quasi-isomorphisme étant donné par ’application de réduction red

définie par
si s # k, red (3[’“*51 /3[’“*8“1(2;”) ~0
sin e, red(l®n) =cp(l@mn).

Nous avons aussi le
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Lemme 2.6.1.4. Le diagramme suivant est commutatif

MY oL - o M“@ e, (@ [—1)**

iProd lProd

k red
My _— - Q’)“(n [—EK].

n

3 Comparaison avec le morphisme de Deligne-Illusie

3.1 Enoncé du résultat

Deligne et Illusie construisent en [DI87] un quasi-isomorphisme dans D°(O xp)

pr' =@ o1 : Py, [~k - o<1 FDRx,,

dont la définition précise utilisant un recouvrement affine de X, est donnée en [3.3.1] On
notera DI la restriction de DI’ aux termes de gauche de degré inférieur a p—2. D’autre part,
nous avons rappelé en la définition cristalline du Frobenius divisé de Fontaine-Messing.

Nous pouvons considérer le diagramme suivant dans D?(O X(’))

—2 k k‘+1 écris
B Ruxgudyy s,/ 351 /9 = 0<p-2Fe Rty O x5, (9)
canl can
D) %, [—H] = o<p—2FDRx,,

dont les fleches canoniques sont les fleches cristallines habituelles, expliquées en

Un des objectifs de cet article est de montrer le
Théoréme 3.1.1. Le diagramme précédent est commutatif.

La démonstration de ce théoréme occupe la section [3] et sera donnée en [3.5
(k)

Rappelons que, par passage a la cohomologie, le morphisme H* o DI''"")| coincide avec
l'isomorphisme de Cartier C~! : Qk, — H¥F,DRx,. Pour k = 1, ce morphisme de Car-
tier est défini pour ¢ une section locale de Oy par C~1(de) = classe de (cP~!dc) dans

H'F.DRx,.

3.2 Considérations simpliciales

3.2.1 Notations. Il est classique que ’action du Frobenius sur la cohomologie cristalline
se calcule par descente cohomologique. Nous mettons en place ce calcul ici. Donnons-nous
un recouvrement ouvert de X; par des ouverts affines U; pour i € {0,...,n}, munis de

coordonnées globales et d’un relévement du Frobenius F; : W, — U;. Soit U[O} = Hz‘e 7 Us.
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On considére aussi U; les fibres spéciales de ces ouverts, qui forment un recouvrement de X
et Upg) = [1;¢; Ui- Soit U, le Sp-schéma simplicial donné par le cosquelette cosq(Upg — So),
i.e. le schéma simplicial augmenté vers Sy de composantes les puissances cartésiennes de
Ug) sur Sp, U, le schéma simplicial augmenté vers Xo, cosq(U[O} — Xp), de composantes
les puissances cartésiennes de Ujg) sur Xo. Nous disposons bien entendu, aprés changement
de base par le Frobenius, des schémas simpliciaux U et U. On note alors € le morphisme
canonique U[/o} — X

Sur le site cristallin associé au schéma simplicial U!, on considére les faisceaux Oy /g,
L]

et pour tout entier k le faisceau J, (k] (vesp. Ju1 s,/ 2 / s,)- Le schéma U, (resp. U, /) est un

sous-schéma simplicial de U, (resp. U, ). Notons encore pour un multi-indice i = (io, ..., %y)

- Ui = Uioﬂ"'ﬂUiua (resp. Uzl = UzloﬂﬂU{u), ui = uloﬂﬂulu (resp. u; =
Wi, M- NU,),

- Uy = Wiy Xy -+ x5y Wiy, Uy = Uiy X55 - -+ X5 Uy, (resp. version primée),

- «; I'immersion fermée U; — Uy, a; 'immersion fermée U — U’(i), Bi 'immersion
fermée U; — Uy, B; 'immersion fermée U] — U(’i). Soit M] l'idéal de cette immersion.

Avec ces notations Mz’ ; est l'idéal de I'immersion diagonale Ui’7 ;= Uiy

- ZP(U@) la PD-enveloppe de I'immersion oy, J; le PD-idéal de cette PD-enveloppe,
(resp. fP(U’(D) la PD-enveloppe de l'immersion o, et J; le PD-idéal correspondant),
P(U)) la PD-enveloppe de I'immersion fermée §; : U; < Upy), J; le PD-idéal de
cette PD-enveloppe, (resp. fP(U(’l.)) la PD-enveloppe de l'immersion fermée 3;, J le

PD-idéal correspondant).

- Notons encore les immersions ouvertes j; : U; <= Xo, et ji : U] — X|.

- Nous disposons d’immersions fermées de schémas simpliciaux U, — U’( > resp. U, <
L]

U, resp. U, = Uy,), resp. U, < U(,). Nous pouvons alors introduire les complexes
simpliciaux &, LI et v[K] correspondant & ces immersions fermées, et qui seront notés

(K] (K] (%] (%]
i L , M ’MU’ Eu o, oy
u(o) (o) u(o) (o) u(.> U(.)

respectivement £

- Notons V(,) I'un des schémas simpliciaux précédents et vam un complexe simplicial

sur V(,, on notera le complexe situé a I’étage u du schéma simplicial V,) par

J{V(.) (u) = :KV(.)( H Vl)a et KV(.),S(U)
|é|=u

désignera le s-iéme terme de ce complexe.

Dans la suite on adaptera la proposition aux immersions fermées [3;. Soit k un

entier (k € N). Comme U/ a pour composantes des réunions disjointes d’ouverts de

) gl

x1/50/ x50 sont sommes directes de restrictions de

X}, les composantes du faisceau £*J
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[ ] X! /S0 / 3 U 5 des intersections de u-ouverts parml les U/, pour u variable. On voit ainsi

X4 /S0
que €*J'y, [k] X4/50 /3 )l?f/ls est le faisceau simplicial 3 Ul /50 /d [?f/lblo

Par V 3.4.8 de [Ber74], la fléche canonique d’adjonction H 115 /3[)’?/15]'0 —
RE*E*H[)I;](,) /50 /3[)]22/1;0 est un isomorphisme, ce qui nous donne finalement un isomorphisme

canonique dans D?(O X5)s

RUX/*H[H X2 /S0 /3)]:—:"_/15 = Rey o RUU;*g[;%/SO/g;;F/{SO

L’application € : Ul — X0 est affine, et grace a la proposition les termes du
complexe RuU/*BU/ /S0 / HU, /S sont OU‘ cohérents, de sorte que ce complexe est a termes
acycliques pour &,. Nous le calculons explicitement dans la sous-section suivante.

Dans la suite, on notera DC” les morphismes de descente cohomologique se rapportant

a des résolutions simpliciales de X.

3.2.2 Conventions pour les complexes simples. En vue du théoréme de comparaison,
nous devons faire le remarque suivante. Soit U, le schéma simplicial correspondant au recou-
vrement (U;). Le complexe de Cech utilisé par Deligne-Illusie est un quotient du complexe
de chaines du complexe simplicial DRy, . De ce fait, nous modifions légerement le passage
au complexe simple de la fagon suivante, pour se ramener a un analogue du complexe de
Cech.

In fine, nous aurons & considérer des complexes simpliciaux fKU(.) sur le schéma simplicial

U,. Pour un tel complexe, nous pouvons considérer le complexe sur Xg
D JiXuv,-
li|=u

Nous remarquons alors que ceci définit un complexe simplicial sur le schéma simplicial
constant X, noté j*JCUm. Le complexe simple associé est le complexe de cochaines du
complexe simplicial IKU(.). Le complexe des cochaines alternées est naturellement un sous-

complexe du complexe de cochaines. On pose alors

Définition 3.2.3. Le compleze simple associ€é a Xy, et noté

{j*KU(.J

sera le complexe quotient du complexe de cochaines associé a ﬂCU(.) par le complexe des

cochaines alternées.

I résulte de 3.8 du chapitre 1 de [God73] que le complexe simple ainsi défini et le
complexe de cochaines (resp. P(U/ ( )) la PD-enveloppe de I'immersion fermée j;, J; le PD-
idéal correspondant, sont homotopes. Cette définition est bien entendu fonctorlelle. Dans le
cas d’un faisceau sur Xy, qui définit un faisceau simplicial sur U,, le complexe ainsi défini
est le complexe de Cech usuel. Si on ne prend pas cette définition, on trouve le complexe

de Cech non ordonné (et infini) du faisceau considéré.
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Dans la suite, nous utiliserons des propriétés de descente cohomologique, avec des mor-
phismes satisfaisant la descente cohomologique. Il sera sous-entendu dans la suite que ces
morphismes seront & valeurs dans un complexe simple au sens de la définition ci-dessus,
c’est-a-dire qu’il sera obtenu en faisant suivre le morphisme de descente cohomologique
habituel par passage au quotient du complexe de cochaines. Pour les morphismes de descente
cohomologique, cette fléche sera un quasi-isomorphisme, puisque ’application de passage
au quotient est un isomorphisme.

Rappelons maintenant la construction de Deligne-Illusie.

3.3 Rappel de la construction du morphisme de Deligne-Illusie

3.3.1 Principe de la construction. Celle-ci est expliquée en [DI87]. Reprenons les
notations de 3.2.11
On désigne par DRx, le complexe de de Rham sur Xy et €¥(DRx,) le complexe simple
associé au complexe de Cech du complexe DR x,. Ces deux complexes sont quasi-isomorphes.
Tout d’abord DI est induit par le Frobenius en degré 0 : O Xy = F.DRx,.

Deligne et Illusie définissent (voir ci-dessous [3.3.3))
DIWM . O, [-1] = F.€"(DRx,),
qui donne un morphisme dans D®(O xp)
DIV : QY [~1] - F.DRx,.
Pour k < p — 1, il existe une section

S: Ql§(6 [— K]

Rk
(2 1-0)
w1 /\--'/\wk}—>%zgeekwa(1) @ D Wo(k)s

ol Gy, désigne le groupe des permutations sur k éléments.

Deligne et Illusie définissent DI®) Q’)“((,)[—k] — F.DRx,, comme le composé

DIMH®F
>

h, [-h] —% (Ql a[_”®k> (F.DRx,)®" "™ . F.DRy, ,

ol le morphisme Prod est défini comme en [2.6.1

3.3.2 Comparaison en degré 0. En degré 0, d’aprés [2.5.1] on peut utiliser Xy pour

calculer @20) : OX(/) — DRx,. On voit alors que @SJ) = DIéO) 3.3.1)), ce qui signifie qu’en

degré 0, le diagramme [9] est commutatif.
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3.3.3 Construction en degré 1. Identifions comme d’habitude pOx, a Ox, via m, :
P
OXO ~ pOX1 .

Suivant 2.11 et 5.4 de [II96], il existe un morphisme O y;-linéaire
hij € Homo ., (x5, Fa0x,) (Uig),
tel que

(i) Vb,c € Oy, ¢ un relevement de ¢ dans Oy, h; j(bdc) = bPmy  (Fj(¢) — F3(€)), qui est

indépendant du choix de ¢ et,
(ii) hij+ hjgk = hig.

La deuxiéme relation implique que les h;; définissent un cocycle de

J’Comoxé (Q}%/SO,F*(‘)XO). On a:

F.€Y(DRx,) : 0— [[F0Ou, = [[ F0u,, P[] P,

1<J
— F.0 F.Q! F.Q%) — ... = FOQN -0
* VU 5.k *20U; 5 *22U; *2 U0, in :
i<j<k i<j i

Deligne et Illusie définissent un morphisme relativement au recouvrement par les ouverts

(U;); en degrés < 1 par :

(i) Ya € Ox;, DI (a) = (F(a)y,) € [1; O,

(i) Y € O, DIV () = (hiy (@), ) my  (@F @), € [Liey FOv, ® 1 F-0u,

3.4 Le calcul pour k=1

Les notations sont celles définies en Dans ce cas, le calcul est explicite.

3.4.1 Description des étapes du calcul pour k£ = 1. Toutes les constructions et
énoncés expliqués ici font ’objet des sous-sections suivantes.

(i) On considére d’abord la premiére colonne du diagramme[9|pour & = 1. On peut utiliser

) T , . 1] 2]

le schéma simplicial U, — U, () bour calculer une réalisation de Ru Xé*g X4/S0 /d X4/S0

par descente cohomologique. On obtient ainsi un complexe K* explicité en et

(2] .

: X/ /SO—>K .

On définit alors en un morphisme de complexes w : ) 6[—1] — K* qui rend

commutatif le diagramme suivant

un quasi-isomorphisme de descente cohomologique DCY : Ru Xé*H[)l(], /S0 /d
0

. (2]
K %l%gx(g*ﬁx(g/so/gxé/so

\ o

Qﬁ% [—1].
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(ii) On procéde de méme pour la deuxiéme colonne du diagramme |§| pour k£ = 1. Le
schéma U, < U(,) permet de calculer une réalisation E* de FiRux,«Ox,/s, (Cf.
Soit F.CY(DRy,) le complexe de Cech relatif au recouvrement par les ouverts U; de
Xo, du complexe de de Rham DRx,. On dispose d'un quasi-isomorphisme de réduction
canonique red : E* — F,DRx,, ainsi que d’un quasi-isomorphisme res (résolution) :

F.DRx, — F.CY(DRx,) et on montre que le diagramme suivant est commutatif

DCs

F*RU’XO*OX()/SO E-

lcan J{red

F.DRy, "~ F.CV(DRy,).

(iii) Pour k = 1, le morphisme de Deligne-Illusie est défini par un morphisme de
complexes DI . Q% [-1] — F.€Y(DRx,). D’autre part, comme les ouverts U; se
reléve mod p? en les i)uverts U;, on peut utiliser le schéma simplicial U, < U,
pour calculer le Frobenius divisé cristallin. Concrétement, en procédant comme en [6]

(1)

e

nous obtenons un morphisme de complexes ®¢’ : K* — E*. La derniére étape de la

vérification consiste alors & montrer (3.4.9) que le diagramme suivant est commutatif

(1)
K. ‘1)6 E.
U)T lred
1 IV oy
QL [-1] F.¢"(DRx,)

La comparaison pour & = 1 est alors formelle & partir des trois étapes précédentes et

fait I'objet de[3.4.10

3.4.2 Conventions d’écriture. Les algébres ‘P(U’(i)) sont des Ou/(_)—algébres, obtenues par

la propriété universelle des algébres a puissances divisées. Les morphismes g,/ 3?] —dy/ H£,2]
avec |i| = u et |#/| = u’ sont obtenus par fonctorialité des enveloppes a puissaﬁces divisées
A partir des morphismes habituels Ou/@ — Ou/@,), et dont la construction est rappelée ci-
dessous. Pour expliciter ces morphismes, nous nous contentons dans la suite de donner les
formules pour les fleches Ou/@ — (‘)u@). 11 est alors sous-entendu que ces fléches donnent des
fleches au niveau des complexes simpliciaux considérés, par fonctorialité des constructions.
Il s’agit donc d’un abus de notation, qui est habituel. Nous considérons les applications
analogues sur les ouverts U/, qui seront notées de la méme fagon.

Nous donnerons au cougs du calcul 'expression détaillée de ces fleches.

D’autre part, nous travaillons dans des quotients. Nous utiliserons alors la notation @
pour signaler qu’on regarde I'image de ’élément a dans un quotient, qui sera en principe
clair. Ainsi, dans 3;/3’?] (out J; est le PD-idéal de (P(U’(i))), si b est une section locale de

Oy, resp. ¢ une section locale de Oy, 'élément 1 ® bc — b ® ¢ sera 'image de 1’élément
2 J
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1®be —b® c modulo J’ ?]. Les conventions sont les mémes pour les applications analogues
sur les ouverts Uj.
Considérons, pour u € N, i = {ig,..., i}, et L € {0,...,n}\{i0,. .., i},

0 Oy, ®s, -+ ®s, Oy — Oy @sy -+ @sy Oy @sy -+ @sy Oy
f0®...®fu| f0®...®1®...®fu_

Ces fléches induisent des fléeches

d i P(UG) Ijimure (W)
S = T1(Ss) ——= d'**(S) avec (d'""(S)); = S (=1)16,(S, = . )

20550050 tu417"

ainsi que les fleches analogues pour v € N, d'"" :

II »w ®Q“,)—> II »w )®Q”, . (10)
|i|=u+1 B |i|=u+2
De plus, on a les inclusions d; (3;07 ) C 3;0’_“717.“,%, de sorte que 9; induit une application

o: 3/ — 3,/ (11)

Ces énoncés restent vrais pour les ouverts U] et les idéaux J.

Le complexe Re, o Ruy:.du: /s, /3 5], ERRACE les notations de [2.4.1| appliquées aux im-

mersions fermées [, est quasi-isomorphe au bicomplexe M**, qu’on représente comme un

complexe dont les termes sont des complexes en degré 0, 1, ..., n :

(1] (1]
M .O—>1:[M —>HM(,”>—> —>M(O """ )—>0. (12)

Toujours d’aprés [2.4.1] chaque complexe M[Ull admet une résolution en deux crans. Soient
(@)

1,7 >0,0n a J\/[[l, ~ Q%], [—1] et JV[[ I st le complexe

N 0,J (z 7)

M[” 10— J} J’ L= B —0. 13
(i)
(m) i.J

i
U/
(4,5)
vl , : ) , . . ol

Ul nul en degré 0 et qui est donné en degré 1 par le morphisme canonique 3 AL —

2 7

Qb .

Ul

Considérons le bi-complexe de terme général K“* pour u,t > 0,

H J//J/z , et Kl’u: H 5/*QU’ )

lZ|l=u+1 li|=u+1

L’immersion fermée f3; o U/ ;= U(’ij) induit un morphisme de complexes ﬂ —

avec pour différentielle d* : K-* — K-ut1 décrites ci-dessus (10) et d”"", qui est la

différentielle provenant du complexe donné en[2.4.1] et qui sera explicitée plus loin. Ecrivons
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les premiers termes de ce bicomplexe :

0 0 0 0

1 * 1 *
0 H Q U; HK] B/l & Gi.5) Hi<j<k /B,iJ kQU{mk)

d//l,O

d'° 2]
0 0 Thias 73/ 72— Thicjep Vi T —— .

Le complexe simple K* associé & ce bi-complexe est quasi-isomorphe & Re, o
RuU‘*HU: /S0 /35]: /5 et aussi au complexe Rux«(Jx, /S0 /H[)z(]o /So)’ c’est-a-dire finalement
au complexe a Qﬁ% [—1] (cf . En particulier, la cohomologie de ce complexe est concen-
trée en degrés 0 et 1, de sorte que ce complexe simple est quasi-isomorphe a son tronqué

cohomologique o<1 K*. Le complexe simple K* est le complexe :
K*: 008007 @Ql,
z'<j
ST Siswl TP ED B Ql, Lo B ,ngi —0, (14)
i<j<k 1<j v ’

et les premiéres différentielles proviennent par fonctorialité de la formation des PD-algébres,

des fléches suivantes :

th@ﬂwz = I Go(hjw) = 01(hig) + 02(hi ) B[ [(1 @ wj — wi ® 1 — dhi ;).

i<j 1<j<k 1<j

On note finalement DCY le morphisme de descente cohomologique
2
DC} Ruxé*gxé/%/gggé/so K.

Dans la sous-section suivante, nous précisons ce calcul.

3.4.3 Premiére étape pour k£ = 1. Soit GV(Qﬁ%) le complexe de Cech du faisceau Qﬁ%
associé au recouvrement des (U]), alors on dispose d’un morphisme canonique de résolution
s Q4 P eV (4 6) donné en degré 0 par res’(w) = ((wy,))-
Il est tautologique que le diagramme suivant est commutatif

9 can=DC],

DcCq
\ ) )
res

e¥(,)[-1).

Le deuxiéme terme K du complexe K* de (14| s’identifie &

Klanlgj@Hng. (15)

1<j
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Définition 3.4.4. Pour w une section locale de Qﬁ%,

wi(w) = ((woy,) Pww) € K"

Proposition 3.4.5. L’application w définit un morphisme de complezes Q% [—1] — K*
0

on pose

rendant commutatif le diagramme :

can=DC],

2] 1
RUX(I)*HX(I)/SO/HX(’)/SO OX6®Q 6[—1]
DCy,
\ o) /
w
Ke.
Démonstration. Montrons d’abord que w est un morphisme de complexes. Rappelons
d’abord qu’on considére OX(’)XX(’) comme un Oxé—module viab—1®b.
Comme Qﬁ% [—1] est un complexe a différentielle nulle, il suffit de montrer que dyow; = 0.

Un élément w de Qﬁ(, s’écrit localement w = bdc, soit comme la classe de 1 ® bc — ¢ ® b,
0

avec b,c € Oxy. Alors wi(w) = (0©1®bc—c® b|Uzng]/,) @D (bdcyy;). La composante sur

Ji,j,k:/JP]

ik de diow(w) est

diowi(W)ijr=1010bc—-10c@b—-(1010bc-—cR1®b)+10bc®1l-cb®1

—(elel-loce)(lelab-1ebal) e,
= 0.

La composante sur ,B;‘jQ}], de dj o wy(w) est
’ (#,3)

diow(w)=—-d(1®b)(1®c—c®1))+b(l®dc—dc® 1)|U¢'j
=—(1®c—c®1)(1®db) — (b(l1®dc—dc® 1)+ b(l®dc—dc® 1)\U{j)
=(1®c—c®1)(1®db)
:0 € *‘Qll
6Z’j )

car (1®c—c®1)(1®db) € M;; ® Ql, ot on rappelle que M; ; est I'idéal diagonal de
(4,3)
I'immersion Ui’7 ;< U(’ij). On en conclut que w est un morphisme de complexes.
Considérons ensuite le diagramme de morphismes de schémas simpliciaux, ot les deux
carrés sont commutatifs
/1( !/
U. U(.)
| 0
U,% U/
| o |

X)X/ .

Le carré cartésien du haut donne une fleche canonique red’ : K+ — €Y(Q%,)[—1] tel que
0
red o DCY = DC'. Le complexe €V = GV(Qﬁ(é)[—l] s’écrit :

anﬁnﬁlgﬁ@nﬁlg}j%...d—;ﬁﬁlé — 0.

i<j
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Calculons red’';. On rappelle I’égalité

=11 J’J/J’ @ HQl,

1<J

Alors, d’aprés la démonstration de |2 et [3.4.2) -, la flache red’; est la projection :
red'y((wi;) @ (m:)) = (m:)-

Ceci nous permet de calculer pour w € Qk/,
0

red'; o wy(w) = Ted,l((wlUi/,j) @(MU{)

On en conclut que res’ = red o w.

On dispose finalement du diagramme suivant dans D?(Ab X(/))

fotel

can=DC|| 1
Rqu*gX,/SO/HX’/S Q / _

ou

red o DCY = DC
res' o DCj = DC}
red ow = res’.

On en déduit : red’ o DCY = res’ o DC| = red' o w o DC{,. Comme Papplication red’ est un

quasi-isomorphisme, cela nous donne 1’égalité des morphismes dans la catégorie dérivée :
w o DCj = DCY,.
O

Nous obtenons en particulier le

Corollaire 3.4.6. Le morphisme de complezes w construit en est un quasi-
isomorphisme de complexes.
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3.4.7 Findu cas k = 1. Relativement aux immersions U; < Uj;), nous pouvons considérer

les complexes

., 0— '.P(U@) — {P(U@) ®OU@ Qllj(z_) — e ?(U@) ®0U@ QJJ@ — 0.

@ °

D’aprés le morphisme CIJS) induit un morphisme de complexes entre le bicomplexe
suivant Me-* défini en [[2]

1 1 1
0— HMEJJ — HJ\/[EJLJ) — = MHO
7 1,]

et le complexe
0— HF*SUZ- — HF*SU(i,]-) == Flug )
i 12
et donc par définition de K*, qui est le complexe simple associé au complexe source, un
morphisme <1>§1) :
K*— |0— HF*SU@ — HF*g'U(z’,j) - F*EU(@'O
i ij
Dans la suite, nous noterons E* le complexe simple but du morphisme précédent. Nous

pouvons expliciter ce complexe de la fagon suivante :

E*: 0= [[F0u — [ BP0 B[] 7o

i 1<j
= I B2 D26 @2, DI F0v @98, — -
1<j<k 1<j i

,,,,,

Considérons maintenant comme pour la démonstration de [3.4.5] le diagramme de schémas

simpliciaux

Par descente cohomologique, on a un quasi-isomorphisme entre E* et FiRux,+0x,/s,-

On dispose enfin d’une fléche canonique red :
E* "4 F.¢Y(DRx,),

qui provient des quasi-isomorphismes F*EU“.) — F.DRy,,, et tel que le diagramme suivant

soit commutatif :

DC
FyRuxy:Ox, /s, - F.CY(DRx,) -
NedT
E-.
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De méme, si 'on note res la fleche de résolution canonique FxDRx, — F.C/(DRx,), le

diagramme suivant est commutatif :

DCq

FLRux,:Ox, /s, F,CY(DRx,) .

O res
DCy=can T
F.DRx,.

Finalement, nous obtenons formellement
red o DCy = res o can. (16)
Calculons I'application red :

Ted(): Hz F*OUZ- HHZ F*OUZ-

(9i) ————(9i)s

red : Hz F*?(U(i,j)) D Hz F*Q%Il — Hz F*OUi,j D Hz F*QIIJ,
(i) D(wi) 7i,j(Kij) D(wi),
ou 7;; est 'application de réduction canonique : F*CP(U(i’]-)) — F*OUZ.J.,
fait que Oy, ; ~ P(Ug; )/ i

correspondant au

Proposition 3.4.8. Le diagramme suivant est commutatif : (niveau 0)

Ox; [—1] = K
\LDIE(O) o oM
F,CY(DRx,) <— E-.

Démonstration. Nous reprenons la description[I4]du complexe K. En particulier, son terme

KO est canoniquement isomorphe a IL; Opr. Soit f une section locale de O X4 alors
7

wo(f) = (fior) € K,
oy o wo(f) = (F(fiv)) € E°
redy o 5 o wo(f) = (F(fiv2),
= DI (/)

Proposition 3.4.9. Le diagramme suivant est commutatif :

lDIS) o o
Vv .
F.€"(DRx,) <— E*.
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Démonstration. Nous reprenons la description . du complexe K*. Soit w € Qﬁ%, qu’on
écrit localement comme w = bdc, i.e. w = 1®bc—c®R b, avec b,c € OX(/). 1l suffit, par
linéarité, de montrer que red; o oY 6w, (de) = DLgl)(dc), pour toute section locale ¢ de
Ox;. Dans la suite, nous prenons w = dc. Nous identifions & nouveau comme en le
faisceau Qllfi”j alJij/ JF]] ,etdeal®ce—c®1 (le surlignage indique que I'on prend la classe
modulo lej]) Alors on a
1 1 1 1 1
o). k' =[[op, DIl — [[A2Uw) D] A

1<j i 1<j %

et DI Qy, — [170u., @HF*Qli,.
1<J [

(1)

Dans la suite, on compare les applications red o ®¢’ o wy composante par composante. On
note p; ; les projections E' — F,P(U(; ;) (resp. de F.eV'(DRyx,) — F.0(U;;)), et p; les
projections E' — FL.Qy; (resp. de F.eV'(DRyx,) — F.Qp).

Le Frobenius divisé <I>g1) se calcule composante par composante. On sait que
wi(w) = (W) Pwor)-

Pour calculer p;; o @él)(w), il faut prendre un relévement local ¢ de ¢ dans O X w =
1®¢é—¢® 1 est alors une section locale de 2} - On calcule

Fix Filopg ) € pPP(Ug,j),
et on applique m,; L pour avoir le résultat dans iP(U(m-)). Le résultat ne dépend pas du choix

de ¢. On calcule (en notant ¢ = c|u;j) :
(Fi x Fy)(opg ) = (Fs x Fy)(l@é—e®1) € P(Ug,y)),

=1® Fj(¢) — Fi(¢) ® 1.
Soit r;; = (1® Fj(¢) — Fi(¢) @ 1) € P(U;5)), et v les puissances divisées sur le PD-idéal
di,; idéal. Il est clair, d’aprées la construction de @&1) donnée en que 75 € p?(u(m)), ce
que l'on peut vérifier explicitement.
Lemme 3.4.9.1. r;j € pP(U; ).

Vérifions ce lemme. Nous savons que F}j(¢) — F;(¢) € PP, ;) €t
1@ -e1l=(1®c-ex® 1)’ modpP(U, ;)
Finalement, ceci nous donne
1® Fj(¢) - F(e) @1 =1® Fij(¢) — Fi(¢) @ 1 + 1 ® (Fj(¢) — F(¢))

= 1® Fi(¢) — Fi(¢) ® 1 mod pP(U ;)

=1®cd - ®1mod pP(U ;)

=plp— 1)1 ®c—c®1)mod pP(U ;)

= 0 mod pP(U ;)
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Observons maintenant que

redy (m,(1® F;(¢) — Fi(é) ® 1)) = m, ' (F;(¢) — F;(¢)) € Oy, .

Donc, pour w = dc une section locale de 1 x; en utilisant I’expression de Dlél) donnée
en nous obtenons
pijoredi o B 0wy (w) = m, ™ (F(&) - F(9) € O,
= pij o DIV (w).
Comme ceci est vrai pour tout 4, j, ceci achéve la démonstration de la proposition. O

Nous terminons par un corollaire qui achéve la démonstration du théoréme.

Corollaire 3.4.10. Le diagramme suivant de morphismes dans les catégories dérivées est

commutatif :
(1)

cris

RuXé*gXé/SO/HX(’)/S — F RUXO*OX()/SO

Ca7li Ca7ll

Ql, DIY DRy,

Démonstration. Les propositions et [3:4.9 nous donnent le diagramme :

RUX(’)*(HX(’)/SO/g[;]//SO)

0 DCY, / N
(I)(l> \ Ko I<1)

©)
FiRux,xOx,/s, o) F.CJ(DRx,)

\/

F*DRXO.
De ce diagramme on déduit les égalités de morphismes de complexes

res o can o (PETZS =redo DCy 0 (I)((:rzs
=redo @él) o DCY}
=redo CIJS) ow o can

= DIe(l) o can,

et donc que le diagramme précédent de morphismes dans les catégories dérivées ad hoc est

commutatif. O

En particulier, I’égalité des morphismes précédents montre 1’égalité des morphismes dans
D*(0x;)
can o M) — pro can,

cris
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et donc le cas k = 1 du théoréme B.1.11

Appliquons maintenant le foncteur o<; au diagramme @ On note ®=!

cris — 0<19° Peris et

DIS! = 021 0 DI . Le morphisme DI est un quasi-isomorphisme puisque par passage a la
cohomologie il coincide avec I'isomorphisme de Cartier. Sous 'hypothese de [T, que X est
un Sp-schéma projectif lisse, qui se reléve modulo p?, i.e. qui admet un relévement projectif

lisse sur S7, nous en déduisons formellement le

Corollaire 3.4.11. Nous avons les énoncés suivants, en utilisant la notation donnée en [

: ‘ . 2
(i) Le morphisme (136%3 : Ruxy . (ix; /O xs @Hxé/SO/H[X]é/SO) — o<1 FuRux,«Ox, /s, est un

quasi-isomorphisme Db(OXG) dans D*(Ox,).

(i1) Si Xo est une courbe, le morphisme ®epis est un quasi-isomorphisme de Db(OX(/)) dans

Db(0x,).

3.5 Comparaison : le cas général, £k <p — 2.

Nous avons vu que le calcul du morphisme de Deligne-Illusie provient de la structure produit

sur le complexe de de Rham. Le but des diagrammes commutatifs qui suivent, de a
(k)
T

est de montrer que le Frobenius cristallin @ ;. peut aussi se calculer a partir de % fois le

produit de o)

oriss dans la catégorie dérivée. La comparaison dans le cas général entre les

morphismes de Frobenius cristallins et de Deligne-Illusie se fait alors en se ramenant au cas
k=1B411
Définissons le morphisme ®*) dans DO X()) comme 'unique morphisme faisant com-

muter le diagramme

k SETIR S
Ry (3%) 6, /3508 FeRux, O, s,
O, [~k ——*"—— F.DRy,.

Nous souhaitons montrer que le diagramme suivant de complexes de faisceaux dans la

catégorie dérivée est commutatif

Rk
(1) 2 g
lProd Prod
P (k)
Q’)f% [—k] F.DRy,.

Dans le cas ou X1 admet un relévement global du Frobenius c’est facile a voir, mais dans

le cas général nous devons utiliser un recouvrement affine de X; comme en [3.2.1
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3.5.1 Un premier diagramme commutatif. Nous reprenons ici la construction simpli-

ciale et les notations simpliciales de [3.2.1, Nous noterons €V (Ql X(’)) le complexe de Cech

du faisceau Q}X, relativement au recouvrement par les ouverts U, de terme général
4 i

.0l
D iy
li|=t B
Les immersions fermées §'; : U/ — U, (’i) induisent un morphisme de schémas simpliciaux entre
les schémas simpliciaux U] et U] — U(’i). On peut considérer les complexes simpliciaux
%] [k+1] ’ , R . )
calculant Rux,+d X!/S0 /d X/ /S0 sur ces deux schémas simpliciaux. A I’étage ¢ du schéma

simplicial U(’.) ce complexe est le complexe €B|1|=t QkUl(, tandis qu’a ’étage t du schéma

simplicial U(’.) on a le complexe ®\é\:t Mgﬂl . Reprenons les notations du début de [2.6.1

On rappelle que pour 0 < s < k, le s-iéme terme de I’étage ¢ de ce complexe simplicial est

k k—s] & k+1—s] &
MBJ (s = 4 PR I v
’ li|=¢
En particulier, on dispose de morphismes canoniques de complexes, ou applications de

réduction :
(k]

red: BNy = Q[ k],

qui est nulle, sauf en degré s = k et qui en degré k est donnée par le morphisme canonique
k k . . . . 2 . o« .

B Z Q ‘s —Q - Notons /3’ le morphisme simplicial défini par les 3’ i~ Observons ici que les

. (k]

U/

complexes simpliciaux M sont a support sur le schéma simplicial U. de sorte que

My;(l o ﬂ'*g’*mg“(l -

Comme les morphismes red sont canoniques, ils donnent lieu & un morphisme de complexes
simpliciaux

red : ﬁ'*Jvt[;(l.) — Qfy, [~ k).

Les inclusions j/; induisent un morphisme de schémas simpliciaux U — X(')., ol le deuxiéme
schéma est le schéma simplicial constant égal a X{). On remarquera aussi au passage que le

complexe simple associé au complexe simplicial

Rk
i ()

¢ <<Q§<)®k>

relatif au recouvrement par les ouverts U/ de X.

est le complexe de Cech

Le morphisme produit Prod est un morphisme de complexes simpliciaux

Lk

®
Prod : <M5], ) —>M[k] )
(o)
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de méme pour
1\ ®F K
Prod : (QU> -k,

de sorte que nous pouvons considérer le diagramme suivant de complexes simpliciaux
oLk
o o1 7"ed®’C 1 ®k
(raef) ) 7o
L]

iProd LProd

* k red
vl g

(o)
On dispose alors du
Lemme 3.5.1.1. Le diagramme précédent est commutatif.

Démonstration. La vérification se fait terme a terme et a chaque étage ¢ des complexes

simpliciaux, et en ce cas on est ramené au lemme [2.6.1.4] O

A partir du lemme précédent et en passant aux complexes simples associés, on obtient

un diagramme commutatif, dont les fléches horizontales sont des quasi-isomorphismes

D’autre part, on a une fléche de résolution canonique
1 ®k res ov 1 ®k

ok, *" e (QX(,)) ,

définie en degré 0 par
red(wi A+ Awg) = ((wl AREE /\Wk:)|Ui) .
Il est évident que le diagramme suivant est commutatif
Rk Rk
ev (2, [-1%") s 4, [-1]

lProd Prod

€ (0%, [~K]) < O, [ ).

Définissons dans la catégorie dérivée des morphismes 6; = red lores, 9®k (red®*)~lores
et

O = red; ' ores : Qké[—k] [M[k] ] .

(o)
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La commutativité des diagrammes précédents entraine alors que dans la catégorie dérivée

Db(0 x;), le diagramme suivant est commutatif

. aren ] ek 1 Rk
EEE R P

\LPTOd JProd

.1 arenyrlEl ko1
[j*ﬁ MU(I.)] Ok & 6[ k.

3.5.2 Un deuxiéme diagramme commutatif. Le deuxiéme diagramme commutatif que
nous devons considérer est analogue au premier et on démontre exactement de la méme fagon
que le premier qu’il est commutatif. Soit 5; l'inclusion de U; dans U, et 8 le morphisme
de schémas simpliciaux U, < U(,) défini par des applications. Les complexes de faisceaux
SU(.) sont & support dans U,, ce qui se traduit par le fait que 8U(.) o B*B*SU(.). On note
¢i le morphisme canonique
6; ~SU(D - Qsi’
déduit de I'immersion fermée U; < Uy;y. Pour 0 < s < k, on rappelle aussi que
Eu,, (t)s = P, -
li|=t

A chaque étage ¢ du schéma simplicial U(,), on dispose donc d’applications canoniques de
réduction red : B*EU(.) — DRy, définies terme a terme, sur une section locale 1®w de Q‘f]@
par red(1®w) = ¢;(1®w). Comme précédemment, le morphisme Prod : 8%(1:’; — &y, (resp.
DR%.L’“ — DRy,) est un morphisme de complexes simpliciaux. Pour i fixé, le complexe
Jix DRy, , resp. jl-*ﬂ*SU@, resp. jl-*DR%iLk, resp. jl-*ﬂ*E%:;;c. est un complexe de faisceaux
sur Xo, de sorte que les complexes P, jix D Ry, @ijiﬁ*ﬁy@, EBiji*DR%Lk, @Zj@ﬁ*ﬁ%z)k
forment des complexes simpliciaux sur le schéma simplicial constant Xg,. Les complexes
simples associés seront notés respectivement [DRU.], [DR%.L’“}, [EU(.J, [8U<.)®Lk]

De plus, il vient du lemme que le morphisme de reduction red commute au
morphisme Prod, terme a terme, a chaque étage du schéma simplicial U,. On en déduit, en
passant aux complexes simples associés que le diagramme suivant est commutatif, dont les

fléches horizontales sont des quasi-isomorphismes
. L A®Fk 3 L
[]*IB*EU(-)® k}re [j*DR%. k}

lProd lPrad

. d
[j*ﬁ*eUu)} —C"(DRx,).
Fixons un multi-indice ¢ de longueur ¢. L’application canonique de restriction définie par
7“65(% JARRRNA Th‘t) = Niy ARRE /\nit\Uia
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induit un morphisme de faisceaux sur Xj :
res: DRx, — ji.DRy,.
En passant au produit tensoriel dérivé, on obtient une application
res®k : DR?}Ek — jZ*DR%Lk.
Ces applications définissent donc des morphismes de complexes de faisceaux sur X

res: DRx, — @j@'*DRUi, resp.
li|=t

res® DR}@}I;]C — @jg*DR%Lk.
li|=t
Ces complexes sont le terme général des complexes simpliciaux j.D Ry, , resp. j*DR%.Lk sur
le schéma simplicial constant Xg, et les applications res et res®* sont des morphismes de
complexes simpliciaux.
Par définition, ces morphismes res sont compatibles & l'application produit Prod
(puisque c’est vrai terme a terme). En passant aux complexes simples associés, on a un dia-

gramme commutatif de complexes, dont les lignes horizontales sont des quasi-isomorphismes

: QLk Lk
|:]*DRU. :| WDRXO@

J{Prod Prod

eV(DRx,) DRy,

Tes

Notons maintenant les quasi-isomorphismes dans la catégorie dérivée D?(Ox,)
© =red 'ores: DRy, — [j*ﬁ*8U<.)] ,
~1 . L
O%F = red®F " o res®t DR?;;]f — []*ﬁ*F,U(.)® k} )

Des deux diagrammes précédents on déduit que le diagramme suivant est commutatif

L OV [ . L

DRy, — [J*B*‘C’Um@ k]

Prod lProd

e

DRy,

3.5.3 Un troisiéme diagramme commutatif. Par fonctorialité, les morphismes de

Frobenius induisent des morphismes de complexes simpliciaux

o M - Fey,, resp. o5 )

— F*EU( )
(o) (o) °
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Il découle du lemme [2.6.1.1) qu’a chaque étage t des schémas simpliciaux U! (resp. U,), les
(k)

morphismes de Frobenius <I>g1) et ¢ sont compatibles aux produits Prod. On en déduit,

en passant aux complexes simples associés que le diagramme suivant est commutatif

. L
F, []*B EU(.)® k}

iPrad lProd

. o) s
ji/g/*j\/[[k‘l — < S F, [3*5 8U(.)} .
(o)

@k (I>(1)®’C
—° o

3.5.4 Un dernier diagramme commutatif et démonstration du théoréme prin-
cipal. On considére désormais le diagramme suivant, dont tous les diagrammes extérieurs

sont commutatifs, et dont le diagramme extérieur aux fléches doubles est aussi commutatif

d’aprés|2.6.1.1

k
oM

[j;ﬂ’*M[”f ﬂ
(o)

~ OVk
oE* ~

Rk H(1)®k Ly,
(24,11)) " 22 (DR,

. o% L
E {]*B 8U(.>® k]

Prod iProd Prod Prod

k] —2" . F.DRy,

] il P i,

. arsny rlF]
|:]*ﬁ MU(/.)

On calcule alors
© o Prod o ®M®k o (0?]“)_1 = Prod o ©%F o Nk o (0?]“)_1
= Prod o (IJQ)@)I“,
et de fagon analogue

—-1 -1
00 ®™* o Prodo <9?k) = c(zk) o0 o Prodo (9?k>
(k) o Prod.

e

o
¢

On en déduit finalement que le diagramme central du diagramme précédent est commutatif

c’est-a~dire que

k
Prodo @M = &® o Prod. (17)
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Soit § la section de Prod, § : Qlj% — Q§(6®k. Par définition, puisque &) = DI
d’apreés [3.4.11] le morphisme de Deligne-Illusie est le morphisme

k

DI® = Prodo M o8,
En composant & droite avec 8§ 'égalité précédente [17}, on trouve que
Vk<p—2, &% = pr),

Ce qui achéve la démonstration du théoréme [3.1.1]

4 Comparaison avec le Frobenius divisé de Mazur modulo p

Nous supposons dans cette section que la condition de Mazur [Maz73| est vérifiée, c’est-a-

dire que
Vp,q > 0,les groupes H?(X, Q%) sont des W-modules libres de rang fini. (18)

C’est par exemple le cas si Xy est une courbe projective lisse, une variété abélienne, ou
une surface K3. Sous ces conditions la suite spectrale de Hodge vers de Rham pour X
sur S = spec W dégénére d’aprés [Del68|. En particulier les groupes de cohomologie de de
Rham H},,(X/S) et donc aussi les groupes de cohomologie cristalline sont sans torsion.

Soit €; le tronqué béte du complexe de de Rham
Ci:0—...»0—=Q —... =¥ =0,

alors la dégénerescence de la suite spectrale de Hodge vers de Rham nous donne des suites

exactes, pour tout m > 0,
0 — R™(X,Ci11) — R™I'(X, ;) — H™(X, Q%) — 0. (19)

Enfin, sous ces conditions, la suite exacte des coefficients universels (7.25 de [BOTS8|) nous

dit que pour tous n,m,i > 0,

W/p" W @w H™(X, Q%) ~ H™(X,, Uy ), et
HEp(X) @w W/p" W ~ HEp(X,).

Pour définir le Frobenius divis¢ de Mazur, on se fixe un scindage 7 = @7 compa-
tible & la filtration de Hodge, c’est-ad-dire que 7; est un scindage de la surjection ca-
nonique R"T(X’,€;) — H"'(X',Q%,). Dans ce cas, on note encore 7; l'application :
H=I(X1, Q) — Hpp(X').

Le Frobenius cristallin donne un morphisme dans la catégorie dérivée des faisceaux de
groupes abéliens F' : DRx/9 — DRx,. Il résulte de m que le morphisme m;i o F induit

un morphisme dans la catégorie dérivée : o) . C; = DRx. Le Frobenius divisé de Mazur
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<I>§\i/[) : H"Y(X',9%/) — DRx est alors défini comme @S\? = U or; en degré i. Le Frobenius

divisé de Mazur est défini comme
oy =Po) : PHUX k) — Hpp(X).
i=0 i=0

Réduisons @S\? (resp. ®ps) modulo p, d’aprés les propriétés rappelées en |4 on obtient
B H" () = Hp(Xo) (vesp. Ba).

Par construction, le morphisme ¥®) mod p est le Frobenius divisé cristallin de , qui est
obtenu par passage au quotient, de sorte que @(1) = W/pW @w U induit un morphisme

dans la catégorie dérivée
T W/ipW @ €;/Cis1 — DRy, .

En passant au foncteur dérivé du foncteur section globale, on trouve
T B (X, Q) — Hpa(Xo),

qui coiiicide par construction avec la réduction mod p du Frobenius divisé de Mazur en
degré i. En particulier, on voit que ce morphisme est indépendant du choix du scindage ;.
En appliquant le théoréme précédent on trouve donc

Théoréme 4.1. Supposons que X est une variété projective lisse sur S, vérifiant les condi-
tions de Mazur[18

(i) Le Frobenius divisé mod p de Mazur est indépendant du choix du scindage compatible
G la filtration de Hodge.

(11) Sip > dim(X)+2, le Frobenius divisé de Mazur mod p sur Hpp(X), le n-iéme groupe
de cohomologie de de Rham de X, coincide avec le composé R™"I" o DI (@

5 Applications a la famille des courbes de Drinfeld

Appliqué a certaines familles de courbes, notamment aux courbes de Drinfeld ou aux courbes
hyperelliptiques, le résultat précédent permet de décrire un algorithme menant au calcul
explicite du Frobenius divisé de Mazur sur H},»(Xo) via la méthode de Deligne-Illusie. Le
calcul du (¢, T')-module associé repose alors essentiellement sur le calcul de I'inverse d’une
matrice [HW14].

5.1 Généralités

La situation générale que nous considérons ici est un cas particulier de celle décrite dans

la section précédente, a savoir une courbe propre et lisse Xy sur speck se relevant en X
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projectif et lisse sur spec W. La suite spectrale de Hodge vers de Rham dégénére et le choix

d’un scindage 79 détermine un isomorphisme
HY (X', Q%) o H (X', 0x)) = Hjp(X').
Nous disposons alors du Frobenius divisé de Mazur
oy =0 ool HOX k) e H (X' 0x) = Hbp(X)
et sa réduction modulo p,
Dy HO(X, Q) @ HY (X, Ox;) = Hpp(Xo),

qui ne dépend pas du choix du scindage 7.
D’autre part, le schéma X; étant un relévement plat de Xy sur Ws, 'application de
Deligne et Illusie (|[DI8T])

DI : ®o<i<pQy, [~i] = F.DRx,
est un quasi-isomorphisme et induit un isomorphisme
HO(X), Q) @ H' (XD, 0x;) > Hip(Xo)

qui n’est autre que ®,; par le théoréme

Rappelons briévement la méthode, qui utilise le complexe de Cech, dans le cas ou la
courbe Xy admet un recouvrement U constitué de deux ouverts affines lisses notés Uy et
Vi. Ces deux ouverts se relévent en Uy et Vi constituant un recouvrement affine lisse de X3
sur W5. Le Frobenius sur X se reléve alors séparément sur chacun des deux ouverts U;
et V1 en des application notées Fy;, et Fy,. Notons é(u, Q'XO) le complexe simple associé
au bicomplexe de Cech du recouvrement U. Le morphisme Q2 — C(U, QY ) est un quasi-

isomorphisme et induit un isomorphisme
Hgp(Xo) = H'(C(U, Qy,)).

De méme F*Q'XO — F*é(u, Q'XO) est un quasi-isomorphisme, d’ot la description suivante
de DI :

— en degré 0, DIO) . OX(/) — F,Opy @ F,.Oy est application o-linéaire de k-algébres qui

envoie x sur zP.

— en degré 1, DIV = (fu, fv,h) : Qﬁ%

par Iapplication qui localement vérifie

— FQp p ® By © FiOyyny, est induite

fow) = my'odFy,(w,)
fr(w) = mytodFy(w,)
h(dx) = m;1 (Fv, (z) — Fy,(2)).
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On peut alors identifier H }7 r(Xo) a l’ensemble des classes de triplets 77, de représentants

n = (wy,wv,h) € Q%]O/k X Q%/O/k X Ovynve

tels que (wy) - (wv)|U0mV0 + dh = 0, avec pour relations 77 = 0 si h s’étend en une

‘UoﬂVO
fonction définie sur Uy ou sur Vj.

5.2 Les courbes de Drinfeld

Soit n un entier strictement positif, posons ¢ = p™ ; dans cette partie, k est un corps parfait
contenant F 2 et W I'anneau des vecteurs de Witt a coefficients dans k. Le représentant de
Teichmiiller fournit un plongement naturel de F; dans W.

On consideére la courbe Cj, projective et lisse sur F,, d’équation
XY X1y — 79t =

0
dans P2. Le groupe SLs(q) agit sur P? via g — g 0 | et cette action laisse stable

0 01
Ck. De plus, si F' désigne le Frobenius géométrique agissant sur Cy, les actions de F™ et de

SLy(q) sur Cj, commutent entre elles. On dispose également d'une action de F, sur Cy via
q

a 0 0
a—~ |0 a7 0
0O o0 1

La courbe C}, peut-étre recouverte par deux ouverts affines

Up = spec k[uy, ug] = speck[Y, Z]/ (Y9 - Y — Z9T1)
Vo = spec k[v1, v2] = speck[X, Z]/(X — X — Z9T1)

avec les changements de carte u; = % et vp = Z—f

5.2.1 Cohomologie de de Rham des courbes de Drinfeld Notons Cy la courbe
projective et lisse d’équation XY — XY — Z9t1 = 0 dans P32, ; c’est un relévement de C,
sur W, qui peut aussi étre recouvert par deux ouverts affines notés Uy = spec Wuy, ug] et

Vv = spec Wlvy, vo]. L’action de F;2 se reléve en une action sur Cyy.

Lemme 5.2.2. (i) Le Frobenius se reléve sur l'ouvert Uy en une application Fy, définie
sur les générateurs par
p—1
Fy, (u1) = (1= Y (~1)' )l VP et By, (ug) = u.
=1
(ii) Le Frobenius se reléve sur l'ouvert Vi en une application Fy, définie sur les générateurs

par
p—1

Fy, (v1) = (1= 3" (=)'l et By (vn) = ob.
=1
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Démonstration. On recherche un relévement sous la forme
Fy, (u1) = uf (1 + pK (u1))

et Fy, (u2) = ub, et Uon obtient K (u1) = — Zf;ll(—l)l(%ugq_l)(p_l). O

En utilisant le recouvrement ci-dessus et la cohomologie de Cech, Haastert et Jantzen
démontrent la proposition suivante ([HJ90] corollary 2.2 et proposition 2.3), oit A représente

k, W ou plus généralement un anneau noethérien intégre dans lequel g> — 1 est inversible.

Proposition 5.2.3. (i) Le A-module HO(CA,Q};A) est libre de base

{u‘fug(qu‘f_l — D7 'duy, a €N, bEN, a+b<q—2};

(ii) Le A-module H(Ca,O¢,) est libre de base
{lu7u] ,1<a<b<ql

L’action de quz permet de décomposer la cohomologie de de Rham et les groupes de
cohomologie de Hodge en sous-espaces propres. Plus précisément, notons 1 (j), pour j € Z,

le caractére de F(;Q défini par o — o,

Proposition 5.2.4. Les décompositions suivantes sont des décompositions en espaces
propres de dimension 1 pour laction de F, :
q

(i) H(Ca,0¢,) = @ijens H(Ca,0¢,)p(—itqj);

i+j<q

(ii) HO(CA,Qch) = @i,]’eN* HO(CAaQé'A)w(i—qj)i

i+j<q
(iii) H})R(CA) = @123512; (HBR(CA)w(quj) ©® Hll)R(CA)w(i*qj))'
Remarques 5.2.5. i) On vérifie que les caractéres aparaissant en ¢) et 4i) sont tous
distincts.

i1) On constate que p = {a € F;z | @9t = 1} agit sur les ouverts affines et, pour a € p,
a(ur) = [a]" @Dy = uy et a(ug) = [a] tug; on en déduit que, pour 1 < a < b < g, la
classe [uy “u5] est un générateur de H'(Ca, Oc, ) y(—itqj) €0 posant i =b—a et j = a.

iii) De la méme maniére, on obtient un générateur de H°(Ca, Qf, )y (i—qj) €n considérant
utub(qui™ — 1)~ dugy avec les relations i =g —1—a—bet j =1+a.

iv) La proposition permet de construire un scindage naturel 79 : pour u €
H'(Ca,00,)y(—itqj): choisissons 7o(u) comme l'unique élément de Hpp(Ca)p(—ites)
d’image u par la surjection. Le scindage 7y étant fixé, il en est de méme de I'isomorphisme
HO(CY, Qé,A) o HY (X, Ocy,) =~ H}.(C") et, via cet isomorphisme, nous assimilons ®j; a
une application de Hh5(C) vers Hhp(Ca).
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Compte tenu des remarques ci-dessus, choisissons, pour chaque couple d’entiers stricte-
ment positifs (4, ) tels que i + j < g, le générateur v(i,j) = u]l ! ug~ (H_j)(quq - 1)dug du
W-module HO(CW7QCW)'¢Y('L qj) libre de rang 1; ensemble {v(i,j) | 1 < i,j et i+ j < q}
est une base de H°(Cyy, Qéw)

De méme choisissons le générateur v(—i,—j) = To([ul_j uéﬂ ]) du W-module
H}p(Cw )y (—itqj) libre de rang 1.

Le fait de remarquer que si v € H}5(Cw)y(m), alors Fpr(v) € Hpp(Cw)ypm), permet
a Haastert et Jantzen de décrire comment ’action du Frobenius échange les espaces propres
pour l'action de FZQ ([HJ90] proposition 3.5). On sait alors quels coefficients de la matrice du
Frobenius dans la base (v(i, j),v(—i, —7)) ne sont pas nuls, sans les calculer. Nous proposons
ici un calcul explicite modulo p des coefficients du Frobenius divisé.

Avertissement : les éléments v(i, j) (respectivement v(—i, —j) présents dans cet article
correspondent & v(i — 1,7 — 1) (respectivement v(—(i — 1), —(j — 1)) de [HJ90]. Moyennant
ce décallage, il n’est pas difficile (mais fastidieux) de vérifier que les calculs ci-dessous sont

cohérents avec les résultats de loc. cit..

5.2.6 Algorithme On travaille dans 'anneau A = Wuy, ug, v1], ot uy, uy et vy vérifient

les relations uf —uy — ug+ = 0 et ugv; — 1 = 0. Les calculs impliqués sont des calculs de

polynémes dérivés et des combinaisons linéaires. La taille de la matrice, qui est (¢ — 1) =
p"(p™ — 1), grossit trés vite en fonction de n, mais on sait a priori grace a [HJ90] qu’il n’y

a que ¢(q — 1) coefficients non nuls a calculer.

Etape 1 — Pour i et j entiers compris entre 1 et ¢ — 1 tels que ¢ + 5 < ¢, on détermine
d’abord un triplet représentant v(—i, —j) dans le complexe de Cech. Pour cela on calcule

la différentielle d(v1 i+ ), puis on la décompose en une somme
d(vfuy™) = wir(—i, =) + wy (~i, —j)

ol wy (respectivement wy ) est défini sur I'ouvert U (respectivement sur V). Le triplet

recherché est
(_WU(_ia _])7 WV(—Z, .]) Ulul;r])‘

Etape 2 — Calcul de ®57(v(—i,—7)). On calcule les coefficients a; et b tels que

b plﬂ E ot ul + E apulub

>1 1>0
dans 'anneau A, ol b est le reste de la division euclidienne de p(i 4 j) par ¢ + 1. On pose
b—1
ho= 350 by,
Si h #£ 0, il existe un unique entier [ tel que h = blvllug. On a alors

P (v(—i, =) = brw(—(b = 1), =1).

Si h = 0, on pose hy = > 5 ajulub et on calcule d(hy). Il existe un unique couple

d’entiers (I,m) et a € k tels que d(hy) = —aulul*dus. On a alors

Dpr(v(—i,—j)) =av(g—1—m — 1,1+ 1).
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Etape 3 — Calcul de ®;(v(i,7)). On calcule
(i), -1 S~ 1yt 0. 160D
hij = ub TN (1)
=1 p
puis, comme dans I'étape 2, les coeflicients a; et b; tels que
hij = Z bobul + Z apulub
1>1 1>0

ou b est le reste de la division euclidienne de p(¢ —i — j + 1) par ¢ + 1. On obtient h;; =
hy + hy + h comme ci-dessus.

Si h #£ 0, il existe un unique entier [ tel que h = blvllug. On a alors

s (v(i, 5)) = bro(—=(b— 1), =)

Si h = 0, on pose hy = Y5 ajuiul et on calcule d(hy). 1l existe un unique couple

d’entiers (I,m) et a € k tels que
—uf(jfl)ug(qfifj)ug_l +d(hy) = —aullugndUQ.

On a alors
Dp(v(—i,—j)) =av(g—1—m — 1,1+ 1).

La programmation de cet algorithme permet de déterminer ®j; une fois fixées les valeurs
de p et n. Il est possible de décrire en toute généralité ®,,, ce qui va étre exposé dans le

reste de cette partie.
5.2.7 Calculs préliminaires Pour tout « compris entre 1 et ¢, notons o = Y ;" apt la
décomposition en base p de o, avec 0 < oy < p— 1.

Lemme 5.2.7.1. Considérons a et b le quotient et le reste de la division euclidienne de po

par g+ 1.
a) a<p—1, 1<b<qet(b=qg=a=p"1);
b) sin>2eta#0 (p" 1Y), alors a = ay_1;
c) sin=1oua=0 (p" 1), alorsa = a,_1 — 1.

Considérons & présent rg le plus grand entier compris entre 0 et a tel que 0 < pm —a —

r(q — 1) et r1 le plus grand entier compris entre —a et p — 1 tel que 0 < pm +a —r(qg—1).

Lemme 5.2.7.2. (i) Sin > 2 et m # 0 (p" 1), alors ro = my,_1; sinon, lorsque a #

Mp—1, To = Mp—1 — 1.

(i) Sin>2em+1%0 (") oua+1+my1 < p, alors 11 = my_1; sinon

1T = Mp—1+ 1.
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5.2.8 Calcul de ’action du Frobenius sur la famille (v(—i, —j)) Pouri et j des entiers

strictement positifs tels que 7 + j < ¢, posons
i — in—1+Jn—
g = (D ()
Proposition 5.2.8.1. (i) Sip(i + j) < q, alors
(i)M(U(_iv _])) = U(_pia —P])

(ii) Sin>2, p(i+j)>q, i Z0@" 1Y), 7 Z0(p" 1) et sii+j vérifie 'une des conditions

sutvantes
(i +j)n—1 = 7:n—l +jn—1 ou 1 +,7 =0 (pnfl)’

alors

®pr(v(—i, —j)) = vijo(—i’, —j")
ol

EZ Z+] l+1_j_1()

=0

et

n—2
7= gt —in1 (9).
=0

Démonstration. Comme la condition de Mazur est vérifiée, on dispose de la suite exacte

suivante
0 — H(Cy, Q) = Hpr(Cr) = H'(Cy, 0¢y,) — 0. (20)

Pour tout couple (4,7), l'image de v(—i, —j) dans H'(Cy, O¢,) est la classe [ulj ] et
laction de F' sur Og¢, est I'élévation & la puissance p. Puisque la suite exacte a
un scindage naturel, pour connaitre ®ys(v(—i,—j)), il suffit de déterminer la classe de
[ul_jp ug(iﬂ )] dans H'(Ck, O¢,), lorsque celle-ci n’est pas nulle, en fonction de la base de la
proposition [5.2.3]

(i) Supposons p(i + j) < ¢; dans ce cas, [F(ufju;ﬂ)] = [ufpjug(iﬂ)] est un générateur

de H(Cy, Oy )(—pitgp(i+j)) et I'on obtient

@ s (v(—i, —j)) = v(—pi, —pj).
(i) Supposons a présent p(i + j) > q et effectuons la division euclidienne de p(i + j) par
g+ 1;on obtient p(i +j) =alg+1)+bavecl <a<p—1letl<b<g—1parlelemme
E2.711 Alors

a
= P (] —un)® = Y (=1) () uf T,
r=0

—pj, p(i+7)
Uy " Ug
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Les termes dont la classe n’est pas nulle dans H'(Cy, Oc, ) sont ceux tels que
1<pj—a—r(g—1)<b.

Puisque 1 < b < g — 1, il existe au plus un entier r tel que 0 < pj —a —r(qg—1) < b et sl
en existe un, c’est 'entier ro calculé dans le lemme avec « =i+ j et m = j.

Cherchons & quelle condition I'inégalité pj —a — ro(q — 1) < b est vérifiée et voyons ce
que 'on obtient en fonction des conditions des lemmes [5.2.7.1] et [5.2.7.2] Or

pj—a—ro(q—1)—b=p(i+j)—b—roqg—pi—a-+rg

n—2
=(a—10—in-1)q— Zilpl+1 + ro.
1=0
La démonstration se termine par une étude de tous les cas possibles. ]

Proposition 5.2.8.2. Supposons n =1 ou p(i+j) > q. Si i et j ne vérifient pas l'une des
conditions du point (ii) de la proposition|5.2.8.1} alors

(i)M(U(_ia _])) € HO(Ck’ Qé'k)
Plus précisément, ®pr(v(—i, —j)) = ¢; ju(i", §") ou

cij = —Yilin-1 + o1+ 1) sin>2, i £0 (p" 1) et jZ£0 (")
= Yijin—1 sin>2,i=0(p" ") etj£0 (p")
= —Yijin—1 5in>2,1#0 (p”_l) etj=0 (p”_l)
infljnfl . . n—1 . n—1
i———— sin=1o0ui=0 (p etj=0 (p .
“ -1+ Jn—1 ( ) ( )
Démonstration. Rappelons qu'un élément de Hll7 r(Ck) peut étre représenté dans le com-

plexe de Cech relativement aux deux ouverts U et V par un triplet (wy,wy, f) dans
HO(Uy, Q) x H'(Vo, Q¢,) x HY(Upg N Vo, O¢y,)

tel que wy —wy +df = 0. Le sous-espace HY(Cy, Qlck) s’identifie aux triplets tels que f = 0.
On vérifie facilement que (0,0, u;” 9 ug(iﬂ )) représente un élément de Hp,»(Cy) que on
sait étre dans HY(Cy, Qék) sous les conditions de la proposition.
Rappelons que pour 0 < r < rg, on apj—a—r(¢g—1) > 0 et que nous sommes dans le
cas ol pj —a —ro(qg— 1) > b; alors

a

fo=3 (-1 (@uy TP € HOUy, 0, )
r=ro+1

et

70

fr =" (=) T (@uf VY € HO(V, 0c,).
r=0
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On a aussi f = u] ™ p(zﬂ) = fu+ fv et d(u;™ p(zﬂ)) = 0 = dfy + dfy. On obtient

(0,0, f) = (=dfv,0, fu) + (0,dfv, fv) + (dfv, —dfv,0)

et le fait que (dfy, —dfy,0) représente la méme classe que (0,0, f) dans H}DR(Ck)~
En utilisant la relation a + b = p(i + j) — ga = 0 (p), on aboutit a

dfy = (=1)" 70,50 (g + Vg POV g
On vérifie que 'on est bien dans le cas ol
a—pj+(ro+1)(g—1)+b—1=pi—aqg+ (ro+1)g—(ro+1) < qg—2.

Par la remarque (iii) de uj P J +(T°+1)(q_1)ug_1duz définit le méme espace propre

pour l'action de F 3 que v(i", j”) ot

i"=q—1—(a—pj+(ro+1)(g—1)+b—1)

n—2

=(a—1ro—in-1)q— Z i o+ 1
1=0

et " =1+a—pj+ (ro+1)(g—1)

n—2

=(ro+1—jn-1)q— Zﬁplﬂ +a —ro.
1=0

La démonstration s’achéve en explicitant ®,7(v(—i,—7j)) dans chacune des différentes

situations. OJ

5.2.9 Calcul du Frobenius divisé sur la famille (v(7,5)) Rappelons que ’élément

v(i,j) = —u{_lug_i_jduQ, pour ¢ et j strictement positifs tels que i + j < ¢, peut étre
représenté dans le complexe de Cech par le triplet (—u{_lug_z_] dus, —vi ! vl” = dvs, 0).

Son image par 'application de Deligne-Illusie est représentée par le triplet

(—uf(j_l)ug(q_i_j)ug_ldu —vf(z 1) g(q—i—j)vg—ldv%hij)

ou
p—l
p(q i— J+1) p(j—1)—l(g—1)
Uy .
1:1

Reprenons les notations des calculs préliminaires (5.2.7.1|et[5.2.7.2)), pour a« = ¢—i—j +1

et m = j — 1. Les lettres a et b désignent respectivement les quotient et reste de la division
euclidienne de pa par g + 1 et 71 le plus grand entier r tel que 0 < p(j — 1) +a —r(qg—1).

Un calcul rapide aboutit a

ap—1=p—(i+j)p—1—1sii+j %0 oul modulo pt

n—1

=p—(i+j)p_1sii+j=0oulmodulop” ",
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puis
a=p—1—(i+j)p_18ii+4j#0 modulo p" !
=p—(i4 j)p_1 sii+j =0 modulo p" 1.
Lemme 5.2.9.1. (i) Sij>q—p" '+ 1, alors h;; est définie sur U.
(i) Sii>q—p" '+ 1, alors hi; est définie sur V.

(iii) Sii <q—p" 1, j<q-p*let(ri+1)(g—1)—a—p(j—1)>b, alors hij = hy + hy
ot hy (respectivement hy) est une fonction définie sur U (respectivement sur V).
(iv) Sii<q—p" ', j<q—p*tet(ri+1)(g—1)—a—p(i—1)<b, alors

ot hy (respectivement hy) est une fonction définie sur U (respectivement sur V),

ugu(lﬂrp(jfl)*(rﬁl)(q*l) est définie uniquement sur U NV et le coefficient vaut

min(p—1,a+ri;+1)
¢y = (=1t

l=r1+1

()

p

(lfrtifl)'

Démonstration. 11 suffit de remarquer que uju3 est définie sur U lorsque 7 et s sont positifs,
est définie sur V lorsque r < 0 et s < —r. On en déduit les cas (i) et (ii).

Les cas (iii) et (iv) reposent sur I’égalité

ug(q—i—j+1)u§)(j—l)—l(q—l) _ ug(ufl _ 1)autlz+p(j—1)—l(q—1)

et le fait que lorsque 1 < s < get 0 < —r < s, alors la fonction ujuj est définie uniquement
surUnNvV. O

Lesignedea+p(j—1)—(ri+1)(¢—1)+b=q(p—r1i—1—a—ip_1)— ?:_02 ap e +1
est positif dans les cas suivants :

(i) i=0("");
(i) j=0 (")
(i) i 0 (" 1), j£0 (" 1), i+5Z0 ") et (i +)n1=in-1+Jn-1+1.

Pour [ compris entre j,—1 + 1 et p — 4,1, posons

(l) — (_1)p—z’n_1@(pflfin_lfjnq)
Pij - D l—jn—1—1 :
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Proposition 5.2.9.2. Supposons n = 1 ou bien que i et j sont des entiers strictement
Letj<q-p
ci-dessus ; alors ®pr(v(i, §)) = ¢; ju(—i", —j"), ou

positifs tels que i +j < q, 1 < qg—p"~ "=l et vérifiant U'une des conditions

p_l_infl .
[+ ip—1 . . -1 . 1
Cii = — (1 - - sin>2,iZ£0(p" et 0 (p"
ij l:jnz_l+1 pl]( )1 Cin1 + ot = (p ) J# (p )
P—in—1
= > py) sin=2,i=00@" ) etj#0 (")
l:jnfl+1
p—1—in_1 . P
l _ . .
- Y ey oy b sy 0 () e =0 ()
_ I = jn—1 p
l_.]nfl“!‘l
P—in—1 . . P
Y e el g 20 (1) e =0 7).
—iT L= Jn—1 p

Les entiers " et j” sont les entiers introduits dans la proposition [5.2.8.2

Démonstration. Par le point iv) du lemme précédent (5.2.9.1), sous les hypothéses de la
proposition et si de plus (ry +1)(¢ — 1) —a —p(j — 1) < b, alors

min(p—1,a+ri+1) (p)
l

Sar(0(i,5)) = (<) S

I=r1+1

ons=qlp—a—r—1)—pi+ri+lett=(r1+1)(¢g—1) —a—p(F—1).
Il suffit ensuite d’étudier tous les cas et d’utiliser les lemmes préliminaires [5.2.7.1] et
5.2.7.2| pour obtenir s = 1", t = j” et les formules énoncées. O

Lemme 5.2.9.3. Sous les conditions de (i) du lemme|5.2.9.1 ci-dessus, lorsque 1 # 0 et
a # 0, posons

hy = Z(_1)1@ug(qfifjﬂ)uflo(jfl)*l(qfl)

=1 p
= 0 < b, atp(—1)— (=) (g—1)
+ >0 (=D YT (=D (@b R
I=r1+1 p r=l—ry
alors
dhy = ug(Q*i*j+1)*1u119(j*1)du2
a P )
+ (=1)*tm ((51_—11) + Z (TI;T)(?))u‘f”(]_l)_”(q_l)ug_ldu2.
r=1
Remarques
P . . .
i) Sia =0, on pose hy = ;’;1(—1)l%ug(qﬂ*ﬁl)uﬁ)(ﬂ71)71(‘171) et I’on obtient

dhy = ug(q_i_jﬂ)_luﬁ)(j_l)dug + (=1)2Fm (fl__ll)ug_lulf(j_l)_“(q_l)duz.
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P .
i1) Sirp = 0, on pose hy = Zle(—l)l% Z?:l(—1)“"'(?)uguclﬂrp(]_l)_(l_r)(q_1) et 'on
obtient
dhy = ug(q_i_j+1)_1u71;(j_1)du2 _ (_1)augflulll+l7(j—1)du2‘
Proposition 5.2.9.4. Soit i et j des entiers strictement positifs tels que i + j < q.
(i) Sij>q—p""t+1, alors @ar(v(i, §)) = v(p(i = 1) + 1,pj — q(p — 1)).
(ii) Sii>q—p" 1t +1, alors ®pr(v(i,5)) = v(pi — q(p—1),p(j — 1) + 1).

(iii) Supposonsi < q—p" 1, j<q—p" L iZ0(p" 1Y), i Z0 (p" ) ; si de plusi+j vérifie
soiti+7=0 (p"1), s0it in—1 + jn—1 = (i + j)n—1, alors ®pr(v(i, ) = cijv(@,j') ot

n—2
./ . l 1 .
"= aptt = jaa
1=0

n—2

) - 1+1 .

J = E Jp —In-1
=0

et
p—1—in_1—Jn-1 ( p n )
: -1 . 141/ i i L e .
Cij = (_1)1"714_1((]-571_1)‘1‘]7171 Z JT;(p lrm 1=in=1)) g p" Y
r=1
= (=1)"1 sinon .
Démonstration. (i) Supposons j > ¢ — p" ! + 1; alors par le lemme [5.2.9.1

P . .
Zf:ll(—1)l%)ug(q_z_ﬁl)uzf(j_l)_l(q_l) est une fonction hy définie sur Iouvert U. On en

déduit que l'image de v(i, ) est aussi représentée par le triplet
(—ulf(jfl)ug(qfifj)ug_ldUQ +dhy, vf(ifl)vg(qfifj)vg_ldvg, 0),

d’otl le résultat.

(ii) Supposons i > ¢ — p* ! + 1; alors alors par le lemme [5.2.9.1
P . .
Zf:ll(—1)l%)ug(q_z_ﬁl)uzf(]_l)_l(q_l) est une fonction hy définie sur Pouvert V. On en
déduit que l'image de v(i, ) est aussi représentée par le triplet
(—u}f(jfl)ug(qfifj)ug_ldm, vf(ifl)vg(qfifj)vg_ldvg — dhy,0),

d’ou le résultat.
(iii) Sous ces hypothéses, a = p—1—i,_1—jn_1 €t 11 = j,_1. Rappelons que ® /(v (i, 7))

est représenté par
(b9 DB DB qug 4 dhgr, DTN duy — dhy, 0) + (—dhy, dhy, i)
L’hypothése p"~! < j implique que r; # 0. Le lemme [5.2.9.3| permet de conclure que

— uf(jfl)ug(qfifj)ug_ldUQ + dhy;

a p )
—(—1)%n ((p—l )+ 71 Z (n;r) (“))u'f+p(j_1)_r1(q_1)ug_ldug.

ri—1 r
r=1

Une analyse des différentes situations possibles conduit & la proposition. O
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Les calculs montrent que la situation est beaucoup plus simple si n = 1.

Corollaire 5.2.10. Supposons ¢ =p; pouri et j tels 1 <1, 1 < j eti+j <p, les droites
engendrées par v(i,j) et v(—7j, —i) sont échangées par ® ;. En particulier, la courbe ne peut

pas étre ordinaire.

5.3 (¢,I')-module associé

5.3.1 Rappels sur les (¢,I')-modules Notons K = FracW et considérons la Z,-
extension cyclotomique K, de K contenue dans K ; soit I' le groupe de Galois de K, /K,
qui est isomorphe a Z,, et choisissons-en un générateur topologique, noté . On munit
lanneau R = W/[[T]] d’une action de I' telle que v(T) — T = a(p + T)T, o « est une
unité de R, qui est congrue a une unité de Z, modulo 7" et & 1 modulo (p,T’). Dans ces
conditions, il existe une unique action de Frobenius, notée ¢, commutant & 'action de T,
compatible avec le Frobenius sur W, qui reléve 1’élévation & la puissance p modulo p et telle
que (T) = u(p +T)P~'T, oit u = 1 modulo pR (pour un exposé détaillé des propriétés de
R, voir [Fon90], 3.2, [Fon94], ou [Wac97|, 3.1.1.).

Un (¢,I')-module sur R est un R-module de type fini muni d’actions de ¢ et de T,
semi-linéaires par rapport aux actions respectives sur R et commutant entre elles.

On peut associer a une courbe projective et lisse X sur W un (¢, I')-module de la fagon

suivante. On dispose du Frobenius divisé
Oy Hpp(X') = Hpr(X),

associé a une section 7.

Choisissons (e;)1<i<24 une base de H},5(X) adaptée a la filtration de Hodge, ¢’est-a-dire
telle que (&;)1<i<24 soit une base de Gr H})R(X), et notons r; le plus grand entier tel que
e; € Fil"t H}»(X). On sait que r; € {0,1} et peut ordonner la base de telle sorte que r; = 1
pour i = 1,---,g et 7, = 0 sinon. La base (e;)1<i<24 est également une base de H}DR(X’)
et le fait que ®p; soit un isomorphisme implique que la matrice A = (a;;), exprimant ®,;
dans la base (e;)1<i<2g4, est inversible.

On définit alors sur le module N = R @y H}p(X) une action de ¢ par

29
p(lee) =@+T)7> ajl®@e,
i=1
Paction de I' sur N étant induite par la proposition suivante (cf [Wac97|, 3.1.4, théoréme

3) :

Proposition 5.3.1.1. Il existe sur N une unique action de I' commutant a ¢ et triviale
modulo T.
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5.3.2 Application a la courbe de Drinfeld La courbe C est une courbe de genre g =
@. La base (v(4,7),v(—1, —j))lﬁaggﬂ de H}p(Cyw) est une base adaptée a la filtration
ot v(4, j) € Fil' Hp(Cw).

Notons eg(g—1)+i—q; = v(4,7) (respectivement e_;yqj11 = v(—i,—j)). On sait que I'en-
domorphisme de Frobenius agit sur la base (v(i, j), v(—%, —j))1<i1<j,i+j<q €D permutant les
vecteurs, & un scalaire prés (cf [HJ90]). Il existe une permutation s de I'ensemble des entiers
compris entre 1 et g(¢ — 1) et des éléments a; de W tels que pour [ compris entre 1 et

q(g — 1), notons ®ys(e;) = ajey(q)- Par abus de notation, on désigne 1 ® e; dans N par e;.

Proposition 5.3.2.1. Chaque vecteur e; pour 1 <1 < q(q— 1) est un vecteur propre sous

l’action de T'.

Démonstration. La démonstration se fait par dévissage, comme celle de la proposition
63T

Modulo T, on sait que v(¢e;) = €.

Soit n un entier supérieur ou égal & 1 tel qu’il existe pour tout ! compris entre 1 et

q(qg — 1), un élément p; de WI[T]], p; = 1 modulo T, tels que
e(pr)ai(p+T)" —ary(p+T)"psqy = 0 modulo T"(p + T)".

Considérons alors 8; € S tel que
e(p)alp+T)" —ary(p+T)" psqy =T"(p+T)" b1
On recherche des éléments z; de R tels que
T (p+T)" B + o(T™)p(x)ai(p+ T)" — ary(p + T) " T" x4y = 0 modulo T (p + T)"

et I'on est ramené & résoudre I'équation

n(p—1)

B = axgq) —u"p arp ().

Un dévissage modulo p permet alors de montrer qu’il existe un unique g(q — 1)-uplet (z)

d’éléments de W solution. En particulier, il vient zy;) = al_1 5; modulo p. ]

Dans la section précédente, les coefficients a; ont été déterminés modulo p. On en déduit
la matrice de v modulo p. Le procédé de calcul étant algorithmique, on peut obtenir les
coefficients de I'action de v modulo p lorsqu’une précision T™ est fixée.

Remarque

Lorsque g = p, les espaces stables par ¢ étant de dimension 2 (cf , il ne doit pas
étre trop difficile de déterminer les (¢, I')-modules irréductibles (cf [Bergerl0]) , donc les

représentations galoisiennes irréductibles associées a la courbe de Drinfeld.
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