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Introduction

Le but de ce travail est de construire un analogue p-adique de la transformation de
Fourier pour les 2-modules en caractéristique 0 (cf [17]) et d’en donner les premiéres
propriétés. Le noyau de la transformation de Fourier sera I’analogue p-adique de
’exponentielle, c’est-a-dire Iisocristal de Dwork “Zr, qui dépend du choix d’une racine
de I’équation 77! = —p dans Q,. D’aprés [16], le choix de 7 équivaut & la donnée d’un
caractere additif non trivial de F,, ce qui établit un paralléle avec la transformation de
Fourier-Deligne.

Soient V un anneau de valuation discréte, d’inégales caractéristiques (0, p) et K son
corps des fractions. On suppose que V contient les racines de ’équation (dans Q,) :
z?~! = —p. Soit 7 une racine de cette équation. Le corps K est muni d’une norme qui

prolonge la norme p-adique sur Q; notée |.|. Définissons la complétée faible de ’algébre
de Weyl

AN(K) = {ay 2L 58 ar € K et 3¢, < 1 tels que [ag| < cpld+ll},

Avec notre choix de , cette algébre est munie d’une anti-involution F , la transformation
de Fourier "naive”, définie par F(z;) = —8,,/r et F (0z;) = wx;. L'objet de ce travail
est de construire une tranformation de Fourier géométrique, pour les @a-modules, qui
corresponde a cette transformation de Fourier. On rappelle que 2" est le "complété
faible” de I’anneau des opérateurs différentiels usuels et que 9& est son tensorisé par Q.

Les différences entre cette construction et la construction usuelle en caractéristique
zéro sont surtout d’ordre technique. Une premiére difficulté est que, pour rendre compte
des conditions de surconvergence & 'infini des coefficients des opérateurs différentiels,
il faut compactifier 'espace affine formel de dimension NV en Pespace projectif formel
de dimension N, & = 155 . Sur cet espace, on introduit le faisceau des opérateurs
différentiels & singularités surconvergentes & 1’infini 9,5 (o) construit par Berthelot dans
4.2 de [6] et dont on rappelle que c’est un faisceau d’anneaux cohérent.

Dans le premier chapitre, nous donnons quelques résultats complémentaires concer-
nant ’image inverse des Qa(oo)-modules, qui simplifieront le calcul de la transformation
de Fourier. Nous montrons d’abord que P'image inverse d’un isocristal surconvergent

au sens des E’Za(oo)-modules coincide avec 'image inverse au sens des isocristaux (et ce,
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méme dans le cas ot le morphisme n’est pas lisse). Nous terminons ce chapitre par un

résultat d’invariance birationnelle des Qa(oo)-modules.

En vue de la transformation de Fourier il nous faut établir ’équivalent des théoremes
A et B pour les E’Za(oo)-modules sur I’espace projectif. Au chapitre 2 nous établissons
plus généralement des théorémes d’acyclicité pour les @a-modules cohérents sur I’espace
projectif. En effet, ce résultat d’acyclicité résulte en caractéristique zéro d’un résultat de
Beilinson-Bernstein (cf [1]), pour les 2-modules sur I’espace projectif. Plus précisément
nous commencons par 1’étude de ce qui se passe a un niveau fini pour les faisceaux
2(™)(r) (ot (r) désigne le twist de Serre par Ox(r)). Nous savons déja que la cohomologie
de ces faisceaux est de torsion grace au résultat en caractéristique zéro. Pour contréler
cette torsion nous étudions alors le faisceau gradué gr,2(™ et constatons qu’il peut
s’interpréter en termes de l’algébre symétrique de niveau m de I'espace tangent Ix.
Ecrivons ’espace tangent comme quotient d’une somme directe de copies de faisceaux
Ox(1). Cela permet d’écrire I’algebre graduée gr,2(™ comme quotient d’une algébre
graduée dont le k-iéme terme est une somme directe de copies de Ox (k). On en déduit
que les faisceaux gr,2(™)(r) sont acycliques pour k assez grand et que la cohomologie
de tout 2(™)-module cohérent sur ’espace projectif est de torsion finie, ce qui est en
fait le point crucial. Le théoréme d’acyclicité pour les @g" )_modules cohérents est alors
affaire de passages i la limite & la Mittag-Leffler. A partir de la, on obtient facilement
le cas des Qa—modules cohérents. Notons que nous traitons ces résultats dans le cadre
de coefficients plus généraux que Ox, qui vérifient certaines conditions. En particulier,

nous établissons aussi des résultats d’acyclicité pour les Qa(oo)-modules cohérents.

Au chapitre 3, nous utilisons ces résultats pour établir qu'il existe une équivalence
de catégories entre les An(K)!-modules cohérents et les Qa(oo)-modules cohérents sur
’espace projectif. Le point important est que 1’on peut filtrer le faisceau @a(oo) sur
’espace projectif par des faisceaux d’opérateurs différentiels qui soient des complétés
de modules libres sur les anneaux @™ des coefficients surconvergents. A partir de 13,
le calcul des sections globales de @a(oo) est trés simple. On pourrait d’ailleurs aussi
en déduire un théoréme d’acyclicité pour les @a(oo)-modules cohérents. Le deuxiéme

ingrédient consiste en des théorémes de platitude ...techniques.

Nous revenons i la transformation de Fourier dans le chapitre 4. Rappelons que
le choix de = équivaut 3 la donnée d’un caractére additif non trivial de Fy, ce qui
fournit un paralléle avec la transformation de Fourier-Deligne I-adique. Soient X' = f’{)’

’espace projectif formel de dimension N, % V’espace projectif dual, qu’on regarde tous
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deux comme compactification de I’espace affine de dimension N et & — X X ¥ qui est
muni des projections p; et p, sur ¥ et ¥ respectivement. Nous construisons d’abord un
éclatement lisse &, de & sur lequel on peut définir un prolongement ) a valeurs dans P
du crochet de dualité de AY x AY Al,. Avec notre choix de 7 nous pouvons mtroduue
isocristal de Dwork %, sur PV, qui correspond du point de vue des 2-modules i

"exp(nt)”. Le module \'%, est un @z Q(c;o)-module cohérent auquel est associé un
2%, ,q(e)-module cohérent, grice au théoréme d’invariance birationnel, toujours noté
NZ,. Si A est un 2%, ,q(ce)-modules cohérent, on définit F(#) = P2+ (N %, ®F pi ).
Nous disposons alors d’un théoréme de comparaison avec la transformation de Fourier
naive

RINX,F(M)) ~ F(T(X, M))[n - 2.

Pour cela, nous nous ramenons au cas de .4 = %m(oo) ou nous faisons un calcul
explicite. Les complexes intervenant dans ce calcul sont, comme en caractéristique zéro,
des complexes de Spencer tordus. Toutefois il est ici plus délicat de travailler avec
ces complexes, car nous ne disposons plus de la filtration par ’ordre des opérateurs
différentiels, et les complexes analogues modulo 7™ n’ont pas les propriétés d’acyclicité
souhaitées. De fagon similaire nous introduisons la transformation de Fourier a support
compact & (obtenue en remplagant P2+ par px dans la formule précédente) et, en
utilisant le théoréme de dualité relative pour les morphismes propres dii & A.Virrion (cf

[19]), nous montrons enfin qu’il existe un isomorphisme canonique

F( M) ~ F(M).






Chapitre 1

Compléments sur I’image inverse des

@L-modules.

Nous commencons par fixer quelques notations et faire quelques rappels concernant le
faisceau des opérateurs différentiels 3 singularités surconvergentes le long d’un diviseur
relatif 2 d’un schéma formel lisse %, noté 9?_,;@(*.‘3’ ). Ces faisceaux ont été introduits
par P. Berthelot (cf [6]). Nous donnons en outre quelques résultats généraux sur 'image
inverse d’un @*x.o(ff )-module cohérent, sans hypothése de lissité sur le morphisme,
dans des cas qui interviendront dans ce travail. Nous obtenons ainsi d’une part un
théoréme de comparaison entre 1’image inverse au sens des 2'(*%)-modules et 'image
inverse au sens des isocristaux surconvergents. Nous prouvons d’autre part un théoreme
d’invariance birationnelle, qui montre que dans ce cas, la catégorie des @a(fff )-modules

cohérents ne dépend que du complémentaire du diviseur %.

1.1 Notations.

Soient V' un anneau de valuation discréte d’inégales caractéristiques (0,p), ™ une
uniformisante, ¥ son complété p-adique, K son corps des fractions, S le schéma SpecV
et & le schéma formel Spf¥. Soit % un schéma formel lisse sur . et Z un diviseur
relatif de &. L’ouvert complémentaire de % sera noté %. Les réductions modulo #+!
des schéma formels &, %, U seront notés par un : en indice. Si la situation provient
d’une situation analogue sur V, on notera les schémas correspondant sur V : X,U, Z

ou X est un S-schéma lisse, U est un ouvert de X et Z est un diviseur relatif de X.

1.1.1 Opérateurs différentiels. Pour la construction et les propriétés des faisceaux
d’opérateurs différentiels arithmétiques, nous renvoyons i [6], nous contentant de rap-
peler ici ce dont nous aurons besoin. Considérons % » 'idéal de 'immersion diagonale :
Xi = XixsXi, et P, 'enveloppe i puissances divisées de niveau m de (Ox;xx;,#). La
PD-structure sur &, sera notée (X, <%, 6). L’algébre P, est munie de la filtration
m-PD-adique par les #{"+1}. On désignera par Pin) la PD-algébre P, /H ("1}
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6 Chapitre 1. Compléments sur I’image inverse des @a-modules.

qu'on peut voir comme un faisceau sur X; et qui est munie de la filtration induite par

la filtration m-PD-adique. On rappelle que
@(":,)n = %omaxi(g?m), Ox.),

et que 9( ) = hm 9('") Cette construction peut bien siir étre faite sur X ou sur X.

On pose alors 9( m] = lim @S( ™) et @t = lim g(x,q

1.2 Description locale.

Donnons une description locale des sections de ces faisceaux. Soit (z1,...,ZN) un
systéme de coordonnées locales sur & (et donc sur X;). Alors, les opérateurs Q\[,_ﬂ forment
une base de Dy, le faisceau des opérateurs différentiels usuels, comme Ox,-module (cf
[EGA 1V, 16.11.2]). Soit k£ € N. Notons ¢{™ le quotient de la division euclidienne de k

par p™. Etant donné un multi-indice & = (ky,...,kn), nous noterons
qg")! = HQI(:‘)'

Introduisons encore Q,—(f) ™ = qg")!_@[f. Le faisceau 93?:) est alors un Ox,-module libre
ayant pour base les Q;_E (™ Remarquons (cf 2.2.5 de [6]) que @ﬁ';) est alors engendré par

les opérateurs {ai';’-')‘""}ls ;i<n tels que i < m, comme Ox-algeébre, et qu'il est noethérien.

1.2.1 Inégalités. Définissons enfin certains coefficients qui apparaissent dans les

formules : nous poserons

(i) Sikk €Netsik”=k—F, {5} =q!/qwlgn!.

(ii) Si k,k' € N, (k.> = (k,){k:}—l € Z(y).

Terminons par des inégalités que nous serons amenés i utiliser. On vérifie facilement

que si k est un multi-indice de longueur N :

k k
21 < (m) < —,
s mooC R
— Nlog,(lkl +1) =N < wv(k) < ;f—l',
|kl NP (m)y ||
& Nileg.(lk+1)- — < <
™p—1) og;(I&] p—1 velde ) r(p—1)
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1.3 Opérateurs a coefficients surconvergents.

Revenons 4 la situation initiale ou 'on considére un diviseur relatif sur &. Les
notations qui suivent valent alors aussi pour X. Si f est une équation locale du diviseur

Z; sur un ouvert U’ de X;, on pose
™)y — ’ pmHl
@X.‘ (U) = 0Xi(U )[T]/f T-p.

Du fait que Z est un diviseur relatif ces faisceaux se recollent en un faisceau 33(’") De
plus, le faisceau 33( ) est muni d’une action du faisceau des opera.teurs différentiels (cf
4.2.1 [Bel]), de sorte que le faisceau 9 '.)(oo) = 93(":)®ox 9}(.— est un faisceau d’anneaux
qui est cohérent d’aprés 3.1.2 de [Bel]. Si l’on désire préciser le diviseur, on notera ce

faisceau @(m)(Z) On introduit aussi 8{) = lim .93("') B, = hrn 712 PG (o0) =
lim @(m)(oo) et 9, qleo) = llm o (oo) qu’on notera. encore YT )(Z) et Dty Q(®) si

1 on veut préciser le d1v1seur. En outre, si F est un Ox,-module cohérent (respectivement
un Ox-module cohérent, un Og-module cohérent), & est le .@g?:)-module 33&:{,') Qo F
(respectivement B @ &, .@g';') Q F).

1.4 Rappels des définitions et propriétés des images directes

et inverses des @tq-modules.

1.4.1 Définitions. Soient & et ¥ deux schémas formels lisses sur f, 9 Cc X,
Z C ¥ des diviseurs relatifs, % et %’ les ouverts complémentaires. Introduisons
d = dim% —dim%. Considérons un homomorphisme de Y-schémas formels f: ¥ — &,
tel que f(%') C U et notons f; le morphisme induit : ¥; — X;. On dispose alors d’un
homomorphisme canonique : fi‘l.@%‘) — .@& ). On note :

() = B © g 71 () = B ©010, 719,
c’est un ! @S(’?)(oo)-module a droite et un 9&?)(oo)—module a gauche. Notons encore :
D5, () = lim BT, ()

et . S(m
Dy..x (=) =lim 9L 5 ()

ou encore 2%, _, 2,q('Z), si 'on souhaite préciser le diviseur. On introduit d’autre part

95?:.)_]4 = (‘:,Y- ®a(y’f‘) 99.’2»){.(”) ®fi—lg();'f) fi-lGJXn
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c’est un f'-"l@gg:)(oo)—module § gauche et un @g,",")(oo)-module a droite. Nous introduisons

de plus

PeLo () = im DYy, = Do O D52, 5:(=) @ g F7'0F,

et
Dl eaq(e=) = lim IF) 4 (),

encore noté 9&»‘_@,@(752’ ).
Définitions

(i) Soit . € D4 (Dh (' T)), alors :

Fl) = By () O gy 1y S (AL
(i) Soit N € DL4(D q('%)), alors :
fok =R (D0 a('T) @5, 1) H)-

On définit de la méme fagon fiy, f1, F1™ et fi™.
1.4.2 Propriétés. Ces propriétés seront énoncées sans démonstration. On renvoie a
[7] pour celles-ci.

1.4.2.1 Proposition. Avec les notations de 1.4.1, si f est propre, si f~(T) = Z et
si M € D3, (Dl o(1%)), alors fr(M) € D (2 q(1 7).

Cet énoncé est aussi valable a un niveau fini.

1.4.2.2 Proposition. Si f est lisse et si N/ € D;h(@’_fx,q("ﬂ)) alors f(AX) €
(2 ,q(1Z)).

1.5 Comparaison avec I’image inverse d’un isocristal surcon-

vergent.

1.5.1 Lemme. Soit0 - R — S — T — 0 une suite exacte de .@g,")-modules telle

que :

(i) S est sans p-torsion,
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(ii) T est un .@g,")-module de type fini.

Alors il existe une suite ezacte de .é@g,'%-modules 0o R- ST —o.

Démonstration. Soient T; = Jor} (V/p',T) = ker(T z T) et T" la partie de torsion
de T, qui est un .éég,m)-module de type fini par noethérianité de .@g,"). Le schéma Y étant
quasi-compact, il existe a € N tel que p*T* = 0 et donc, pour i > a, T; = T*. Alors, si
j >0, le morphisme V % V induit la multiplication par p’: Ti; — T; si bien que pour
t,J 2 a, ce morphisme est nul. Le systéme projectif des T: est donc essentiellement nul.

De la suite exacte : 0 = R — S — T — 0, on tire des suites exactes :
0—T; = R/p' - S/p' = T/p' -0,
qui se scindent en deux suites exactes :
0—-T; - R/p > A; >0 et 0— A; = S/p' = T/p' — 0.

Comme le systéme projectif des T; est essentiellement nul, on obtient un isomorphisme

R ~lim A;. Par passage aux complétés, on obtient une suite exacte courte :
A )

A a A

0-R—->S5S—-T-—0.

Comme T est de type fini sur .@g,"), il est complet, et on obtient la suite exacte annoncée.

1.5.2 On note X laréduction modulo p du schéma formel & (resp. U, T les réductions
de % et J) et sp le morphisme de spécialisation de la fibre générique Xx de X vers
Z. Soit E un isocristal sur U, surconvergent le long de T'. Soient % un schéma formel
lisse sur %, muni d’un diviseur %, %’ 'ouvert complémentaire du diviseur, et f un
morphisme de &-schémas formels, qui vérifient les hypothéses de 1.4.1. On note Y, Z,
U’ la réduction de la situation modulo p et @ la fibre générique de #¥. Le morphisme
f induit un morphisme fx entre les espaces rigides ¥k et Xk et un morphisme f, entre
Y et X. Alors, d’aprés le théoréme 4.4.12 de [6], I'image directe par spécialisation &,
de E, est un @tx'Q(f J)-module cohérent. On dispose aussi au sens des isocristaux, de
f*E ; soit 4 = sp,f*E le @“;,’Q(ff}f )-module qui lui est associé sur %. On se propose

ici de comparer ¢4 et I'image inverse f'(£), comme D}, o(f%)-modules.

1.5.3 Lemme. [l eziste un isomorphisme canonique de @tqu-modules 4~ fr8.
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Rappelons que d’apres 4.4.2 de [6], le morphisme de spécialisation induit une équivalence
de catégories entre les j te a,-modules et les @&'Q-modules (la définition du foncteur
7] T est rappelée ci-dessous). L’objet de ce lemme est de montrer que cette équivalence est

compatible & I'image inverse. Par construction, le diagramme suivant est commutatif :

U o Y o %

! ! !
U = X <= X

N !
Speck — £.

Rappelons d’abord comment est défini f*(E) (on se référe ici & 2.3 de [5]). Soit pm =
p~/*™" . Reprenons les définitions de [6]. Si # est un ouvert affinoide de & sur
lequel % est donné par une équation locale { = 0, alors W = sp™ (%) est un ouvert
affinoide de Xk, ainsi que W,, = {z € W: |{(z)| = pm}. Pour m assez grand, les
ouverts W,, ne dépendent pas du choix de ¢ et se recollent en un voisinage strict de
W encore noté W,,. La construction analogue sur # définit un voisinage strict de W’
: W!.. Soit am l'inclusion de W,, dans Xx. Il existe une suite d’entiers n,, tels que
fx(W}._) C Wn. Notons alors am,m: et al, ;s les inclusions de Wr,s dans Wi, et de W,
dans W', ainsi que a,, l'inclusion de W}, dans #x. Enfin, si E est un Ow,,-module,
on pose j):.E = li_n’lml>ma,,.,m/.a:'nym,E et th = Qme jJ‘E. Les foncteurs analogues sur
%Yk sont notés _),'1 et ]'T Soit E un isocristal sur X surconvergent le long de T, alors il
existe mg € N, et un fibré i connexion intégrable Eq sur W,,,, surconvergent le long de

T, tel que E soit isomorphe a j TEO. Au sens des isocristaux, le jitﬁgx-module :
T (6w @10, i E
J ano fK me K +0 ]},

est une réalisation de I'image inverse de E, notée f*(E). Considérons ensuite le dia-

gramme commutatif d’espaces annelés :

(@/K’j,t 09’1() LP' (@/, '@EJ,Q)
Lfk \f
(Zit0m) 2 (,8q).

On dispose d’un homomorphisme canonique :

f'sp.E — sp.frE.
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En outre, ces deux faisceaux sont deux @L,Q-modules cohérents, si bien que, d’aprés
4.3.10 de [6], il suffit de vérifier sur le complémentaire du diviseur I que la fléche
précédente est un isomorphisme pour voir que c’est un isomorphisme global. Pour faire

le calcul, il suffit donc de considérer le diagramme commutatif suivant :

(U, 00) 3 (2, Blyq)
L Ik Lf
(U, 10w,c) 2 (u, Y, ).

Nous sommes donc finalement ramenés a prendre I'image inverse au sens des isocristaux
convergents. Rappelons d’abord que I’on a un isomorphisme canonique : sp, Oy ~
Oa ® K. L’assertion est locale sur %. Soit %; un ouvert affine de % sur lequel
& = sp.(E) soit projectif de rang fini; comme U; est affine, cela revient 3 dire que
&(%;) est un 6(U) ® K-module projectif de rang fini. Soient % un ouvert affine de
FH (%), U = sp™ (%) et Ul = sp=\(T;); alors

(%, *(8)) = 0(U]) ® o) 6(%:).

En outre, le module E(U;) = §(%;) est un aussi un 0(U;)-module projectif de rang fini,

et
L(U;, fk(E)) = Oay (U!) @ou, vi) E(U:).

Finalement, on voit que I'(%/, sp.fk(E)) = T(U,, f%(E)) = I(%, &), puisque
O} (U) = Ou(%!) ® K. Ceci achéve la démonstration du lemme.

1.5.4  Proposition. Il eziste un isomorphisme canonique de %&,‘Q(TQ’ )-modules :
4 ~ f'&[~d].
En particulier, f'€ est un @;y,q(f.‘f )-module cohérent.

Démonstration. D’apres le lemme 1.5.3, le module 4 est canoniquement isomorphe
Af6=3BY,® s1at, o f7'6. Calculons maintenant f'6. D’aprés les résultats 4.4.5
a 4.4.12 de [6], il existe une suite strictement croissante d’entjers (nm), et une suite de

.@g;’:‘&-modules localement projectifs de rang fini £™) tels que :
(i) les modules &(™ sont des 3"32"3@ O @g-",)q-module a gauche,

(ii) le morphisme canonique .@g;"') B gno) 80 - £(m) est un isomorphisme,
x
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(iii) les morphismes &™) — &(™+1) sont @‘;;;3@.,, @g;",)q-linéaires a gauche.

En outre, &™) est un .@g}"‘*“@ox @g;",)q-module a gauche cohérent et on dispose d’un

isomorphisme canonique :
gm+1) ~ (@g':MH)@@g?,)Q) ®9§(§')®@(:¢),Q e

Comme cette structure de .@g’?"*“@ax @g';‘?q—module est nilpotente, il existe un .@g}"‘“ )

module cohérent F(™+!), muni d’une structure de BL+Q6, &™) -module, pour laque-

lle il est cohérent (cf 4.4.7 de [6]), tel que §™+1) ~ F ) comme B R, Glm).
Q % x Yz

module. On peut alors remarquer que :
t Y URT 2(nm+1) oL -1 gr{m+1)
QBQV ®f-1gaix f E ~ l_lglm (‘%Qy * ®f_19‘3(;:m+1) f 9(Q )

et que

PE1-d =lim (5501100 " DER) O ggmmgap 5.
Soit A un .@‘;’"*“@ox @g?)-module 4 gauche, notons \,, le morphisme de foncteurs

a5 ® 1gmen) f M (B0, D) B ;1 gtomin) o | A
b@m — b®1) ®m.

A présent, fixons m. On pose alors : A = Ap, Bo = 9‘3‘;"‘“), By = é@(g,""‘“), Do =
BErIRYD, Dy = BYIGDS), F = F) et Dy = -égw@f—léaxf"l@x-

1.5.4.1 Lemme. L’application X induit un isomorphisme équ,Q—line'aire :
By ®}'_,9~'x f_lgq ~ Dy, a ®?“@x f-ng-

Le fait que ) induit un isomorphisme se vérifie localement : considérons un ouvert % C
X tel que Fy admette une résolution libre de type fini L,, comme 9 «-module, et un
ouvert W' C ¥ tel que f(#') C #. On a un isomorphisme L; ~ (% 2 ®9Pa)%. Comme
L, est une résolution % «-plate de F, le complexe By ®gx F est calculé par le complexe
C, oa C; ~ By Os-1dy (f“@x)"‘. En outre, le complexe Do _, 2 ® -1y f1F est
calculé par le complexe C! ou C! = (Do 2)*. De plus, le module C] est le complété p-
adique de C; et le morphisme g induit par ) entre les complexes C, et C, est le morphisme

canonique de passage au complété, c’est-a-dire que 'on a I'égalité u(b ® p) = b®p.
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Considérons maintenant By = Im(Ck.,.l — C%) et Z = Ker (Cx — Ci_;). Pour tout
k 20, on a donc Zx/By = Jor]~ a"(.@ » f1F). Par définition, il existe des suites
exactes (Gy) :

0> 2Zy - Cr — By — 0.

Or By se plonge dans Ci_; qui est sans p-torsion. On en déduit des suites exactes :

0— Z;/p' — Ci/p* — By /p — 0, d’out des suites exactes :
0—)21,—»0,:—»3;,_1—-»0.

On dispose d’autre part de suites exactes : 0 — B, - Z; —» Z;,/B;c — 0, ou
Zi/By est un Bg-module de type fini, car il est isomorphe 3 J. ori” ‘B (.% 7).
En particulier ces modules Z, / Bi sont p-adiquement complets. Nous pouvons appliquer

le lemme 1.5.1, de sorte qu’il existe des suites exactes :
0—+Bk—>ZAk—>Zk/Bk—>0.

Finalement ces calculs montrent que la cohomologie de C! s’identifie, en degré k, a
o / Bk, et est isomorphe, via A, 4 la cohomologie de C,. Ces deux complexes sont donc
quasi-isomorphes. Comme Fq est un module localement projectif, le complexe C, ® K
est acyclique et il en va de méme pour C!® K. En degré zéro, on trouve un isomorphisme
toujours noté \ : Ba Qr-1g, [1Fq Dy o Os-1dy 60y f Faq, ce qui achéve la
démonstration du lemme.

Pour achever la démonstration de la proposition, montrons maintenant que \ est
@g ,Q-linéaire. Notons %, et €, les modules 939; Qf 1Fqet 99'—»x® f1Fq. L'assertion
est locale sur &. Plagons-nous sur un ouvert ¥’ de % , muni de coordonnées locales
Y15---, Yk, tel que f(W') soit inclus dans un ouvert affine ¥ de & , muni de coor-
données locales z,...,z;. Soient §; = Oy et ) = 3;,.. Comparons d’abord ’action
des dérivations sur ‘61 et 62. Soit a le morphisme canonique : Pery — f*Perqr, et
a(B) =3}, 8:;®0;. Sih®z € %1, on calcule I’action de &; sur A ® z et sur MR @ z)

comme suit :

'k
0-h®@z = a.(h) Rz + 2 hﬂ,‘,j ® aj(:t),
=1

a,"/\(h®3:) = 3;-(h®1)®$,
k
= G(h)®1Qz+) (hGi;® ;) ®z,
y=1
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k
= %(R)®1®z+ Y hB;i; ®1® (<),

=1

/\(6.- -h® 1:).

Et I’application A commute a ’action des dérivations.

Soit maintenant P = <N ah(y)ng(m) € By ® @g;‘,a. Du fait que l'on a la
relation (k;!/ q,,,.!)a,i"""") = 0%, A commute & I’action de P. Le faisceau 9Dy q s'identifie
au complété de By @ QST)Q pour la topologie p-adique, qui au moins localement, est
induite par une norme. D’autre part, ’homomorphisme A est continu pour la topologie
p-adique puisqu'il provient d’un homomorphisme entre des modéles entiers de €y et
de %, et l’action de @qy'q sur €, et €, est continue pour cette topologie. Soit donc
P e @g,q, écrivons P = limg—oo Pr ou Pi E équ ® @g,':a. Alors, si h ® £ € €6, par

continuité des applications considérées, on a :
MP -h®z) = kl_i_ngz\(Pg-h@z),
= I}Lr?o P - MhQ z),
= P.AhQz),

D’ott la Da q-linéarité de A. En passant & la limite inductive sur tous ces isomor-

phismes, on en déduit un isomorphisme @&Q(f.‘f )-linéaire comme cherché.

1.6 Un théoréme d’invariance birationnelle.

1.6.1 On généralise ici le théoréme 2.3.1 de [5] au cas des ?ZL(*EZ’ )-modules. La
situation est la suivante : soient & et ¥ deux schéma formels lisses sur &, T et Z deux
diviseurs relatifs de & et % respectivement, et % et %’ les ouverts complémentaires.
On se donne maintenant un morphisme de &-schémas formels f : ¥ — X, tel que f
induise une immersion ouverte : f~1(%) — %. On commence par énoncer quelques
lemmes techniques qui interviendront dans la démonstration du lemme-clef de cette

sous-section.

1.6.2 Lemme. Soient ¥ un ouvert affine de % sur lequel Z est défini par ’équation
E=0ethe -@(&“’)Q(W)n G(W N D(£)). Alors il existe m’' € N tel que ph € .@g,"l)(‘ll’).

Démonstration. Du fait que Oy est sans torsion et que £ n’est pas diviseur de 0 mo-
dulo p, il existe une injection : G(#)/p6(W) — 6(W)[1/€]/pO(W#)[1/€]. Le deuxieme
s’identifie  son complété p-adique, qui est G(W){1/€}/pO( W ){1/£}, de sorte que ’on
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a en fait une injection :

oo#)/po00) < 0w (¢} /po0w) {z}

Soit maintenant b € BTN ()N G(¥ N D(€)), alors il existe r € Br(W) et b’ ¢
BT = O(W)[1/¢]q tels que h = &' +r. En fait b’ est dans BTN 6(W N D(¢)).
On en déduit D’existence d’'un ny € N tel que {™h = k € O(W)qN 6(W N D(¢)).
Choisissons s minimal tel que p’k =1 € G(W). Si s =0, cela signifie que k € G(¥) ; si
8 2 1,1(l) = 0 o1 I est I'image de ! dans G(W)/pO(W ). Donc l s’crit pl’ avec I' € 6(W)
et on a la relation p*~'k = I' € O(¥), ce qui contredit la minimalité de s. On voit
finalement que k € G(#) et il suffit alors de choisir m’ > m tel que p/E™ € .@(m')(W)

pour obtenir le lemme.

1.6.3 Lemme. Avec les hypothéses du lemme précédent, soit h € Ox (V) tel que h
soit inversible sur ¥ N D(§), alors il eziste m' € N tel que ph~! € .@(m')(V).

Démonstration. Soit ¥k la fibre générique de ¥. On continuera & utiliser les notations
%' et Z pour 'intersection de ces espaces avec ¥ et on notera U’ et Z leur réduction
modulo p, JU'[ et | Z[ leurs tubes dans ¥k (c’est & dire leurs images inverses par sp).
Les hypotheéses signifient que h € Oy, (¥k) est inversible sur JU’[. Donc I’ensemble
analytique des zéros de h dans ¥, V(k), est inclus dans |2’ [. Sur V(&), la norme
spectrale [{[,, de ¢ atteint son maximum en zo € V(h). Comme z, €]Z], il existe
a < 1 tel que |{(z0)|] < a < 1. Finalement, sur le tube fermé défini par [€],, > a, h est
inversible, ce qui revient précisément A dire que A~! ¢ .@g')(‘f/) pour m assez grand. On

peut alors appliquer le lemme précédent 4 h et cela conclut la démonstration du lemme.

1.6.4 Proposition. Sous les hypothéses de 1.6.1, il eriste un isomorphisme canonique
de DY, (' %)-modules : |
Py.q('%) = Dy _x o(12).

Démonstration. Tout d’abord, 2%, _, o,q(1%) est un D}, o(1%#)-module & gauche et le
module 2}, . (1% ) posséde une section canonique 1 ® 1, de sorte que I’on a une flache
canonique :
9'gy,cz('fg’) - gg-x,q(ff)
P - P-(1®1).
Voir que A est un isomorphisme est une question locale ; on peut donc supposer que

X est un ouvert affine muni de coordonnées locales Zi,..., TN, sur lequel le diviseur
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est donné par une équation £ = 0. On peut aussi supposer que & est affine, muni de
coordonnées locales yq, . . ., yn. Soit j I'injection de %’ dans %. D’apres 4.3.10 de [6], les
faisceaux Dly o(1%) et Dby _, o q(1Z) se plongent respectivement dans j.j P (1%) et
dans 7.7 *@ly_, s,:,Q(ffl" ). De plus, en restriction & %, I’application A est un isomorphisme.
Cela montre que A est injectif sur &.

Pour voir que ) est surjectif, nous construisons une section de A. Nous examinons
d’abord la situation i un niveau fini. Fixons m € N, l'application A provient d’une
application Ap, : (%, 2§)) —» (¥ , A o) ot T(W, PMY est le Gy-module libre de
base les Qyw("') et I(¥, @g,"_), a) est le Oy-module libre de base les Qﬁf)‘"". Considérons
les sous-Oy-modules libres A = @<pm OgQ,@("') et N = Dp<pom O’g/Q,-(,E("'). Il existe

un diagramme commutatif :

M — j,.oaw ®RMA
1 Am 11® A
./V — j.ﬁayl ®./V

La fleche  droite est la fleche induite par A, sur 'ouvert %’, qui est un isomorphisme
car la restriction de f 4 %' est simplement une immersion ouverte. Finalement 1 ® An
est un isomorphisme. Cela signifie que det \,, € Ox et que (det \p,)~! € Ox:. On peut
donc appliquer le lemme 1.6.3 et on en déduit que p(det \,,)™! € I'(¥, @S}")) pour un
certain m’ > m. En d’autres termes, si j <m, p- ,\,;l(ai’,.’”“")) € B)(¥) @ DN (¥).

De plus, en restriction & %', \,, est un isomorphisme d’anneaux et on a la relation :
A-1 (a,(}” }om) aa(:P’ )<m)) =AY ag")(m)) A ai‘?j’<m>).

Les opérateurs 9™ sont produit d’au plus [|k|/p™] + N opérateurs d’ordre < p™ (o
[z] est la partie entiére d’un réel ), de sorte que I’on trouve finalement que pour tout
ke N¥,
PRI G ™) € B @) @ 9™ (@),
Soit maintenant mg € N. Appliquons ce qui précede & m = mg + 2. Cela signifie
qu’il existe m’ € N tel que V&,

p([l!d/r""’*’HN) AL +2(Q¥5)("'o+2)) € @(m’)(gy) ® Pmo+(@),

De plus, nous avons la relation :

(mo+2)y

(Qz(!‘-)(mow)) = % : A;‘i(@z@(m)).

A-l
mo+2 q’(;.o)!
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Or, une majoration de la valuation p-adique de ce coefficient est :

(mo+2)y
. |k| |l Np
U\ = < - + Nlog, (|k| +1)) + —..
4 ( qémo)! ) pmo+2(p — 1) pmo(p —- 1) gp (I l )) p— 1

D’ou finalement les majorations :

(mo+2)y
T (WE/pmot21eN) |&| k| |&]
v < + - + Nlog, (lk] +1
P ( qgno)! pmo¥? | pmet2(p_1)  pmo(p— 1) g, (|k| +1)
N2p-1
LN@r-1)
p—1
|&| N(2p-1)
< pmo+l+Nlogp(|k|+1)+———p —

Pour tous k, cette quantité est majorée par un certain ¢ > 0. Cela montre que, pour
tout k,
P°AL (%)) € B @ 2N ¥).

Posons maintenant pm, = p°A;} et pmems l'injection canonique de Gmo),, q(e) dans
L) #,q(). Alors, pip,, induit une application entre les faisceaux : B R f -igime) _,

33("') ® 9( ™). Par passage aux completes et apres tensorisation par K, on en déduit
une application vy, = p™jim,: 99,_, a,q(=) — .93("' )®9("' Par construction, on a la
propriété que Apmi O¥my = pm, m. Par passage 3 la limite sur mq de toutes ces aplications
Vmq, on trouve une application v : 2}, _ x Q(fﬂf ) — @L'Q(fﬂ’ ), qui est une section de

A, si bien que A est surjectif.

1.6.4.1 Corollaire. Avec les hypothéses du début de la sous-section, soit M €
;h(@&,q(fg)), Alors f' /M € D;;.(%,q(*ﬁ"))-

Démonstration. Par dévissage, on peut supposer que .# est réduit 3 un seul module
th'q(fff )-cohérent, toujours noté .#. L’assertion est locale sur la base, si bien que ’on
peut supposer que & est affine et que .# admet une résolution (L,) par des @&'Q(f T)-
modules libres. Le complexe f'.# est donc calculé par le complexe : 2%, +(1%)Q L,
qui est a termes 9;,@("2’ )-cohérents d’aprés le lemme 1.6.4. On en déduit que f'.# €
D;h(@%,'q(fﬂ’ )) et la proposition.

1.6.5 A partir de maintenant dans tout le reste de cette sous-section, on considere le
cas o f~Y(U) ~ U’ et ou f induit un isomorphisme : %’ — 9. Dans la suite, on

identifie % et %’. De I'isomorphisme )\ donné dans le 1.6.4, on déduit qu’il existe
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un morphisme de faisceaux canonique g : f‘l@‘;;,q(fg ) — @&,Q(TEZ’ ), induit par
I’application :
f_lg Q(fg) - @ey—-sr,q(fy)
P — 1@ P

1l est clair sur % que g est un homomorphisme d’anneaux, si bien que c’est vrai sur
tout &. Via cet homomorphisme, tout @;'Q(f%’ )-module a droite ou a gauche peut
étre considéré comme un f ’19;;")(7 J)-module a droite ou a gauche. L’isomorphisme
A est alors un isomorphisme de 9&@(*%’ ) x 1 E’th'q(* J)-bimodules puisque c’est vrai

en restriction a %.

1.6.5.1 Lemme. Il eziste un isomorphisme canonique de f-l@'gm(f T) x @;[,,'Q(f‘f)-

bimodules

Cy ®9' @&,Q(ng) ®93' @y ~ oy ®gt @Qy Q( %) ®f—1gat oz

Démonstration. Précisons que 'on munit by ®g1 2, (%) ®,. at, flo ' de la
structure de f~1Dh o(')-module qui provient de la. structure tordue de 2%, Q(t®)-
module a gauche. Il existe un morphisme canonique : wg,q — .%g'q Qs at, oz,
qui est un isomorphisme sur % et qui est donc un isomorphisme sur tout %. Cet

isomorphisme s’étend par linéarité pour donner un isomorphisme Bl -linéaire :
Wy ®at, QL,QU?) ®at, Oy — Gy Bat, @L,Q(tg) ®s-1at, flog.

Comme le produit tensoriel sur @Y, est pris pour la structure naturelle de 2%, Q1)
module, cette fleche est D, q(t%)-linéaire & droite entre ces deux modules cohérents.

De plus, on dispose d’injections bl-@g'q(”f )-linéaires :

G Oay, By (12) 8, ay, 55 = iui"(Gy Oy, W12 ©;may, F753)
et . . . ey~ .
vy Bgt 24 o('%) Bat, @' < juj* (e Bat, Py o('%) Bat, oy ).
11 suffit donc de vérifier la f"@fx'Q(f T )-linéarité & gauche en restriction a %, ce qui
est clair.

1.6.5.2 Proposition. Avec les hypothéses du début de la section, supposons de plus
que f soit propre. Soient M et N des modules respectivement @L’Q(Tf ) et @tx'q(fg )-
cohérents. Alors les faisceauz ™' N et FE™fo M sont nuls pour n # 0, les faisceauz
FOL' N et H°f. M sont cohérents, et il existe des isomorphismes canoniques

frl = foll et fH =By o('%) ®)gr gy fTIAH
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Démonstration. Tout d’abord, il résulte de [7] que f; préserve la cohérence. D’apres

le lemme précédent,
fol = R, ((G9 Oa), Dy(!2) @10y 1755) Bay, gy 4)
~ Rf., ((‘:".’y ®ggy gg,q(fﬂe) ®93?, o3') ®91’ (t2) "”)

Or le passage & I’adjoint induit un isomorphisme canonique de bi-2}, q(Z)-modules
entre Db (1 %) et Ga Qat, 24 o(1%) Bat, @g', si bien que fy .4 = Rf,(D}, q(Z) "
) qui est isomorphe & R f..(./l{) Mais si i > 1, les modules R’ f,.# sont des @ (fi’Z’ )-
modules cohérents dont la restriction & % est nulle, si bien qu'’ils sont nuls sur tout
¥.

Pour ce qui est de I'image inverse, elle est cohérente d’apres le corollaire 1.6.4.1 et
les modules Jor} o 9)(@f ~a(1%), /) sont des 2}, q(1Z)-modules cohérents qui
sont nuls sur % et qul sont donc nuls. La formule resulte alors du fait que I’on a un

isomorphisme de 2} w q(Z)-modules 4 gauche @qu(f.‘l" )~ 2%, x.q(1%).

1.6.5.3 Théoréme. Avec les hypothése de la proposition précédente, f' et f, in-
duisent une équivalence de catégories entre D b A (DL Q(1%)) et Db, (DY q(t?).

Commengons par remarquer que le faisceau d’anneaux QL'Q(ffZ’ ) est de dimension
cohomologique finie. Pour cela, il suffit de montrer que tout @L,Q('f Z)-module cohérent
“# admet localement une résolution finie par des @L,Q(fﬁ’ )-modules libres de type fini.
Localement le module .# admet une telle résolution infinie. La restriction & % de cette
résolution est une résolution localement libre de rang fini du 2%, @ ,q-module cohérent
Mo . En restriction & %, cette résolution est donc finie puisque 2}, ,q €st de dimension
cohomologique finie. Il découle alors de 4.3.12 de [6] que la résolution de départ est en
fait finie.

En particulier, la catégorie D?,, f(@;y'q(fff )) coincide avec la catégorie

D! (2Y (%)) (de méme pour D} s(P% o(tF))). On peut donc appliquer le
théoréme de dualité relative (cf 5.7.2 de[19]) et son corollaire qui est la formule

d’adjonctlon 9.12 de [9], pour voir qu'il existe des homomorphismes canoniques dans

(@ (fﬂ?)) et dans D® h(@ (7.7)) :
Mo ffo M et fof' N = .

Pour montrer que ce sont des isomorphismes on peut alors supposer que .4 et que A

sont cohérents et placés en degré zéro. Il résulte alors de la proposition que les modules
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f'fe M et frf' A sont cohérents et placés en degré zéro. D’autre part, il est évident que
sur l'ouvert % ces morphismes sont des isomorphismes. La conclusion provient donc
encore une fois de 4.3.12 de [6].

Remarque. Notons que cette équivalence de catégories coincide bien, pour les images
directes par spécialisation d’isocristaux surconvergents, avec I’équivalence de catégories
décrite en 2.3.5 de [5]. En effet, notons fx le morphisme induit par f au niveau des fibres
génériques : ¥x — Xk. Alors d’aprés 2.3.5, si E est un isocristal sur X surconvergent
le long de T, il lui correspond fxE, sur ¥k. Or , d’aprés 1.5.4, sp.fx E est isomorphe

a f'sp.E. Dol la remarque.



Chapitre 2

Théorémes d’acyclicité pour les @-modules

arithmétiques sur ’espace projectif.

Introduction

Soient V' un anneau de valuation discréte, d’inégales caractéristiques (0,p), ¥ le
complété p-adique de V, S le schéma SpecV et # le schéma formel Spf¥. On note
X, Despace projectif de dimension N sur V, X; = X x Spec(V/p*1), et X Despace
projectif formel de dimension N sur Spf¥. On désignera par Ox(r) le twist de Serre sur
X. On peut construire les faisceaux d’opérateurs différentiels introduits par Berthelot
dans [6] 9&":) sur X;, 24 sur X, 9 = l‘iin‘_@g?) et @Ix,q = li_rgm@&"’)q sur X,
(I'indice Q signifiant que ces faisceaux sont tensorisés par K). On rappelle que d’aprés
6], ces faisceaux d’anneaux sont tous cohérents. Considérons en outre les faisceaux
d’opérateurs différentiels usuels sur X K la fibre générique de X, et sur X,, que nous
noterons respectivement 9x,q et Px,. D’aprés un résultat de Beilinson-Bernstein (cf
(1] ou p. 104 de [2]) et en utilisant qu’il existe assez d’injectifs quasi-cohérents, les
Px,q-modules sont acycliques pour le foncteur sections globales sur X. D’autre part,
il est aussi connu que les Dy, -modules sont acycliques (cf [11]). On donne ici une
démonstration du fait que les @‘;}Q- modules cohérents et les QL‘-'Q-modules cohérents

sont acycliques sur %&.

Notre argument repose sur une analyse de ’algebre graduée gr,@&}"). En effet, si
X est un S-schéma lisse sur un corps K de caractéristique 0, l’algébre graduée de
Px, le faisceau des opérateurs différentiels usuels, s’identifie & 1’algeébre symétrique de
espace tangent de X, noté Jx. De plus, il découle de ([8] A.10), que, sans hypothése
de caractéristique, 1’algébre gr,@@ s’identifie aussi & I'algebre symétrique de I'espace
tangent de X. Dans la premiére partie de cet article, on généralise ce résultat. En
effet, si A est une V-algébre et M un A-module, nous commengons par donner une
généralisation & un niveau m de Palgebre & puissances divisées universelle I’ a(M). On

vérifie que I'on peut faisceautiser la construction et on définit ensuite par dualité ce

21
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que nous appellerons l’algebre symétrique de niveau m d’'un Ox-module. Nous vérifions
enfin que si X est un S-schéma lisse, I’algébre symétrique de niveau m de l’espace
tangent est canoniquement isomorphe a l’algébre graduée gr.@S}"). Il s’agit, dans la
deuxiéme partie, d’en tirer les conséquences cohomologiques pour les modules sur le
faisceau des opérateurs différentiels algébriques : on commence par montrer que si r
est assez grand, 1’algebre gr.@g}")(r) est acyclique et on en déduit facilement que si &
est un @g")-rnodule cohérent, le module &(r) est acyclique pour r assez grand. En vue
d’un théoréme d’acyclicité, nous sommes conduits & étudier la cohomologie des modules
du type @&"" ® Ox(r), pour r € Z, ce qui se fait via le gradué. En remarquant que
la surjection Ox(1)N+t! — Jx fait de S(™)(Tx) une S(m)(6x(1)N+1)-algebre finie, on
montre le point clé, qui est que, si r est fixé dans Z, et si k est assez grand, le module
grk(@g}")(r)) est acyclique. La troisieme partie concerne les @&"')Q-modules et les @&'Q-
modules : pour les @g';',)q-modules, nous adaptons les résultats de la partie précédente
par des arguments de passage a la limite projective. Le passage a la limite inductive
sur m pour ’étude des @tx'q-modules cohérents ne pose alors aucune difficulté. Nous
terminons dans la quatrieme partie par des propriétés de finitude des sections globales

des Qy)-modules cohérents et des @g;")-modules cohérents.

Enfin, un tel théoréme d’acyclicité est tout a fait crucial si ’on veut définir la
transformation de Fourier des modules cohérents sur ’anneau des opérateurs différentiels
A singularités surconvergentes a I'infini sur &, construits par Berthelot dans ([6] 4.2).
Nous renvoyons au chapitre 4 pour la construction de cette transformation de Fourier,
dont 1’idée revient & Berthelot. Rappelons briévement la construction de ces fais-
ceaux d’opérateurs différentiels : notons [zo,...,Zn] les coordonnées projectives sur
X, U; = Dy(zi), T et T les diviseurs V(zo) sur X et & respectivement, et in-
troduisons les faisceaux B, définis sur U; par 2B = 6y,[T)/ ((:i:o/:z:,-)’J - p).
Alors d’aprés ([6] 2.3.3) le faisceau B R0, 9™ est muni d’une structure d’anneau.
Soient B son complété p-adique et PH(1T)q = li_mim.@g,:")®@(§')q le faisceau
des opérateurs différentiels & singularités surconvergentes a l'infini. Ces faisceaux sont
cohérents d’aprés ([6] 3.1.2). Ceci nous améne & traiter le probléeme dans le cadre
plus général des modules cohérents sur des faisceaux d’opérateurs différentiels munis
de coefficients vérifiant certaines conditions données au début de la deuxiéme partie.
On montre en fait un théoreme d’acyclicité dans ce contexte. Les résultats donnés
en appendice par Berthelot montrent alors que les coefficients .@f,;") définis ci-dessus

vérifient ces conditions, de sorte que la cohomologie des 2t(!T)q-modules cohérents est
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triviale sur &.

2.1 Construction et propriétés des algébres L(m)(8) et S(M (&)

Dans cette partie, I’entier m est fixé. Pour les m-PD-structures intervenant dans les
constructions, nous nous référerons & ([6], chapitre 1), dont nous adopterons ’essentiel
des notations. Rappelons en particulier :

(i) Si k € N, g, désigne le quotient de la division de par p™.
(i) Sik k' € Netsik"=k—#, {1} := qu!/qulgul.

(iii) Sik, k€N, (£) = (}){}} €2
Enfin, si (A,1,J,7) est une V-algébre munie d’un m-PD-idéal, les opérations de puis-

sances divisées sur les éléments de I seront notées z — z{*} (alors z* = g;lz{}).

2.1.1 Construction locale. Soient A une Z,)-algebre, E un A-module projectif
de type fini, et S(FE) l’algebre symétrique de E relativement 3 A ; c’est une algebre
graduée : S(E) = @S,(E). Soient I(E) = @Dn2184(E), I'idéal d’augmentation de S(E)
et Ps(g)(I(E)) ’enveloppe & puissances divisées de niveau m de (S(E),I(E)). On désigne
par I le m-PD-idéal de cette nouvelle algebre.

Définitions. On pose
La,m)(E) := Pyg)(I(E)),
P}'(m)(E) = PA’(m) (E)/i{”+l}.

Lorsqu’il n’y aura pas lieu de spécifier la base, on omettra le A en indice. On notera

d’autre part A le morphisme composé E — I(E) = T4 m)(E).

2.1.1.1 Proposition. Soient E un A-module projectif de type fini, B une A-algébre
munie d’un m-PD-idéal (I,J,7) et ¢ un morphisme A-linéaire E — | , alors il eziste

un unique morphisme de A-algebres 9 : L4 m)(E) — B, tel que p =1po \.

La démonstration est formelle & partir de la propriété universelle des algébres

symétriques et de celle des m-PD-enveloppes (cf 1.4.1 de [6]).

2.1.1.2 Rappels. Soit E un A-module libre de base (z1,:-- ,z4), alors :

(i) Un morphisme d’algtbres A — B induit un isomorphisme canonique de B-

algebres:
B ®4 T 4m)(E) ~ g (m)(B ®a E).
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(ii) Le A-module I' 4 (m)(E) est libre de base :z:?“} . zt{k'}.
(iii) Le A-module I‘},(m)(E) est libre de base zf’“} “e sz'} avec Y_k; < n.

En effet, si E est libre, S(E) est un anneau de polyndmes a ¢ variables et on peut
appliquer la proposition 1.5.1 de [6] sur les m-PD-enveloppes. Il résulte aussi de cette

proposition que la m-PD-structure sur I est compatible a toute m-PD-structure sur A.

2.1.1.3 Lemme. Soient ¢: A — B un morphisme d’algébres et E un A-mo-dule
projectif de type fini, alors on a un isomorphisme canonique de B-algebres : B ®4
T4, (m)(E) = T',m)(B ®a E).

Le méme énoncé vaut pour les modules I'} (,,)(B ®4 E) et B ®4 7% my (B)-

Démonstration. Soit F = B ®4 E, c’est un B-module projectif de type fini. On a un
isomorphisme canonique : B ®4 S(E) ~ S(F). Par fonctorialité des m-PD-enveloppes,
on en déduit un homomorphisme canonique A : B ®4 L4 (m)(E) — g, m)(F). D’apres
([6] prop 1.4.6), la formation des m-PD-enveloppes commute aux changements de base
plats, si bien que ) est un isomorphisme dans le cas ou B est une A-algebre plate.

En général, vérifier que )\ est un isomorphisme est une question locale : soient 2 un
idéal premier de B et & = ¢~!(2). Le morphisme ¢ induit un morphisme entre les
anneaux localisés Ag — Bg. Notons Eg = A Q4 E et F» = Bg®p F. Comme E et
F sont des modules projectifs de type fini, Es et Fg sont des modules libres. Soient N
le morphisme Ba ®4 L4, (m)(E2) — Tag m)(Fa) et c et 8 les fleches de localisation
(qui sont des isomorphismes) :

a: Ap ®4Ta(m)(E) = Tap,m)(Es),

B: Ba®p PB'(,,.)(F) — FB"(m)(Fg).

Le diagramme suivant est commutatif:

Ba ®4 T 4m)(E) '8} Ba ®5'sm)(F)
11®a i\B
B2 ®ap Tapm(Es) >  Tpgm)(Fa)

D’aprés 2.1.1.2, )’ est un isomorphisme, ce qui montre que 1 ® A est un isomorphisme.

2.1.1.4 Lemme. Soient E et E' deuz A-modules projectifs de type fini, alors on a un

isomorphisme canonique de A-algébres graduces:

Tim)(E) @4 Lim)(E") 2 Tm)(E ® E').
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Démonstration. Par fonctorialité, on a des homomorphismes canoniques :
T(m)(E) 2 Lm)(E @ E') et T(m)(E') = T'(m)(E @ E'). On en déduit un homomor-
phisme :
Lim)(E) ®aT(m)(E') — Timy(E @ E'),
zQy = Az)-u(y).
Voir que c’est un isomorphisme est une question locale : on peut donc supposer que A

est local et que E et E' sont libres sur A. L’assertion résulte alors de la description

donnée en 2.1.1.2.

2.1.1.5 Proposition. Soit E un A-module projectif de type fini. Alors :
(i) L’algébre I'(;m)(E) est une A-algébre graduée : Lm)(E) = @neNL(m)n(E).
(#) L’algébre I'lm)(E) est un quotient gradué de T (m)(E).

(i%i) Il existe un isomorphisme canonique p : Itn/1in+1} L(m)n(E).

Démonstration. Montrons d’abord (i). Pour se donner une Z-graduation sur ') (E),
il suffit de se donner une action du schéma en groupes G, 4 sur [, (E), c’est-a-dire,
pour toute A-algebre B, une action du groupe B* des éléments inversibles de B sur B®4
['m)(E) et ce, fonctoriellement en B. Soit B une A-algeébre et A € B*; la multiplication
par A induit une application a) : B4E — BQLE et par fonctorialité, une application
©s : L(m)(B ®4 E) = T'(m)(B ®4 E). Considérons maintenant un morphisme de A-
algébres v : B — C. L’élément u(}) induit By sur C @4 E et 1y sur F'im)(C ®4 E).
Par construction 8y = 1 ® a; si on identifie C ®aE a C®pB®aE. Donc d’apres le
lemme 2.1.1.3, 1, coincide avec 1@, si on identifie () (C®4 E) 2 C®p F(m)(BRAE),
ce qui montre que I’action construite est bien fonctorielle.

Montrons maintenant (ii) et (iii) : le module [(m),n(E) s’identifie a
{z €Tm)(E) : VB,VA € B*, ¥(1®@z) = A" (1)}

En reprenant la définition de la ﬁltra.tion> I{"} donnée en 1.3.7 de [6], on voit que I{"} est
engendré par des éléments homogénes de degré > n. II est donc homogene et 1’algebre
I'(m)(E) est graduée. De plus, I} est inclus dans Dk>nI'(m),k(E) et on dispose d’une

application naturelle

o IO T ().
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Pour vérifier que u est un isomorphisme, on peut supposer que A est local et que E est

libre de base (z1,: - -, z:); alors

¢A($§kl} e mfk'}) = )‘I!c.lzf"l} oo glked,

Cela montre que I'(m).(E) s’identifie au A-module libre de base xik‘} . --:c;[k'} avec
" k; = n et que u préserve ces éléments. C’est donc bien un isomorphisme.
Remarque. Les isomorphismes des lemmes précédents sont en fait des isomorphismes

d’algebres graduées.

2.1.1.6 Proposition. L’algébre T'(n)(E) est munie d’une structure de bigebre aug-
mentée commutative, c’est-d-dire que l'on dispose d’homomorphismes de A-algébres

vérifiant les propriétés usuelles des algébres de groupe :
(i) A:Tm)(E) = Tim)(E) @4 L(m)(E) oti A est co-commutative et co-associative,
(ii) €: P(m)(E) — A.

Démonstration. Soit § ’application diagonale : E — E@®E. Par fonctorialité, § induit
un homomorphisme de A-algébres A : I'(n)(E) — T'(m)(E@E). D’apres le lemme 2.1.1.4,
cette derniére algébre est isomorphe & I'()(E) ®4 [(m)(E), si bien que A définit une
application a valeurs dans ['(m)(E) ® I'(m)(E)-

L’algebre I'(m)(E) étant graduée, on dispose de € : T'(m)(E) — A qui a un élément
fait correspondre sa composante homogene de degré zéro. Le fait que A et € sont des
morphismes définissant une structure de bigébre, provient par fonctorialité des propriétés
de §. Par exemple, si ’on considére 'involution o de E ® E qui a = @ y associe y D z,

o 06 = § et ceci implique que A est co-commutative.

2.1.2 Faisceautisation de la construction. Soit X un Z)-schéma. Si & est un
Ox-module localement libre de type fini sur X, on note I'(;)(&) le faisceau associé au
préfaisceau U — T o(v),(m) (6(U)). Soient U et V deux ouverts affines tels que V C U ;

d’apreés la proposition 2.1.1.3, on a un isomorphisme canonique :
Lo),m) (8(V)) = 6(V) ®ow) L(m) (6(V))-

Comme 6(V) est plat sur 6(U), on en déduit que, pour tout ouvert affine V inclus
dans U, T'm)(€)(V) = Tow),m)(€(V)). En particulier, I'in)(8) est un faisceau de

Gx-algebres graduées, localement libres, dont la structure locale est donnée en 2.1.1.2.



2.1. Construction et propriétés des algébres L(m) (&) et S(™)(&) 27

On construit de méme les faisceaux I'(n)(€) qui sont des Ox-modules localement
libres dont la structure locale est aussi donnée en 2.1.1.2. Si I'on souhaite spécifier
I'espace sur lequel on travaille, on le notera en indice.

On déduit facilement de ce qui précéde les propositions qui suivent.

2.1.2.1 Proposition. Si f: Y — X est un homomorphisme de Z,)-schémas et si

& est un Ox-module localement libre de type fini, on a un isomorphisme canonique de
m-PD-algébres graduées : Tym)(f*8) = f* (Tx,m)(8)).

L’énoncé analogue vaut pour I (m)(f"E) et f* (F},(m)(é’ ))

2.1.2.2 Proposition. Si & et & sont deuz Ox-modules localement libres de type fini,

on a un isomorphisme canonique de m-PD-algébres graduées :

%

Lm)(€) ®ox Lim)(€') = I'(m)(€ & &").

2.1.3 Construction et propriétés de 1’algébre S(™)(8). Dans cette partie on
reprend les hypothéses de 2.1.2. On commence par définir Ialgébre S(™)(&) par dualité
a partir de Lm)(8).

Définition. Soit & un Ox-module localement libre de rang fini. On pose :

S™(8) = J H#om e, (T7,,(8"), 6x).

On dira que S(™)(&) est I’algebre symétrique de niveau m du faisceau &. Si cela s’avere

nécessaire, on indiquera en indice ’espace sur lequel on travaille.

Remarque. Les faisceaux S(™)(&) sont des 6x-modules localement libres. En outre,
il résulte de ([Be-Og] A.10) que S©)(&) est ’algebre symétrique de & , ce qui justifie la

terminologie.

2.1.3.1 Proposition. Le faisceau S(™)(&) est un faisceau de Ox-algébres commuta-

tives.

Démonstration. Notons 8 = FHomey(T'(m)(6Y), Ox). Par dualité, B est munie d’une
structure de Ox-algébre graduée commutative qui provient de la structure de bigebre
commutative de I'(,)(8") décrite en 2.1.1.6. Si u et v sont des sections de 9, rappelons

que le produit u.v est défini comme le composé :

F(m)(é'v) A F(,,,)(é"’) Rox F(m)(é'v) 12;’ P(m)(é'v) A Ox.
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D’autre part, on a une suite exacte de faisceaux localement libres sur X :
0 — I} 5 Py (8Y) — Tny(8Y) — 0.

On en tire une inclusion : #omey (I, (€Y), Ox) — B, et, par passage a la limite
inductive, on voit que S(™)(&) est un sous-faisceau de % via une application notée :.

On vérifie facilement localement que
A (i{n+n'}) C F(m)(gv) ® i{n'+1} + i{n+1} ® F(m)(gV),
si bien que A induit une application :
ARV ?I;' (8Y) — I‘(m)(“;v) ® F(m)(gv)'

Si (u, v) est dans #omey (I, (€Y), Ox) x .%"omox(l’(m)(gv), Ox), on peut donc définir

le produit u.v comme le composé :
Tt (8Y) 25 T7)(8Y) @y Ty (8Y) % Ty (8Y) > Ox.

Comme A, est induit par A, ceci montre que l'inclusion i préserve le produit ; en
particulier, le produit défini sur S(™)(&) est associatif et commutatif et munit Sm)(§)
d’une structure d’algebre commutative.

Par dualité, on déduit immédiatement de la proposition 2.1.2.1 I'énoncé qui suit.

2.1.3.2 Proposition. Si f est un homomorphisme de Zy)-schémas : Y — X, on a
un isomorphisme canonique de Ox-algébres : F(S(&) ~ sim(f+8).

2.1.3.3 Proposition.
(i) L’algébre S!™(8) est une algébre graduée : S(™)(8) = BnenS™(8).

(i) On dispose d’un isomorphisme canonique S{™(&) ~ #omoy (@n}/Itn 41} 6x).

Démonstration. D’aprés 2.1.1.5, I'algebre I'(,,) (&) est graduée par ®F—ol'(m),k(6) et on
a un isomorphisme canonique : I{¥} /I{*+1} ~ T, ;(€). En dualisant, cette graduation
définit une graduation sur #omey (I, (€), € X )-

De plus, il existe une suite exacte :

0 — I} /I 7, (8) — Ty (6) — 0
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D’ol en dualisant, une suite exacte :
0 — Homoy (Tny(8), Ox) — Homoy (T (8), Ox) — Homey, (I /T+1} 64 5 0

Les graduations duales définies sur les faisceaux Fomoy (I7,,)(€), Ox) sont donc
compatibles pour n variable et induisent une graduation sur S(m)(&), dont le
gradué est isomorphe & @nenItomo, (I /T"*+1} 6x), et tel que grySM(8) ~
gri(ome, (me)(é’), Ox)). De ce fait, la graduation ainsi définie est une graduation
d’algebre.

2.1.3.4 Structure locale.

Supposons maintenant que X soit affine et que X = SpecA ou A est une Z,-
algebre. Soit & un Ox-module libre de rang fini ; § provient d’un A-module libre E, de
base (z1,---,z;). Notons EY le dual de E et (1, -+, ¢) 1a base duale de (1, -+, x¢).
D’aprés 2.1.1.2, les modules T {m)(E") sont libres de base yfk’}. . .y,{k'} avec )_k; < n.
Soit (& = glk1k) 13 base duale des y& deT tm)(EY). Pour n variable, ces éléments

forment une base de S(™)(E) comme A-module.

2.1.3.4.1 Lemme. Pour tous k',k" dans N, on a :

’ "
£®) & _ <k “’:ﬁ >_£<.lg'+y'>,
En particulier, on a l’identité : z& = a:gk‘) ‘.- azgk') et par la suite, on confondra les

deux notations.

Démonstration. Dans EV @ EV, on considérera les éléments r; = (¥:,0) et s; = (0,y;)
qui forment une base. Alors

A (yf"ﬂ .. .yfk'}) = (r1 + s1) M) oo (r + 5,) ke
et

(g(ﬁ’),g(ﬁ")) (g gl = g0 (1 Q@ zEN)((ry + 1)1} - . (g + 50) e},
Compte tenu de [6], 1.3.6, les seuls termes non nuls de (1® %) (Ann(yE)) sont de
la forme ,f,.) | § r=%} D' finalement la formule du lemme.

Par dualité, & partir de 2.1.1.5, on montre facilement la proposition qui suit.

2.1.3.4.2 Proposition. Le module S{™(8) est un Ox-module libre de base les z®
avec |k| = n.
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Soient y € E et F = A.Y le A-module libre de rang un de base Y. Il existe un
homomorphisme canonique, A-linéaire, de F' vers E, qui envoie Y sur y. On en déduit
une application g: St (F) — S(™)(E). Le module S(™(F) est libre de base les Y{¥.

Définition. Nous poserons y®*) = u(Y®).
Il est évident que cette notation est cohérente avec les notations précédentes pour
les éléments d’une base de E.

En utilisant la description locale, on montre comme en 2.1.2.2 la proposition qui

suit.

2.1.3.5 Proposition. Soient & et &' deuz Ox-modules localement libres de rang fini.

Alors il eziste un isomorphisme canonique de Ox-algébres graduées :
st™(8) @ s™ (&) ~S™ (& o &').

2.1.3.6 Proposition. Soient X un schéma localement noethérien, & un Ox-module
localement libre de rang fini. Alors l’algébre S(™(&) est une Ox-algébre localement

noethérienne.

Démonstration. Comme X est localement noethérien, il suffit de montrer que si U
est un ouvert de X sur lequel & est libre de base (1, ..., :), S (8)(U) est une 6(U)-
algébre de type fini. Or, S(™)(&)(U) est engendrée par les z*). Soit k € N, écrivons

k=ao+a1p+- -+ @Gna1p™ ' +amp™,

avec 0 < a; < p— 1 pour tout j < m — 1. Alors, on voit comme en [6], 2.2.5, que

z'(k) = uz®... (z'(,p"‘"))"”'“ (x'(_P"'))"""

ol u est une unité p-adique. Cela montre que S™)(8)(U) est engendrée par les )

pour 1 <i<tet0<j<m. Doula proposition.
2.1.3.7 Comparaison entre I’algébre graduée de @SZ") et ’algébre symétrique
de niveau m de ’espace tangent.

Dans cette partie, X est un S-schéma lisse, Ix est le faisceau tangent de X rela-

tivement & S.
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2.1.3.7.1 Lemme. Soit A une Z,-algébre munie d’un m-PD-idéal (I,J,7) et d’une
filiration décroissante d’anneau K, telle que e (KnNJ) C Kni N J pour tous k,n € N.
On considére la filtration induite sur I et J. Alors il eziste une untque m-PD-structure
surgr,I : (gr,1,gr,J,7) telle que, si Z € gr,J est la classe de z € K. NJ, 3%(z) soit la
classe mod K41 N J de Te(z).

Démonstration. Remarquons d’abord que la condition du lemme implique que K, J
est un sous-PD-idéal de J. Notons I' = gr I, J' = gr,J et J! ses composantes
homogenes. 1l est évident que I'P™ + p.I' C J'. Le seul point a montrer est que
la structure définie dans 1’énoncé munit J’ d’une PD-structure. Soient z € K,NJ et

¥y € Kny1 N J, alors
1z +y) = 3 %(2)7i(y) = 7(z) mod Knrs (),
i+i=k
d’apres la condition du lemme. Finalement, ceci définit une application :

~ . ’ (4
7’='Jn—' nk

z = (z)mod Kpniy,.

Soit zr € J',z =31 r;ouz;€ Ji et z; # 0 ; on prolonge 7 en posant :
W@ = 3 A(a) ().
ketootko=k

Il reste 2 montrer que les ; vérifient les axiomes des puissances divisées. Par
définition, Jo(z) = 1, 11(z) = z et si k > 1, Yx(z) € J'. D’autre part, du fait que
les vx sont des puissances divisées sur J , les éléments homogénes de J' satisfont les

égalités suivantes :

(i) Vz € J}, z = T2, 2 ot 2, € J!, 7u(z) = > (@) e (ah).
k4o tkn=k

(i) VA € gr,A, Fi(\z)= Ak F4(z).
(iii) &(2)T0(2) = (*4*) Fagn ().
(iv) Ta(Ter(2)) = (KRN R) 5o ().

Rappelons encore une formule : si les 74 sont des puissances divisées sur un idéal J,

(R (ko)
Mk (k) E T

NV (21) - Yea (2n)) = Claraa(z1) - - Yoot(2a) o1 Cie =
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Naturellement, cette formule est encore satisfaite par les 7 si les z; sont homogenes.

Soient z,y € J',z =Y _ z;et y= Y . vyi, ou z; et y; sont dans J{. On considére
anneau B = Z[X,,...,X,,Yu,...,Ys] qu'on gradue en imposant que X; et ¥; soient
homogenes de degré i. Il existe un morphisme canonique d’algebres graduées de B vers
gr,A qui envoie X; sur z; et Y; sur y;. Introduisons Ig ’idéal d’augmentation de B et C
I’enveloppe & puissances divisées de cet idéal. D’aprés la proposition 1.5.1 de [6], C est
un Z-module libre de base les X Y1, De plus C est encore graduée et les éléments
X; (k] o Y-lk"l sont homogénes de degré ik;. Soient k € N*"*! et k' € N#-'+1 notons

(z) = &, (2+) - - - Fx,(z,) et définissons une application Z-linéaire

(/BN o - gr.A
XHYEl 3 (z) e (y)-

Remarquons que

,J,(&&lzlh’l._&mX[ﬂ) = ¢ ((_k )(k +1)X[_+_]Y[_:+u]>

= " )( '2: l’)7k+£(£)"7£’+1'(2)
= P(XHYE). y(xByl).

Ceci montre que 1 est un morphisme d’algebres.

Soit T € C. Si T est de la forme X# Y1 la formule rappelée plus haut entraine

k; k' !
que Tm = ((kq)f(kg)t l[—t] YL'] et

(T = I{Ir(llg;;)!!)gécgz;,‘751(_95.)’&'1(1/_)

= (¥(T)).
D’apres (i), il en résulte aussi que si T' est homogene, Y(TW) = 3(Y(T)). Si T est égal
a !, T; ou T; est homogene, 1(T;) est homogene, et

T = 3 H(Ti)[m'

lodreetls=l

Donc, par définition de 7;,
p(T = 3 TI%(T) = 2(»(T)).
lettla=l

Cela montre que les applications 7; vérifient les propriétés des puissances divisées et
achéve la démonstration du lemme.
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2.1.3.7.2 Notations. Considérons £, I’idéal de 'immersion diagonale : X — X xg
X, et P(m) Penveloppe & puissances divisées de niveau m de (6xxx,#). La PD-
structure sur 2, sera notée (X ,%,6). L’algtbre P(m) est munie de la filtration
m-PD-adique par les ¢ {"+1}. On désignera par Pim) la PD-algébre P,/ {"+1}
qu’on peut voir comme un faisceau sur X et qui est munie de la filtration induite par la
filtration m-PD-adique. On notera gr, & (respectivement gr, "), les algtbres graduées
de P et 9‘?"‘) pour cette filtration. On introduit en outre ’'homomorphisme canonique
a: Oxxx — P(m) ainsi que les idéaux X' = gryX et £' = gr, ¥, de grePm). De
plus, on rappelle que
9&",‘11 = ‘%omﬂx(g?m)v Ox),

si 'on considére la structure de @x-module sur 9{‘"‘) qui provient de la multiplication

a gauche par Ox sur Oxyx, et que
m _ i (m)
gx lmnENgx’".

D’apres le lemme, on peut définir une m-PD-structure sur gr,? : (X', %Z6).
D’autre part, la proposition 1.4.5 de [6] montre que I’homomorphisme canonique
Ox — gro 2 est un isomorphisme. L'idéal ¢’ est engendré par les classes des éléments
de X dans le gradué, c’est donc I'idéal d’augmentation de Palgebre gr, ; de méme,
I'idéal H"*} est engendré par les classes des éléments de X"} dans le gradué (par
définition de §), et donc, "™} est 1'idéal @isnk B/ ¢ 141} En particulier, on a un
isomorphisme canonique

gr, P [ X"} o~ gr P,

Cet isomorphisme est un isomorphisme de m-PD-algébres, si on munit gr, " de la

structure de m-PD-algébre qui provient de celle de g?m).

2.1.3.7.3 Proposition. Il eziste un isomorphisme canonique de Ox-algébres
graduées :

gr, 2% ~ S™)(Ty).

Démonstration. Soit .# I'idéal définissant I’immersion diagonale X — X x X. Le fais-
ceau {1} s'identifie 3 #/#2. L’homomorphisme « envoie #™ dans ¥ {n}, si bien que 'on
a un homomorphisme canonique : Q% — gr,(2), d’ou finalement un homomorphisme
de Ox-algébres

Sox () — gr.(2).



34 Chapitre 2. Théorémes d’acyclicité pour les 9'-modules sur I’espace projectif.
P

Comme l'idéal d’augmentation de ’algebre So, (%) est envoyé dans X', qui est
muni d’une m-PD-structure, la propriété universelle des puissances divisées entraine
qu’il existe un homomorphisme [(y)(2%) — gr, &, soit encore un homomorphisme
v: 7. (%) -8t Phn)-

Vérifier que c’est un isomorphisme est une question locale. Plagons-nous sur un
ouvert affine U muni de coordonnées locales t,,...,tn. Soient ;, =1Q@t; —t;®1 € S.
Le faisceau Q% est libre sur U de base les 7;, de sorte que d’apres ([6] 1.3.5) le module
gr, 2 est libre sur U de base les Tl{kl} e 'r,f,k" } et les modules gr, P sont libres de base
les 1} 'r#" } avec T k; < n. Sil'on note {}’ 1a m-PD-structure sur le m-PD-idéal de
L(m) (%), alors les modules I',) () sont libres de base Y Y avec Tk < s
via ces identifications, v(r{&") = {8, Cela montre que v est un isomorphisme. Par

conséquent, le transposé v’ de v induit un isomorphisme
Hom oy (ge Py, Ox) 2 Homay (Tim) (k) Ox)-

Or, le module #fomg, (gr, 2", Ox) s'identifie a G}};lgrn@g?) et en passant a la limite
inductive sur n pour les isomorphismes »/, on voit que ’on a construit un isomorphisme
de Ox-modules entre gr,@&}") et S(™(Jx). Sur U, ces deux espaces sont des Ox-
modules libres de base duale respectivement les Q"ﬁ) et les 7% ou par abus de notation
on écrit 6%) pour I'image de §*) dans le gradué. Alors, on a P'égalité v/ (r®) = &%
Remarquons maintenant que la formule donnée dans 2.1.3.4 qui décrit le produit des
éléments 7{¥ entre eux est identique a la formule 2.2.4 de [6] qui est aussi valable dans
le gradué et qui donne le produit des éléments §® . Cela montre finalement que v’ est

un homomorphisme d’algebres.

2.1.3.8 Dévissage des algébres S(™)(8).

Soit 0 - & - F — 9 — 0 une suite exacte de Ox-modules localement libres.

Posons pour 0 <1 <k,
Ay = X Im(S{™(8) @oy SITU(F) — S{7(F)).
i>l
Les Al forment une filtration décroissante de S{™(#), les modules A} et Af étant
respectivement isomorphes a S{™ (%) et S{™(8).
2.1.3.9 Proposition. Pour tout | < k, il eziste une suile ezacte de Ox-modules sur
X :
0= At o AL - S{™(8) oy SITN(Y) — 0
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Démonstration. Vérifions 1’énoncé pour [ = 0. Notons s la surjection & — 94, 1
Vinjection & — &, oy et j) les applications induites par fonctorialité de Sﬁm)(g) vers
S{™(4) et de S{™) (&) vers S{™(ZF). Considérons U , un ouvert sur lequel les faisceaux
considérés sont libres et (g1,.. ., g;) une base de 4(U) ; alors il existe y; € F(U) tel que
s(¥i) = gi. Avec les notations de 2.1.3.4 on voit que a(y,gk")) = ¢{*). Comme les &léments
gl engendrent S(™)(4)(U) comme Ox-algébre, ceci montre que les o sont surjectifs.
Sur U, la suite exacte du départ est scindée, et d’apres 2.1.3.5, un tel scindage induit

un isomorphisme :
M@= T sP@)esi(9).
Kk=l

Soit e ® g € S{M(8) ® S{m)(4). Via une telle identification, si k' # 0,
oi(e® g) = ow o ju(e) ® g = 0.

Si k' =0, on trouve :
’ oi(eo ® g1) = eogi.

Ce calcul montre donc que Al, qui s’identifie sur U & 5, Sf"')(é’ )® Sg'f?(‘g), est égal

a Keroy. Sil est quelconque, considérons le composé ¢ :
5{™(8) @ S{7)(%) - S((%) @ S{T(F) - S{ ().

Le noyau de I’application 1 ® o4_; est Sf"')(é’) ® A}_; qui est inclus dans Ker¢; comme

on le voit localement, donc ¢; passe au quotient en une application

Si™(8) @ S{Tl(9) - AL/AL,
dont on vérifie & nouveau localement que c’est un isomorphisme.

2.1.3.10 Proposition. Soient & un 6x-module localement libre et L un Ox-module

inversible, alors il eziste des isomorphismes canoniques de Ox-modules :
(i) £°"® L(m)n(8) ~ Fimyn(Z ® 8).
(i) 2% @ S(m(8) ~ S™(2L ® ).

Démonstration. Les deux énoncés sont équivalents par dualité. Montrons par exemple
(i). Nous noterons I',(&) le module L(m).n(&). Soit (U)ies un recouvrement de X par
des ouverts affines tels que ZLlu; et 8y, sont libres. Choisissons s; une base de & sur
chaque U; et donnons-nous a;; € O(U:NU;)* tels que s; = a;;s;. L’élément s; induit
une application ,
b — £ 8y

e — s, Qe
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D’ot par fonctorialité une application A;: Ln(8); — Tn(£ ® &) ;- Notons

¥ @ Lo QIL(8) — Ta(Z®8)
sTRE - Ai(e).

Montrons que les v; se recollent. Si (z1,...,:) est une base de & sur U;NUj, (s: ®

Ty,...,8;@c,) forment une base de £® & sur U et il suffit de montrer que, pour |k| = n,
on a YPi(s? @ zE) = ¢;(s? ® z{&h. Or,

'(,b.'(S? ® E{B) = (3‘ ® x‘.){kl} cee (st ® zt){kt}
et
pi(sP ®z®) = o;(s? @ a};.z'D)

)=

(35 ® aijz) ¥} - (55 ® aijae) ¥
= Pi(s?t'® g{ﬂ).

Les 1; se recollent donc en une application 1 et il est clair que localement, 3 est un

isomorphisme.

2.2 Calcul de la cohomologie des ?-modules cohérents sur
I’espace projectif.

Dans cette partie, on fixe un entier m > 0. Si m > 1, A désignera une Z,)-algebre

noethérienne ; si m = 0, A sera plus généralement un anneau noethérien quelconque. On

se place ici dans un contexte algébrique : S est le schéma SpecA et X désigne ’espace

projectif de dimension N sur S. Si & est un Ox-module, &(r) sera le module & ® Ox (r).

2.2.1 Algébres de coefficients. Soit (™ une Ox-algtbre commutative quasi-
cohérente munie d’une structure compatible de @S}")-module a gauche (cf la définition
2.3.4 de [6]). On dit que B(™) vérifie la condition (C) si B(™) vérifie :
(a) Pour tout ouvert affine U de X, T'(U, B(™)) est noethérien.
(b) (b1) VY(r,n) € Z x N*, H*(X, B™)(r)) est un A-module de type fini;
(b2) 3p € Z: Vr > p, Vn € N*, HY(X, B™(r)) = 0.
D’apres la proposition 3.1.2 de [6], ces conditions assurent que B™ R0, @g}") est un

faisceau d’anneaux cohérent. Ce faisceau sera noté 2(™); il est muni de la filtration par

I’ordre des opérateurs différentiels qui sera notée Fx2(™).
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L’algébre .%g") est acyclique : comme c’est un Py q-module quasi-cohérent, cela
résulte de la proposition 9.1 de (9], et de ce qu'il existe assez d’injectifs quasi-cohérents.
Donc, si n > 1, H*(X, 8(™)) est un module de p-torsion (finie).

Comme exemples de coefficients qui vérifient ces conditions, nous aurons en téte,
d’une part, le cas de Ox, et d’autre part, le cas des coefficients 933;“) dont la définition
est rappelée dans I'introduction ; dans ce cas, les propriétés cohomologiques annoncées

résultent de I’appendice de Berthelot.

2.2.1.1 Proposition. Soient B™) une algébre de coefficients vérifiant la condition

(C), et & un B™ -module cohérent, alors H"(X, ) est un A-module de type fini pour
tout n > 1.

Démonstration. Comme X est noethérien, le module & est limite inductive de ses
sous-faisceaux Ox-cohérents. L’algébre %B(™) étant noethérienne, on en déduit qu’il

existe une surjection B(™)-linéaire
(B™(=r))* — &.

En itérant ce procédé, on voit que & admet une résolution par des modules du. type
(8(™)(-r))*. Comme 1’énoncé est vrai pour les modules B(™)(—r) par hypothése, cela
montre la proposition.

On applique les résultats précédents, d’abord pour calculer la cohomologie de
gr,2(™)(r), avec r assez grand, puis pour calculer la cohomologie du faisceau des
opérateurs différentiels lui-méme, twisté par un Ox(r), avec r assez grand. Finalement,
on termine par une estimation de la cohomologie des gr, 2™)(r) pour tout r € Z, & partir
de laquelle on montre que la cohomologie des 2(™)-modules cohérents est de p-torsion

finie. Dans I’hypothése ot m = 0, il faudra remplacer dans les résultats, p-torsion finie,
par torsion finie.

2.2.2 Un théoréme d’annulation. On établit ici la nullité des H"(X, &(r)) pour r
assez grand, pour tout 2(™)-module cohérent &.

2.2.2.1 Proposition. Pour tout k € N, tout r > p, et tout n > 1
HA(X, g, 27 (r) = 0.

i

Démonstration. Comme les faisceaux grk@g') sont localement libres sur X, le gradué
gry2™)(r) s'identifie 3 B™) oy grk@f,}")(r) et donc, d’aprés 2.1.3.7.3, &3 B ®,,
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Sﬁm)(g x ). De plus, sur X, on dispose d’une résolution de Jx :
0 0x — (Ox(1)* = Ix — 0.

En vertu de la proposition 2.1.3.9, il existe une filtration décroissante de Sim)(ﬁ x (1)NV+1)

par des 6x-modules localement libres A} tels que ’on ait des suites exactes
0 — AL AL - 8™(6x) ® SIT)(Tx) — 0.

Notons A} les faisceaux B(™(r) ® A,. Comme tous les faisceaux intervenant dans
les suites exactes précédentes sont localement libres, ces suites restent exactes apres
tensorisation par B(™)(r) et, en identifiant Sf"')(ﬁ x) & Ox, on obtient des suites exactes
Fi:

0 — A 5 A} = gr, 2™ (r) — 0.

De plus A ~ B™(r) @ S{™ (0x(l)N+l), qui est encore isomorphe & B (k + r) ®
S (6Y*), et A ~ B (r) @ SI™(6x).

Les entiers r et m étant fixés, on procéde par récurrence sur k. Pour k£ = 0, la
proposition est vraie car gry2™)(r) ~ B(™)(r). Pour passer de k —1 & k, on montre
par récurrence descendante sur ! que A} est acyclique pour I'. Pour ! = k, ceci est
vrai puisque r > p. Supposons que ce soit vrai pour A} ; par hypothése de récurrence,
gr,_; 2™ (r) vérifie la méme hypothése d’acyclicité pour I > 1. En considérant la longue
suite exacte de cohomologie de F}, on en déduit que VI > 1, Vn > 1, H*( X, A =0.
Comme Vn > 1,H*(X,AQ) = 0, cela montre le résultat pour gr, 2™ (r) en passant a

la longue suite exacte de cohomologie associée & la suite Fy.
2.2.2.2 Corollaire. Pour tout r > p et tout k € N, H*(X,2(™(r)) = 0.

Démonstration. Partons des suites exactes courtes sur X :
0 = Fia (2M™)(r) — Fi(2™)(r) — gr, 2™ (r) — 0.

Comme @((,"')(r) est isomorphe & %B(™)(r), qui est acyclique d’aprés la condition (b), on
voit que Vn > 1, H*(X, 2™ (r)) = 0. D’aprés la proposition 2.2.2.1, H*(X, gr, 2™ (r))
est nul pour tout n > 1. En passant & la longue suite exacte de cohomologie associées aux
suites exactes courtes ci-dessus, on en déduit par récurrence sur k¥ que H*(X, 2™ (r))
est nul pour tout n € N* et tout ¥k € N. Comme X est un schéma noethérien, la
cohomologie commute & la limite inductive et par passage a la limite inductive sur k,

on en déduit le méme résultat pour 2(™)(r).
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2.2.2.3 Proposition. Soit & un 2™ -module cohérent. Alors :
(i) Il existe ro € Z tel que, Vr > ro, il eziste s € N et une surjection D™ linéaire :

(9("')(—4))' — &.
(i) Il eziste ro € Z tel que, Vr > ro, Vn > 1, H*(X, é(r)) = 0.

Démonstration. Comme X est un schéma noethérien, & est limite inductive de ses
sous-faisceaux cohérents. Il existe donc un Gx-module cohérent F et une surjection
2™ @ F — &. Or, il existe ro € Z tel que Vr > ry il existe une surjection 6x linéaire
Ox(—r)’ = &, d’oti le (i). Le (i) se démontre par récurrence descendante sur n. Pour
n = N +1, c’est vrai car les faisceaux considérés sont quasi-cohérents. Passons de n
an—1: soit & un 2™)-module cohérent et une surjection P (—r)* — &, dont le
noyau est Z. Par hypothése de récurrence, il existe r; € N tel que Vr > ro, Vn' >
n, H(X,2(r)) = 0. Soit r, = maz(ro, p+r), alors, en vertu de 2.2.2.2, pour n’ > n—1
et 7 > r1, HY(X, &(r))) = H"*+(X,%(r;)) = 0, d’od (i1).

2.2.3 Cohomologie de gr,2(™)(r) si r € Z.

2.2.3.1 Lemme. Soient X un schéma de dimension relative N sur S et
8o0y...,8N-1, F des Ox-modules quasi-cohérents tels que, pour tout n > 1, H*(X, &) =
0 pour tout i € {0,...,N — 1}, et tels que F admette une résolution :

Alors, pour tout n > 1, H*(X, &) = 0.

Démonstration. On peut par exemple montrer par récurrence sur s € N que si &
admet une résolution : &, — ...... — 8 — F — 0, ou les &; sont cohomologiquement
triviaux sur X, alors pour tout n > N — s, H*(X, &) = 0.

2.2.3.2 Notations.

Soient & un faisceau de Ox-algébres gradudes, noethériennes, quasi-cohérentes, et
(Zk)rez ses composantes homogenes. Si . est un o/-module gradué, A (r) = QMi(r)
est gradué pour tout r € Z, et [i] pour i € Z désigne le of-module gradué défini par
M) = Mryi.
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Remarque. Si & est un Oa-module localement libre de type fini, la B(™)_algebre
B™ @, S™(F) est noethérienne car B(™ est noethérienne et 'algebre S(™)(F) est

une Ox-algébre de type fini comme on I’a vu en 2.1.3.6.

2.2.3.3 Lemme. Soit .4 un faisceau de of-modules gradués, cohérent comme -
module. Alors, il existe (r,s) € Z x N et (au,...,a,) € Z* tels que l'on ait une
surjection graduée

i (r)es] = A 0.

Démonstration. Comme X est noethérien, 4 est limite inductive de ses sous-faisceaux
O x-cohérents. Le Ox-module .# étant de plus &/-cohérent, il existe (r,s) € Z x N et
une surjection &f-linéaire : &/*(—r) — ., soit encore une surjection o : &° — M(r).
Le faisceau .# est somme directe de ses composantes homogenes, donc 4 (r) = ©Mk(r)
et T'(X, #4(r)) = ®T(X, Mi(r)).

Soient e; un élément de la base canonique de &™ et f; = o(e;). Soient fix la
section globale de .#;(r) qui est la composante homogene de degré k de e;, et t; =
max{|k|: fix # 0}. On peut alors définir :

o By By A-5] — A7)
Ba;; = Y ai;fij
Par définition, o' est gradué ; d’autre part, sur un ouvert affine U, #(r) est engendré

comme &/-module par ey,...,e, ; or ¢; est égal & 3=, fi ;, donc o' est surjectif.

2.2.3.4 Corollaire. Soient A un of -module gradué (M = ®M}), cohérent comme
of-module et | € N. Alors, il eziste (r1,...,r1) € Z!, (s1,...,81) € N/ et, pour tout
1<i<l,

(al,...,at) € Z*% tels que 'on ait une résolution graduée :
e d(r)al] — ...... — @, & (r1)[ej] = A — 0.

Démonstration. 11 suffit d’itérer le lemme 2.2.3.3, puisque le noyau d’un morphisme
gradué entre f/-modules gradués et cohérents est lui aussi gradué et cohérent. On peut
ainsi construire des résolutions de longueur arbitrairement grande.

Remarque. En passant aux composantes homogénes, on obtient une résolution des

M) par des dk_a;(r;).
2.2.3.5 Proposition. Soit r € Z, alors il eziste ko € N, tel que, Vk > ko et Vn 2 1,

H (X, B™ @ $\™(Tx)(r)) = 0.
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Démonstration. Soient 4 = @pen3™ ® Sﬁ'")(.%f) et o = PrenB™ @
s{™ (0(1))V+1. On considérera of comme gradué par Z en posant &_r =0sik € N. La
surjection Ox(1)*! — Jy induit un morphisme surjectif gradué d’algébres graduées
oA — M qui fait de 4 un </-module gradué, cohérent, puisque .4 est quasi-cohérent
et que &/ est noethérienne. On peut alors appliquer le corollaire 2.2.3.4 avec | = N
pour obtenir une résolution de .#(r) et passer aux composantes homogeénes dans cette

résolution. Considérons
ko = maxigicn,1cicai{p — o —ri — r}.
Du fait que ’on a un isomorphisme canonique
Dipoi(ri+7) = Bk + o + 1+ 1) @y SIV(OYH),

les faisceaux ofy(r; + r)[ai] sont acycliques pour k > ko et le module My (r) vérifie les

conditions du lemme 2.2.3.1, d’ot la proposition.

2.2.3.6 Corollaire. Fizonsr € Z. Alors,
(1) Yn € Z x N*, H*(X, D(™)(r)) est un A-module de type fini de p-torsion.
(i) Le conoyau de I’homomorphisme gradu€ injectif
gr.[(X, 2M(r)) — T(X, gr,2™)(r))
est de type fini sur A, nul en degrés assez grands:

Démonstration. Pour alléger les notations, on supposera que r vaut 0. Considérons
les suites exactes E} :

0 — Ft2™ SF 9 Fiu2™ [ F.9™ _, g,

Rappelons que gr, 2(™ ~ 3(m) g Sﬁm)(ﬂx) et considérons un ko comme dans la propo-
sition. Il existe aussi des suites exactes F.

0—-F ko+19(m) /Fr, 2™ Fko+l+19(m)/ Fko@("') = BTk ti41 9™ _, 0.

Si k > ko, les suites exactes Fj permettent de montrer par récurrence sur / i partir de
[ =0 que les faisceaux Fy,4,2(™/ Fi,2(™) sont acycliques. Finalement, en passant a la

longue suite exacte de cohomologie associée & E! . on voit que :
ko q
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- il existe une surjection H(X, Fy, @("‘)) — HY(X, Fko+,9(m)) :
- sin>2, H*(X, Fko@(m)) ~ H*( X, Fko.H@(m)).

Prenons la limite inductive sur ! des Fr,1t2™ : comme le schéma X est noethérien,
la cohomologie commute a la limite inductive, donc H'(X, @(™)) est un quotient de
HY(X,Fi, @™) et si n > 2, HY(X,2(™) ~ H*(X,Fg,2™). Comme Fi,2(™ est un
%B(™)_module cohérent, sa cohomologie est de type fini sur A, d’apreés 2.2.1.1 et il en va
de méme de la cohomologie de 2(™). De plus, comme il a été rappelé dans 'introduction,
les faisceaux 2™ ® Q sont acycliques, ie Vn € N*, H*(X, 98" )) =H"(X,2M™)®Q = 0.
Donc la cohomologie de 2(™) est de torsion (finie), ce qui montre la premiére assertion.

Pour k > ko, notons
N = ker(H'(X, Fi, 9'™) — B'(X, F,2™)),

et
Ny = ker(H'(X, F,2"™) — H'(X, Fita2™)),

qui sont des A-modules de type fini. Les N} forment une suite croissante de sous-modules
de H!(X, Fi,2!™), qui est noethérien. Cette suite est stationnaire et il existe lp € N
tel que N{ = N ,,, c'est-a-dire que pour k > lo, N est nul. Avec cette remarque, pour

k > lo, on tire des suites exactes Eft!, des suites exactes

0 — I'(X, Fk@(m)) - I'(X, Fk+19(m)) - ['(X, gfk+19(m)) -0,

d’ou ’énoncé.

2.2.3.7 Proposition. Soit & un (™ -module cohérent. Alors, Vn > 1, H*(X, §) est
un A-module de type fini de p-torsion.

Démonstration. On procéde par récurrence descendante sur n, et on montre que si &
est un faisceau cohérent et si | > n, H'(X, ) est un A-module de type fini de p-torsion.
En effet, c’est vrai sin = N + L. Ehsuite, d’apres 2.2.2.3, il existe une surjection
@(m)._linéaire : (D™(—r))* — . D’apres 2.2.3.6, si n € N*, H*(X, P(m)(—r)) est un

A-module de type fini de p-torsion, ce qui permet de procéder par récurrence.
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2.3 Calcul de la cohomologie des @a-modules cohérents sur
Pespace projectif.

2.3.1 Préliminaires. Dans cette partie, A est un anneau noethérien, complet pour la
topologie p-adique. On considére & = SpfA et & I’espace projectif formel de dimension
N sur &. Les notations X, X; et q; désigneront respectivement ’espace projectif
algébrique P¥, la réduction modulo p'*! de cet espace projectif et I'immersion fermée
Xi — X.

Soit (™ une Gx-algtbre, vérifiant la condition (C) de 2.2.1. On note toujours
Pm) = glm) 9( ), et on introduit @( m = ar D™ et Glm) = hm @( ™ Cest un
faisceau d’anneaux cohérent, i sections noethériennes sur les ouverts affines d’apres
3.3.4 de [6].

Etant donné un systéeme inductif d’algeébres, indexé par m, vérifiant chacune la
condition (C), on dira que (B(™)) vérifie la condition (C)si:

(c) Le morphisme B(™) — (m+1) st P _lindaire 3 gauche.

On en déduit des morphismes d’anneaux Omme1: D™ — P+ qui doivent satisfaire

(d) Les morphismes complétés P(mm+1), tensorisés par Q, sont plats 3 droite et
gauche.

Si (8(™)) vérifie (C’), on notera 9& = lim @g" ) ; cest un faisceau d’anneaux cohérent

d’apres la proposition 3.3.4 de [6].

Remarques.

(i) Considérons 935'") la partie de torsion de #B(™) et (™) = Z(m) / @Sm). Comme X
est quasi-compact et que B(™) est noethérienne, il existe ¢ € N tel que pc.@?") =
0. Construisons 2'(™) le faisceau des opérateurs différentiels i coefficients dans
B'(™ ainsi que son complété g'(m) Alors, on voit facilement que le morphisme
canonique 9™ — P'(™) egt yn isomorphisme apres tensorisation par Q. Pour
obtenir un théoréme d’acyclicité pour les modules cohérents sur @f: ), il suffira

donc de regarder si 'algebre 2'(™) vérifie la condition (O).

(ii) Naturellement, le systéme inductif constant égal & Ox vérifie la condition (C’) ;
c’est aussi le cas des coefficients .@g}"), d’apreés 4.2.1 et 4.2.2 de [6].

Dans la suite de cette partie, on considérera toujours des coefficients vérifiant la

condition (C) si m est fixé ou (C’) si m varie. Pour obtenir des théoremes d’acyclicité,
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on commencera par comparer la cohomologie d’un 2(™)-module cohérent a celle de
son complété p-adique. On en déduira des résultats pour les @(™).modules cohérents
analogues a ceux obtenus pour les 9?t™)_modules cohérents. Finalement il sera facile
d’en déduire les propriétés comparables des 9&-modules cohérents, par des arguments

de passage a la limite inductive, puisque X est noethérien.

2.3.2 Proposition. Soit & un 2™ -module cohérent et & = {ili_lig /pt18. Alors :
(i) Vne N, H*(&,8) = lim H(X;, 8/p"*'8);
(i) Vn € N*, H*(X, §) ~ HY( &, &);

(iii) T(%, &) ~ lim [(X, 6) /PHIT(X, ).

Démonstration. Notons & = &/p't'§. Soit &, la partie de torsion de & : c'est un
9(™) module cohérent par noethérianité de 2(™). Introduisons alors ¥ = £/&; qui est
aussi un 2(™)-module cohérent. D’apres 2.2.3.7, il existe ¢ € N tel que tel que p°&;,
p°H™(X,¥) et p°H™(X, &) soient nuls pour tout n > 1. Montrons d’abord (i) et (ii).

Soient z,j > c¢. Considérons la suite exacte courte :
0-9286—>68 —0,

ot v; est la factorisation de la multiplication par p' sur &, et les morphismes de suites
exactes fiyji ¢
0 - 9 % & = iyj — 0.
L xp’ lid !
0o - ¢ 5 & = & - 0

D’oll un morphisme de suites exactes longues :

H*(X,4) — H"(X,8) — H"(Xij,6is;) — H (X, %)
¥4 {id L Aigs 54
H"(X,4) — H*(X,6) — H'(Xé&) 5 HMY(X,9).

Alors, si j > ¢, T 0 Aiyji = 0, ce qui signifie que Im()i4;;) = H*(X, 8) et le systeme
projectif des H*(X;, &) vérifie la condition de Mittag-Leffler pour tout n > 0. On en
déduit que H*( &, 8) = lim H"(X;, &;) pour tout n € N et donc le (i). En outre, pour
tout n > 1, la limite project’ive lim H™(XG, &;) s’identifie & H*(X, &), puisque le systéme
projectif des H*(X, %) est essentiellement nul pour tout n > 1, d’ott (ii).
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Comparons maintenant les limites projectives hm I'(X;, 8) et lim (l"(X 8)/p").

Soient ¢ et j > c. Partons de la suite exacte :
068588 0.
Cette suite se scinde en deux suites exactes courtes :
028—-859—0 et 09566 —0.
Par passage 2 la longue suite exacte de cohomologie, on en déduit deux suites exactes :
0—-I'(X,6)—I(X,8) 5 T(X,4) — HY(X, &)

et 0 — I(X,9) % (X, 8) — [(X;, &) — H(X, 4).

On déduit de cette derniére suite exacte et du morphisme ;4 ;; un morphisme de suites

exactes

0 - I(X,9) ¥ I(X,6) - [(&4) — HY(X,9)
¥4 ! [pry ¥
0 - I(X,9) % I(X,8) - I(&) 5 HY(X,9)

Comme v;ou est la multiplication par p‘ sur T (X, &), on obtient une surjection canonique
0:: I'(X, 8)/5T(X, 8) — I'(X, 8)/vi(T(X, 9)).

Les o; forment un homomorphisme de systémes projectifs. Grice a la multiplication par
', le noyau de o; s’identifie & coker u qui se plonge dans H'(X, &) et est donc annulé

par p°. D’autre part, I’homomorphisme de suites exactes :
ity
0 — & - & AN E§ — &y; — 0
P Ly Lid
0 - & - & 5 & - & o,
induit un homomorphisme de suites exactes courtes :

0 — cokeru — I(X,8)/p*I(X,6) — I(X, 8)/vi4i(T(X,4)) — 0
¥4 ! i

0 — cokeru — TI(X,8)/pFT(X,8) — TI(X,&)/w((X, 4) — o.
On en déduit que le systéme projectif des Ker o; est essentiellement nul, puisque coker u
est annulé par p°. Par conséquent, les applications o; induisent un isomorphisme entre
les deux limites projectives lim (P(X 8)/p') et lim (P(X 8)/vi(T'(X,4))), et donc entre
lim (F(X 8)/p') et lim I‘(X., é’ i), qui coincide encore avec I'( &, é”) D’ott finalement le
(111)
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2.3.3 Proposition. Soit & un &™) _module cohérent. Alors :
(i) Il eziste ro € N tel que, Vr > 1o, il eziste s € N et une surjection &(m) linéaire :

(D™ (-r))’ — &.

(it) Il existe ro € N tel que, Vr > 1o, Vn 2 1, HY(¥X,&(r)) =0.

Démonstration. Remarquons d’abord que, compte tenu de 2.3.2 et de 2.2.2.2,
’assertion (ii) résulte de (i) commeen 2.2.2.3. Si & est un &(m)_module cohérent, sa par-
tie de torsion &; est aussi un &™) _module cohérent car 2™ est & sections noethériennes
sur les ouverts affines. De plus, il existe une suite exacte: 0 = &, — 6§ — & /& — 0.
Soient ¢ = £/& et % = 4/p¥4. Comme &, est cohérent et que % est quasi-compact,

il existe a € N tel que p*&; = 0. Pour i > a on en déduit une suite exacte :
0— % 2 aj;,6 = a;6 — 0.

Le module %, est un 2{™-module cohérent : choisissons r, tel que H'(Xo, %(r)) =
0 pour tout r > r;. Pour tout r > ry et tout : > a, les homomorphismes
I(Xit1,0518(r)) = T(Xi,a;8(r)) sont alors surjectifs. Comme o3& est un P(m).
module cohérent, il existe r; € Z tel que, pour tout r > ry, il existe s € N et une
surjection (2(™)’ — a28(r). Soient ro = sup(ri,r2), et r > ro. Si e est le t-ieme
vecteur de la base canonique de (@,(,"‘))', on peut ainsi relever les A\,(e;) pour 1 <t <s
dans T'(&, &(r)), ce qui définit un homomorphisme A : (9(™)* — &(r), qui est surjectif
car, modulo p*, c’est un morphisme surjectif entre deux faisceaux provenant de Qm).

modules cohérents.

2.3.4 Proposition. Soit & un @m)_module cohérent. Alors :
(i) Vn € N*, HM( X, &) est un V-module de torsion de type fini,
(i) T(%,8) ~ lim (X, 8)/p'T(X, 8).

Démonstration. Compte tenu de 2.3.3 et de 2.3.2 appliqué aux faisceaux 2(™)(r), la
démonstration de (i) est identique & celle donnée en 2.2.3.7. La démonstration de (ii)
est alors identique & la démonstration de (iii) dans 2.3.2 puisqu’il existe ¢ € € tel que
p°€ = 0 et tel que pH*( X, %) = p°H™(X, &) = 0, pour tout n > 1, avec les notations
de 2.3.2.
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2.3.5 Théoréme. Soit B™) une Ox-algébre quasi-cohérente, vérifiant la condition
(C) (resp. un systéme inductif de coefficients vérifiant la condition (C’)) et & un @("‘)

module cohérent (resp. un @Q-module cohérent). Alors :

(i) I existe ro € N tel que, Vr > ro, il eziste s € N et une surjection @g")-h’ne’aire :
(@(Q"')(—r)) — &, (resp. 9&)

(i) Vn > 1, HY(%,8) =0

Démonstration. Montrons (i) dans le cas d’un @g" )-module cohérent &. D’apres la
proposition 3.4.5 de [6] un tel module & admet un modéle entier & qui est un Q).
module cohérent. Appliquons la proposition 2.3.3 & ce module, on obtient une surjection
(@(”‘)(—r)) — &, et en tensorisant par Q, on voit que & est quotient d’un (@(m)(—r))
Si maintenant & est un QQ—rnodule cohérent, d’aprés 3.6.2 de [6), il existe un 9( )
module cohérent & tel que & ~ @} ®9(m) Z. En appliquant le (i) & &, on trouve alors
une surjection comme cherchée.

Si m est fixé, remarquons que H*( %, @g")(r)) = H"( X, @(”')(r)) ® K est nul pour
tout r € Z et tout n > 1, d’apres 2.2.3.7 et 2.3.2. On montre donc (i) a partir de (i),
par récurrence descendante sur N. Ensuite, si & est un @f -module cohérent, il existe
un @( )-module cohérent & tel que & ~ 9} ®g(...) Z. Notons Fm') = g(m’) ®g(.,.) Z.
Alors HM( %X, 8) = hm HY(Z,F™)) =0sin > 1.

2.4 Propriétés de finitude des sections globales

On s’intéresse ici & des coefficients particuliers vérifiant une condition supplémentaire
a la condition (C). Avec cette condition, nous établissons que I'(X, (™) et T( X, 9(m)
sont des anneaux noethériens. De plus, si & est un @( )-module cohérent, alors ['( X, &)
est un ['(&, @(m))-module de type fini.

2.4.1 Conditions sur les coefficients. Dans cette sous-section, m est fixé.

2.4.1.1 Définition.

Soient B(™) un faisceau de Ox-algebres vérifiant la condition (C), B =T (X, Btm).
On dit que B(™) vérifie la condition (D), si:

(i) L’algébre B est une A-algtbre noethérienne ;
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(ii) Comme Gx-module, B(™) est engendrée par ses sections globales.

Remarque. Il est évident que Ox vérifie la condition (D). D’autre part, nous mon-

trerons en 3.1.1.3 que @S}") satisfait aussi la condition (D), par un calcul des sections
globales.

Considérons 1’algebre B ® 4 6x. Comme Ox est de type fini sur A, cette algebre est

quasi-cohérente et noethérienne, donc cohérente.

2.4.1.2 Lemme. Soit & un B ® 4 Ox-module cohérent. Alors, Vn € N, H*(X, &) est
un B-module de type fini.

Démonstration. Comme X est noethérien, le module & est limite inductive de ses

sous-faisceaux @x-cohérents. On en déduit qu’il existe une surjection B ® 4 Ox-linéaire
(B®a Ox(-r))* — 6.

En itérant ce procédé, on voit que & admet une résolution par des modules du type
(B®40x(—r))®. Cela nous ramene & montrer I’énoncé dans le cas ot § = B®4Ox(—r).
Or, les modules de cohomologie de Gx(—r) étant plats sur A pour tout r € Z, on a
Pégalité : Vn € N, H*(X,B ®a Ox(-r)) = B @4 H*(X,0x(—r)). En particulier
H*(X,B ®4 Ox(—r)) est un B-module de type fini. D’ot le lemme.

2.4.1.3 Proposition. Soit B(™) une algébre de coefficients vérifiant la condition (D),
alors Vn € N, H*(X, 8) est un B-module de type fini pour tout B(™) -module cohérent
§.

Démonstration. D’aprés la condition (ii) de (D), il existe une surjection de Ox-
algebres : B Q4 Ox — @) Tout module B(™)-cohérent peut donc étre considéré

comme un B ® 4 Ox-module cohérent. La conclusion résulte alors de 2.4.1.2.

2.4.2 Sections globales des Z-modules sur I’espace projectif.

2.4.2.1 Lemme. (i) L’algébre T(X,S(™(6x(1)N+')) est une A-algébre de type
fini.

(i) Le module T(X,0x(r) ® S™(Ox(1)N*')) est de type fini sur
T(X,SM™(6x(1)N*!)) pour tout r € Z.
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Démonstration. Introduisons & = S(™)(6x(1)V+1). Remarquons que
L(X, o) = SxenT(X, Ox (k) ® S{™(0X*1)).

Notons T, ..., Ty la base canonique de O+ et [zo,.. ., zn] les coordonnées projectives
sur X, alors
D(X, o) = Blg=pA - 230 - - cZF T ... ),

Soit C la sous-V-algebre de of engendrée par les
{z2T*: |a| = |k et [k] < (N +1).p™}.

Montrons par récurrence sur n, que si la] = |k| = n, z2T% € C. On peut supposer que
n > (N +1)p™ ; dans ce cas il existe i tel que k; > p™, et T = u]}"‘“”"')n(l’"') ot
u€ Z.(.p)' Sige NN+ est tel que Iél = p™ avec V1, §; < «;, alors

QQZ(E) - ugﬁ]"i(pm)gg—[_iz(k_pmli)’

qui est dans C par hypotheése de récurrence. Finalement, of est égale  C, ce qui acheve
la démonstration du (i).

De plus, observons que
(X, 2(r)) = ®neN Blafantribizn A - 750 - - cqF T .. THFN),

On en déduit que si r > 0, (X, o (7)) est engendré comme I'(X, o)-module, par les
éléments {z'?: |a| = r}, qui sont homogénes de degré zéro. Si r < 0, il existe une
injection I'(X, & )-linéaire :

(X, o(r)) 3 I(X, o).

Par noethérianité de I'( X, &), I'( X, o (r)) est donc un I'(X, o )-module de type fini. Ce
qui conclut le (ii).

2.4.2.2 Lemme. (i) La B-algébre T'(X, 3™ ®ox S™(Ox(1)¥*)) est une B-
algébre de type fini.

(ii) Les modules H*(X, Bm)(r)@S™)(Ox (1)N+1)) sont de type fini sur I'(X, 3™ o,
St (6x(1)¥+1)) pour tout r € Z et tout n € N.

(iii) Si & est un B™ @4, S(™(6x(1)N+1)-module cohérent, alors ['(X,8) est un
module de type fini sur T(X, B ®g4, Stm)(Gx(1)N+1)).
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(iv) L’algébre T(X,gr,2(™)) est une B-algébre noethérienne et le
module T'(X, gr, 2™ (r)) est de type fini sur cette algébre.

Démonstration. Notons B’ = %B(™) Ro, d et € = B4 . Les algebres € et %' sont
des Ox-algebres quasi-cohérentes noethériennes. En particulier, (iii) se déduira de (ii)
en arguant du fait que tout @’-module cohérent admet une résolution par des modules

du type @'(—r). Notons d’autre part que
6. ~ B ®4 Ox(k) @0, ST (6YH).

Comme la cohomologie des faisceaux Ox (k) ® oy Sﬁm)( 6% *1) est plate sur A, il existe des
isomorphismes canoniques I'(X,€) ~ B4 (X, &) et ['(X, 6(r)) ~ B4 I'(X, #(r)).
En particulier, d’apres le lemme précédent, I'(X, €) est une B-algebre de type fini et
['(X,%6(r)) est un I'(X,€)-module de type fini pour tout r € Z. En passant aux

composantes homogénes dans les isomorphismes précédents, on a :
¥n € N, H'(X, 6.(r)) = B @4 H'(X, Ox(k +r) ® ;" (6%1)).

"En particulier, si r € Z est fixé, pour tout k > —r, le module 6i(r) est acyclique.

Etant donné la condition (ii) de (D), il existe une surjection canonique € — %’, qui
est en fait graduée. Soit # le noyau de cette surjection : c’est un €-module cohérent
gradué, dont les composantes homogeénes sont des B ® 4 Ox-modules cohérents. Nous
nous trouvons donc dans une situation identique a 2.2.3.5, et on peut en déduire qu’il
existe kg € N tel que

Vk > ko, Vn € N,H"(X, #) = H*(X, #(r)) = 0.
D’ou finalement deux suites exactes :
I(X,€) - (X, #') = H'(X, Or<ko F)
et
I(X, 6(r)) = [(X, B'(r)) = H' (X, Brcro Z1(r))-

Remarquons enfin que les modules @r<k, Fx €t Pr<k, Fi(r) sont des BR4 O x-modules
cohérents, de sorte que H'(X, @i<k, Fx) et que H' (X, ®r<k, Fr(r)) sont des B-modules
de type fini d’apres le lemme 2.4.1.2. On en déduit donc que I'(X, %’) est finie comme
(X, €)-algebre et donc de type fini sur B puisque c’est le cas de I'(X,€) d’apres le
lemme précédent. En outre, le module I'(X, 8'(r)) est de type fini sur I'(X, €) et donc
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a fortiori sur I'(X, %#’). De plus, la cohomologie de %' (r) en degrés > 1, se réduit a
la cohomologie de @< —r B}(r) ; on en déduit que Vn € N*, les H™(X, %8'(r)) sont des
A-modules de type fini. D’ot1 le (ii).

L’assertion (iv) découle en fait de (iii). En effet, on dispose d’ume surjec-
tion B — gr, 2™ qui fait de gr,2™ un %'-module cohérent. En particulier
[(X, gr,2(™) est un I'(X, 2')-module de type fini et donc une B-algtbre de type fini.
Le module I'(X, gr,2™)(r)) est aussi de type fini sur I (X, ') et donc a fortiori sur
I'(X, gr,2(™)(r)).

2.4.2.3 Proposition. Soit B(™) une algébre de coefficients vérifiant la condition (D).
Alors,

(i) L’algébre T'(X,2(™) est une A-algébre noethérienne.
(i1) Si & est un D™ -module cohérent, I'(X, &) est un T(X, 2(™))-module de type fini.

Démonstration. Montrons (i). Comme I'(X, 2(™)) est filtrée par 'ordre des opérateurs
différentiels, il suffit de montrer que gr,[(X, 2™)) est noethérien. D’apres 2.2.3.6, le

conoyau de I’homomorphisme canonique
0 — gr,.I(X, 2™) 3 I(X, gr,2™)

est nul en degrés supérieurs & un certain ko et de type fini sur A. Notons que A est un mor-
phisme d’algebres. Le module Dr<ko-18T: (X, 2(™)) est donc un B-module de type fini,
engendré par {z,...,2,}. D’aprés le lemme précédent, I'algebre I'(X, gr,2(™)) est une
B-algebre de type fini. Soient y,,...,y; des générateurs homogénes de I'(X, gr,2(™)),
de degré respectif n; (o ny; < ... < n;). Soient maintenant ! > max {ko,n:} et C la

sous-algebre de gr,I'(X, 2(™)) engendrée par les éléments

{v o ko < Tmiai <81 -1} U Lon, v 2}

Montrons par récurrence sur le degré que g [(X,2™) C C. Clest vraisi k < 31 — 1.
Prenons k& > 3! et supposons que ce soit vrai pour tout k' < k — 1. En degré k, les
algebres gr,I'(X, 2(™) et ['( X, gr, 2(™) ) coincident, si bien que nous sommes ramenés
montrer que tout élément y2, avec | T nia;| = k, est dans C. Or, avec notre choix de ,
il existe § < a tel que T n;5; > I et tel que 3" ni(a;—B;) > 1. Alors, y = EE-QQ'E e C,
par hypothése de récurrence. Ce qui conclut (1).
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Soit € un 2(™)-module cohérent. Alors, d’apres 2.2.3.6, il existe une suite exacte
9(m)_linéaire

0— R — (2™ (-r))" - & —0.

En passant aux sections globales, on trouve une suite exacte
0 — I'(X,R) — I'(X, (2™ (-r))*) = (X, 8) - H'(X, R).

Comme le module H*(X, %) est un A-module de type fini d’apres 2.2.3.7, cela nous
raméne & montrer I’assertion (ii) pour les modules du type 2(™(—r). Appliquons alors

de nouveau (ii) de 2.2.3.6 : le conoyau de ’homomorphisme
0~ gr,.I(X, 2")(=r)) % DX, gr, 9™ (1))

est encore de type fini sur A. Or, le module I'(X, gr,2(™)(—r)) est de type fini sur
I'(X,gr,2™). Comme l'algebre I'(X,gr,2(™) est finie sur gr,I'(X, 2(m) via A, cela
montre que gr,['(X, 2™ (—~r)) est de type fini sur gr,['(X, 2{™) et la proposition.

2.4.2.4 Corollaire. Si A est complet et si B(™ est une algébre de coefficients

vérifiant la condition (D), alors :
(i) L’algébre T'(X, (™) est une A-algébre noethérienne.
(it) Si & est un ™) .module cohérent, T'(X, &) est un T(X, @("‘))-module de type fini.

Démonstration. D’aprés 2.3.2, l'algebre I'(X ,@"")) est la séparée complétée de
['(X,2(). Comme cette algébre est noethérienne, il résulte des rappels 3.2 de [6],
que (%, 2(™) est noethérienne. Soit & un &(m)_module cohérent, alors d’apres 2.3.3,

il existe une suite exacte 2(™)-linéaire
0— 2 — (9™ (-r))" > & —0.
En passant aux sections globales, on trouve une suite exacte
0 — I'(X,2) — I'(X, (2™ (-r))*) = (X, ) — HY(X, R).

Comme le module H'(X,2Z) est un A-module de type fini d’aprés 2.3.2, cela nous
ramene i montrer I’assertion (ii) pour les modules du type @tm)(—r). Or d’aprés 2.3.2,
le module (&, (™) (—r)) est le séparé complété de T'(X, 2™ (—r)) qui est de type fini
sur I'(X, 2(™). 1l en résulte que ['(¥, @(m)(~r)) est de type fini sur ['( &, G(m)), d’ott
le (ii).

Remarques.
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1) Cet énoncé est aussi vrai pour ['(%, P ) et pour les modules cohérents & sur
p x,qQ :
9&?)(; En effet, on peut toujours passer 4 un modéle entier 9(™)-cohérent de &

auquel on applique le résultat précédent. Il suffit alors d’utiliser le fait que les

sections globales commutent 3 la limite inductive pour conclure.

(ii) Ce résultat de noethérianité débouche naturellement sur la question de savoir si
', QQ’Q) est une algebre cohérente, ce que nous ignorons. Pour trancher cette
question, il faudrait savoir que I'(%, @‘;;{5”) est une I'( X, @f;‘,)q)-algébre plate
a gauche. Cela étant, nous montrerons en 3.3.3.5 que I'(% yD'(1%)q) est une

algebre cohérente.

2.4.3 Remarque. La cohomologie des 2(™)-modules cohérents n’est pas triviale
sur X. Pour voir cela, on peut par exemple s’inspirer de [11] : si tel était le cas,
la cohomologie des @(m)(r) serait triviale pour tout r € Z et d’aprés la suite exacte
0 — Pm)(r) L @("‘)(r) — @S(':) (r) — 0, cela entrainerait que la cohomologie des
95}:) (r) est triviale pour tout r € Z et donc, que la cohomologie des @&";)-modules
cohérents est triviale. Or, d’aprés la proposition (2.2.7) de [6], I'image de 95\1:) dans 9yx,,
Panneau des opérateurs différentiels usuels, s’identifie & & ndg ey (Ox), ot X (m+1) egt
le schéma déduit de X par changement de base par la puissance m+ 1-iéme du Frobenius

absolu de S. 1l existe donc une suite exacte
0> 5 — @S}:) — éndo_,.,,,(0x) — 0,

olu £ est un idéal de E’Z&'Z), qui est cohérent comme @&':)-module, puisque 93}:) est un
anneau noethérien ; de méme, é’ndox(m +l>( Ox) est un 9%)-module a gauche cohérent.
Notons F(™+1) le Frobenius relatif : X — X (m+1)  alors

gndox(m“)(ﬁx) ~ ‘#omax(m“) (F£m+l)ox, F£m+l)0x).

On en déduit que Endo,_ .1y (Ox) > Home, (Fm+)Fimtl g, Ox). D’apres [13], le
faisceau F{™*(6x) est somme directe de twists de Serre : F{™)(6x) = @1, Ox(k:)

ot k; € Z et donc, si | > max{k} + N + 1, le faisceau &ndo ..., (Ox)(—1) n’est pas
acyclique, d’ou la remarque.
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Chapitre 3

Interprétation géométrique des modules

cohérents sur I’algébre de Weyl.

Les notations sont les mémes qu’au chapitre 2 : S est le spectre d’un anneau de valuation
discrete V' d’inégales caractéristiques (0,p), ¥ le complété de V, & = Spfv, X =
PY x = 151; ; les coordonnées projectives sur ces trois espaces sont notées [uoy ..., un],
J est U'inclusion de D, (uo) dans X, et %; I'ouvert D, (u;) de &. Nous étudions d’abord
les coefficients algébriques .%S?) sur X et montrons qu'ils satisfont la condition (D)
du chapitre 2. Considérons en outre la fibre générique Zx de X, le morphisme de
spécialisation sp de Xx vers X et les ouverts U; = sp~1%; de %x. Soient Pm =
p~1/ P et Vi le voisinage strict de Uy défini sur U; par |zo/zi| > pm. Nous observons
d’abord que V;, est un ouvert affinoide de Xx. Nous commengons par regarder le cas
des coeflicients éa‘;}Q et th'q : il résulte formellement de 1'équivalence de catégories
démontrée par Berthelot (cf 4.4.2 de [6]) entre les Oy,.-modules cohérents d’une part
et les .@&"}Q-modules cohérents d’autre part, ainsi que des théoremes de Kiehl pour les
espaces affinoides, que 1’on dispose aussi de théorémes analogues aux théorémes A et
B pour les é@g';")q-modules cohérents sur &X. On généralise ici au cas des @L‘-’Q(oo)-
modules cohérents sur & en montrant qu’il existe une équivalence de catégories entre
les An(K)!-modules cohérents et les @L;,Q(oo)-modules cohérents. Une partie du travail
a déja été faite au chapitre 2 avec le théoréme d’acyclicité. Le reste nécessite de donner
une filtration croissante de 9&_—@(@), distincte de celle par les é‘zg}"},(m), qui permettra
plus facilement de faire les calculs, et notamment d’établir les théorémes de platitude

dont nous aurons besoin.

3.1 Le cas des coefficients QBS'{") et g‘a‘;g')

3.1.1 Etude de I'(X, (™).

55
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3.1.1.1 Définition. Nous renvoyons au chapitre 1 pour la définition des coefficients

983}"’. Pour décrire leurs sections globales, nous introduisons ici ’application
VUm: Z — N,

définie comme suit. Soient k € N, g et r, le quotient et le reste de la division euclidienne

de k par p™t!
si r =0, on pose v,(k) = ¢,
si r # 0, on pose vm(k) = q+1.

Remarquons que vm(k — p™*') = vm(k) — 1. De plus, 'application & — vm(k) est
croissante, et, si k est fixé, I’application m — vn(k) est décroissante. En outre, vm (k)

m+1 7

est le plus petit entier ¢’ > 0 tel que k = p™*'¢' — s avec s > 0. On en déduit en

particulier I'inégalité :
Vm(k + k') < vm(k) + vm(K').
Sike€Zetk<0,on pose vy(k) = 0. Pour tout N > 1, on étend cette définition au

cas ou k est un multi-indice de longueur NV, en posant

vm(k) = Evm(k )-

=1

Mentionnons enfin ’encadrement :

s tn

Notons B(m) I'(X, .@(m)) et z; = u;fuo.

3.1.1.2 Lemme. On a la description suivante de Bf,(m) :

BYY = {Zag}: a € Vetvy(a) > um(lll)} :
!

Démonstration. Rappelons que

m+l
(Ui, B) = 6(U;)[T) / —-p.
L'algebre T'(Us, BE") s'identifie 3 6(Us) = V [—L] . Il résulte d’autre part du lemme

4.3.3 de [6], que .93( ™) se plonge dans j.Ox, de sorte que I'on peut identifier T'(U;, .‘,’3 ),
pour t #0,a:
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Sii#0, I'(U;, .98&'")) est donc la sous-algebre de O(U; N Us) engendrée par les éléments

P’ (u; )P""""-jo H (E) I
Yo k0, \ Ui

Fixons n € N. Comme v,,,(n) est le plus petit entier ¢’ > 0 tel que n = p™*lg’ — 5 avec
8 2 0, on en déduit que le V-module I‘(U;,.@S}")) est libre de base les

u...(n)(ﬁi>" (&)"‘1
P Uo ,‘E; U

Soit s € B&"", et s; = sjy;. On a les égalités :

11 IN
Uy unN
0w = Ta() (),
i { RN
_ th ("_N)”("_)
50|U,~ - Zal(‘u;) U; Uo )

Une condition nécessaire et suffisante pour que so se prolonge sur U; est que v,(q;) <
Ym(|l]), condition qui ne dépend finalement pas de i. Cela montre que les éléments

donnés par le lemme sont des sections globales de .@S}") et que ce sont les seules.

3.1.1.3 Proposition. L ’algébre BS{"') est une V-algébre plate, de type fini. En outre,

.@S}") est engendrée par ses sections globales, comme 6x-module.

En d’autres termes, nous établissons ici que 935;") satisfait la condition (D) du chapitre
2. D’apres le lemme, il est clair que B&m) est en fait une V-algébre libre de base les
p~ Wzl Montrons que B&"') est une V-algebre de type fini. Soit C la sous-algebre de
B§M engendrée par

{pmWgL: 1] < g1},

Montrons par récurrence sur |I] que p*~()zt € C. On peut supposer que [I| > p™*!,
Alors, il existe un N-uplet de module p™+!, (ly--.,1y), telque : Vi < N, I! < I;. En
utilisant la relation : vm()l]) = vm (|l = I']) + 1, on a I’égalité

pllm(lu)gl — (P.E!’) . (me(ll—l'l)gl-l')’

qui appartient & C par hypothése de récurrence.

Considérons enfin I'application canonique : A: 6y Qv B&"') — 335;"). Il est clair
que Ay, est surjectif. Si i # 0, @S}")(U;) = O(U;)[p(ui/u0)™"] est engendrée par
P(ui/uo)™" comme 6(U;)-algebre. Or A1@pzt™

tif. Ceci achéve la démonstration de la proposition.

) = p(ui/uo)™™", donc A est surjec-
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3.1.2 Les coefficients .@(;')Q. On ne donnera la démonstration des analogues des
théoremes A et B que dans le cas des éag?')q-modules cohérents. On peut obtenir les
mémes théorémes pour les @&'Q-modules cohérents de fagon tout a fait analogue en util-
isant le fait que I’on dispose des théorémes A et B pour les ; t 6} x,-modules cohérents sur
% k. On observera que le théoréeme B peut étre obtenu a partir du chapitre 2, puisque les
modules éa‘;,;‘}q et QBL;'Q sont respectivement des @g;")q et des @L;'Q-modules cohérents.
Notons jm l'inclusion de V,, dans Xx. Le foncteur sp. o Jme €tablit une équivalence
de catégories entre les Oy,,-modules cohérents et les .@g':'?q-modules cohérents. Soient
M un Oy, -module cohérent et A = sp, © jms#. Pour tout t > 1, on a Pégalité :
(%, ) = T(UiNVpn, #A), et U; est un ouvert affinoide de Xx. On en déduit que
la cohomologie de &, qui est calculée par le complexe de Cech relatif aux %, est
canoniquement isomorphe & la cohomologie de .# qui est calculée par le complexe de

Cech relatif au recouvrement de V,, par les U; N V.

3.1.2.1 Lemme. L’ouvert V,. s’identifie & la boule fermée de KV de cenire 0 et de

rayon r, = p;l.

Démonstration. L'ouvert U Vin est égal a Up. Via les coordonnées uy [ui, les ouverts
U; s'identifient aux boules fermées de KV définies par les équations : |uk(z)/ui(z)| < 1.

Si ¢ > 1, les ouverts U; Vi sont définis par les inéquations :

(i) Pour tout k # 0, yui(a:) <1,

(ii) 1< |:—;(z)| < .

Notons A,, la boule fermée de K N de centre 0 et de rayon r,,. Choisissons t,...,IN
des coordonnées sur A de sorte que A, = {z : Vi, ti(z) < rm}. Sii # 0, notons V;,
P’ouvert affinoide de A,, défini par les inéquations :

1< |ti2)| S rmy etVi#, ()] < [(2)]-

Soit Vp = B(0,1%) la boule unité fermée incluse dans A... Les ouverts V; pour i 2 0
forment un recouvrement affinoide de A,,. On voit ainsi que I'on définit pour tout i
un homomorphisme d’espaces analytiques rigides de U; 1 Vi vers An en envoyant ¢; sur
u;/uo. Ces morphismes se recollent de fagon évidente en un homomorphisme d’espaces

analytiques rigides de Vi, sur A, qui est un isomorphisme puisque c’est le cas sur les
U..
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3.1.3 Théorémes A et B pour les 33 -modules cohérents. Notons B(a’,:")Q =
INE N7 1 ar Q) du fait que B('") = F(Vm, 0Vm) Bx 'Q €st une algebre affinoide, en parti-
culier noethérienne. Soit M un B( «.q-module de type fini, on note (M) le faisceau sur

Z , associé au préfaisceau (M) qui & U associe .@ (621 )®5m) M ; Cest évidemment
x.qQ

un 93 Q -module cohérent. On a alors la proposmon

3.1.3.1 Proposition. (i) T et ¢ sont des foncteurs quasi-inverses qui définissent
une €quivalence de catégories entre les .@g?,)q-modules cohérents et les B.(;}J'

modules de type fini.
(i) Si N est un .@g;"')q-module cohérent, alors H*(X, N) = 0 pour tout 1 > 1.

Démonstration. Rappelons que sur V,, qui est affinoide, on dispose des théorémes A et
B (cf9.4.3 de [10]) dus & Kiehl. Soit .# un 6y, -module cohérent tel qQUE 5P, 0fpmutl =~ N .
D’apres la remarque préliminaire, la cohomologie de .# sur V;,, qui est triviale, est
canoniquement isomorphe & la cohomologie de A sur &, qui est donc elle aussi triviale,
ce qui nous donne le (ii). Notons ¢’, le foncteur analogue a ¢ pour les I'(V,,, Oy,,)-
modules de type fini, qui est un faisceau associé & un préfaisceau ¥’. Le théoreme A
pour les espaces affinoides implique que ¢’ et I' définissent une équivalence de catégories
entre les Ov,,-modules cohérents et les I'(V,,, Oy, )-modules de type fini et que ¥'(M)
est en fait un faisceau pour tout I'(V,,, Oy,,)-module de type fini M. Par définition,
si ¥ est un ouvert affine de X, on a I’égalité : T(V,N) = I(sp~'(¥), #). Comme
W'(A) est un faisceau rigide, cela montre a fortiori que pour tout i, Y(AN)a; est un
faisceau pour la topologie de Zariski, dont les sections sur %; sont les mémes que celles
de ¢’ o I'(Vpn, #) sur U;. On en déduit les isomorphismes ¢ o I'(X, &) ~ sp,jma’ 0
L(Viny M) ~ $pejmatl ~ N .

Soit maintenant N un B_S,:"")Q-module de type fini; notons M le module N-
qu'on regarde comme I'(V,,, Oy, )-module de type fini. Le méme raisonnement que
précédemment montre que le préfaisceau Y(N)ja; est un faisceau, de sorte que (N)
coincide avec sp, © jm.¢'(M). Finalement, le module ['(X,p(N)) est isomorphe a
L(Vim, ¢'(M)), qui est lui-méme isomorphe & N, d’oi la proposition.

3.1.3.2 Corollaire. Soit 4 un .@(;,)Q-module cohérent. Alors M admet une

résolution par des .‘?zg;"?q-modules libres.

Démonstration. Avec les notations précédentes, soient ¥ un .@( q-module cohérent

et A un jn.Ov,-module cohérent, tel que sp, 0 jmectl = N. Comme Vin est un ouvert
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affinoide, il existe une surjection Oy,,-linéaire 0%, — .#. Comme le foncteur T' est exact

sur V,,, on en déduit une surjection B(;‘)Q-linéa.ire

(BER)" = T(Vim, #),

qu’on peut voir comme une surjection B -linéaire (B('") )a - (X, ), et qui cor-
respond, via ’équivalence de catégories decnte ci-dessus a une surjection 95 -linéa.ire
(87 (m) ) — N,

D’ou le corollaire.

3.2 Interprétation géométrique de I’algébre de Weyl.

3.2.1 Une filtration de 9% (). On se place d’abord sur X et on introduit les
notations z; = u;/uo, U; = Dy(u;). Les opérateurs Em = 6(')‘"" 8(k')(") 6(k')‘">
ol = 6U sont donc définis sur Up. De plus, du fait de I’inclusion E’Z( g SN J‘@Uo ,on a
une inclusion T(X, 2" < T'(Uo, 2 ).

3.2.1.1 Lemme. (i) Pour tout k € NV, ¥ e I(X, @S}")),

(i) Pour tout k € NV, 0¥ e I(X, 2x).
Démonstration. Observons d’abord que les opérateurs 8B et oW e I'(X,2x)

préservent 6(U;) pour tout i. Pour montrer cela, il suffit de le vérifier pour les opérateurs

kr m . . . . » ’9 2
aiFrlm o k-], Fixons i et introduisons z} = ui/u; les coordonnées sur U;. Tout élément
6(U;) s’écrit comme somme de monémes

I Hicr vy | Hy
£ _zo --oz'._l .xi+l xN

Finalement, nous sommes ramenés a vérifier que gkl gl ¢ 6(U;) et que 0% -z €
6(U;). Sur U; Ny, on a I'égalité :

d_ L limn -l ’-+1 Iy
_z_!'--:l:l I,_l ’z‘ t+l'. zN.

On en déduit les formules :

. . omy k,—-1 . =
sir =1, kX Yozl = (---1)"'q,,,!(|‘l‘|I-z___1 )z'l‘---zi-‘l"-z,-m ke :'_,fl‘ oy

= (—1)k,qk'1(|l| I-ll—lli 1— 1) gilotke . b oz € ),

U‘r)() L\ i, - Ik k
sir #4, 0 -zt = q,! k, zl’-x.-u---a:,' MEREY. 13

i
()t ot € 000

I~

kr
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Les formules pour les opérateurs 3% sont tout & fait analogues et montrent que les
fonctions de G(U;) sont stables par 3 et par 5.
Montrons maintenant que les €™ sont des sections globales de @S{"'). Ces éléments

, . . kr)(m
s’écrivent comme produit des krlem

avec k., < p™. Il nous suffit donc de vérifier que
les opérateurs 6,(1")("') avec k, < p™ sont des sections globales. Si k, < p™, sur Uy U;,

il existe des fonctions b € 6(U; NUp) telles que

a'(.k")("') = 6’[!"‘] = E bLQE_.ﬂI-
U<k,

Considérons I = {1: 3¢; € O(U;) tel que b, = cyy;nv, } et J 'ensemble complémentaire.
Posons
P =% — > 5,0,
et
L'opérateur P a la propriété de préserver les fonctions de 6(U;). Si J est non vide, on
peut prendre !’ € J tel que |I'| soit minimal dans J. Alors, si [ € J et [ # U, il existe
s€ Ntelquel, > . Donc,sile Jetsil#/, QE! -z¥ = 0. Et finalement, on a la

formule :

&

P-z¥ = Y e o)

= by

Cela contredit que J soit non vide et montre donc que les coefficients b; proviennent
en fait de fonctions de 6(U;). En vertu de I'injection 2™ (U;) — D™ (U; N Uo), cela
montre que J&m se prolonge d’une unique fagon en une section sur U; et en une
section globale de 9&;"). C’est donc aussi le cas de tous les opérateurs 3. La fin de
'argument pour Dy est identique & ce que nous venons de faire pour 2™, 3 ceci pres

qu’il n’y a pas lieu de restreindre le degré des opérateurs pour voir qu’ils s’étendent sur

X.

3.2.2 Filtration par les §M™). Considérons sur X, le faisceau de Gx-modules :
&m) = @i.@f,?)ﬁwf"” qui est un sous-faisceau de @S}") d’apres le lemme précédent, via
une application A,. On introduit aussi &™) = l.iin.é”("') [p'€(™ et é'a = lim é’g").

3.2.2.1 Lemme. Le faisceau &™) est un sous-faisceau d’anneauz filtré de 933;"’ ®

@f‘?), qus est noethérien.
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Démonstration. Montrons d’abord que &(™) est un sous-faisceau d’anneaux de BBS’(") ®
@f{"), ce qu'il suffit de vérifier localement sur chaque U;. Du fait que 93&;"’ se plonge
dans j..@g:), on a des inclusions : &™(U;) — &™) (Uo N U:), pour tout i. Prenons b €
B(™)(U;). Par lindarité, il suffit de montrer que pour tous k, K e NV, 8B m p gEdm) ¢
&™) (U;). Sur U; N Uy, la formule de Leibnitz donne :

' [
HBmp GEm = L [E 4 £ 5w)om (5)g8+ Y.
bnd -— tl kl -_— ( )—

£I +! H— E —

Comme 1’élément 8™ appartient & I'(X, 93;")), W (b) € .@g}")(U;) et (™ est un
anneau. L’anneau &™) est muni de la filtration par 'ordre des opérateurs induite par
celle de %}"). Le gradué de & ("')_ pour cette filtration est la .@g}")-alg‘ebre commutative
engendrée par les opérateurs aﬁ”'""", pour 1 <r < Net0<i<m. On en déduit que

&™) est noethérien.
3.2.2.2 Proposition. Il eziste un isomorphisme d’anneauz canonique :
84 ~ Dy ().

Démonstration. Le module (™) est le .@g}")-module libre de base les 3™ et se
plonge dans 9&")(«,) via une application A,. On en déduit une inclusion des complétés
&m 9‘2‘;,5’"(00), et une inclusion A: é"a — @tx'q(oo) en passant 4 la limite inductive
sur m.

Construisons maintenant une rétraction de A. Plagons-nous sur ’ouvert U;, muni

des coordonnées z!, = ui/u;. Sur U;, on considére les deux Oy,-modules libres :
M= Dikj<pm™ OU'.Q(E("‘)

et
./V == @lﬂspm 6U.QI(£;)(M).

L’application A induit une injection p: # — A& qui est définie par une matrice Aa
coefficients dans 6(U;). En restriction a Uy, p est un isomorphisme si bien que det Ac
O(U;) et que (det A)! € 6(U;NUo). Il existe donc m' > m tel que p(det At e
B)(U;). Finalement, cela montre que, pour tout k tel que |kl < p™, pﬁs)('") €
@ B™)(U;)g® . Remarquons que le faisceau GBEQB(;")Q@‘"') est un sous-anneau de
&™) par le méme raisonnement qu’au lemme précédent. Finalement, en procédant

comme au 1.6.4, on voit qu'’il existe m; > m' et ¢ € N tels que, pour tout opérateur
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P de 9™(U;), p°P € &™)(U;). En procédant de méme pour tous les Ui, on peut
choisir m; > m, tel qu'il existe une inclusion §': p°.02§;"’ < &™) telle que la composée
B’ o A soit égale a p° fois l'inclusion de &™) dans £(™)), Par passage aux complétés
B induit une application 3’ ; si ’on pose maintenant 8 = p~°3' et que 'on prend la
limite inductive de toutes ces applications A, on trouve une application 7 qui est une
rétraction de ), ce qui montre que \ est surjective.

Introduisons maintenant la complétée faible de 1’algébre de Weyl :

AN(I{)'f = {ZGLEQLQ[H, ou aix € KetdC > 0,np<1: IGM,_',, < CTIIHHH} .
Lk

3.2.3 Théoréme. Le morphisme de restriction
r: DX, D g(e)) = T (%, Dl g(c))
induit un isomorphisme canonique d’anneauz
T(%, 2% o()) ~ An(K)".

Démonstration. Du fait de I’inclusion @tx,q(oo) — j.@‘_:xyq, le morphisme r est en
fait injectif. On rappelle (cf 2.4.4 de [6])) que

” ot ( ) Zal,hg__ ,Oilal,EGK et HC>0,17<1:|GLEIP<CT]I&I
D(%U, Do q()) = § Lk

et lagily — 0sif] — oo.

Le schéma % étant noethérien, la cohomologie commute & la limite inductive de
sorte que I'(%X, 92, () = lim 1’(.%' (m)) Or on a les égalités : T'(&, &, (’")) =
N(%,8™)Q K et N, é'("‘)) = hm I‘(X,, & )) par passage a la limite projective. Le
module 6""') est un 93("') module hbre de base les 3%, En passant de nouveau a la
limite inductive, on voit que : ['(X;, ™) = @,.I(X;, B™ )6(-)("') Comme le faisceau
.@( ™) est sans p-torsion, il existe une suite exacte : 0 — &™) &, gm) _, é’("') — 0.
Le faisceau (™) étant somme directe de .@& ).modules libres, il est cohomologiquement
trivial sur X, puisque c’est aussi le cas de @3}"’, d’aprés un résultat de Berthelot (cf
Pappendice de [14]). Par passage a la longue suite exacte de cohomologie de la suite
exacte précédente, on en déduit que les é’,-("') sont aussi acycliques sur X et surtout
que I'(X;, &™) = [(X,&M™)/p', pour tout i. Finalement, le module I'( &, &™) est
le séparé complété de I'(X, (™). Soit |.|,p, la norme spectrale sur P’algébre affinoide
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Bg;")q 1l résulte de ces observations I'identité :
N, é’('")) = {Z ayx 213%™ ol ayy € K et vp(agy) — vm([l]) = +oosi |k} + || — +oo}

Soit maintenant P € I'(%%, @txyq(oo)), tel que P s’écrive P = z,kb,kzla“—‘l ; étant
donné la relation : q(k"')! o = g&dm P est dans T( X, & ("')) si et seulement si

vp(bix) — vp(gt™") — vm(ll]) = +oosi k| + I — oo

Des encadrements 1.2.1, on déduit :

il + || |kl
pm+l pm+l (P — 1)

|1} + |&|
p™(p—1)

Il existe donc une constante D indépendante de k et de [ et une constante D,

— Nlog,(Ik{+1) = V=L < up(@f™ +vm(ll) < 1.

indépendante de k, de [ et de m, telles que I’ait 'encadrement suivant :

11} + Ikl 7 + |E]|
pmH m(p—1)

La minoration implique que I'( ¥, &, (m)) est inclus dans An(K)?!, via application 7.

+ D.

+ D < vp(gf™) + vm(|l]) <

Réciproquement, soit P € Anx(K)! tel que P s’écrive

P=3 bg,gzlﬁlﬂ ou |bix| < Cﬁlﬂ+l&l_
Lk

Pour tout triplet (I, k,m), la quantité v,(byx) — v,,(q,(c"‘)!) — Um(]I]) est minorée par

(—log,(n) = 1/p™(p — 1)) (I} + IK}) + D",

ott D" est une constante indépendante de k, [ et de m. Choisissons m tel que —log,, 7 >

1/p™(p—1), alors P € T(¥X, & ('")), ce qui achéve la démonstration de la proposition.

3.3 Modules cohérents sur 1’algébre de Weyl.

En vue de 1’équivalence de catégories entre les @tx'q(oo)-modules cohérents et les
An(K)t-modules cohérents, il nous faut encore montrer essentiellement que AN(K)t est
bien une algtbre cohérente (résultat annoncé indépendamment par Mebkhout [18]) et
surtout que le faisceau @tx'q(oo) est plat & droite et & gauche sur Ay(K)!. En réalité,
grice 4 4.3.10 de [6], il suffit d’établir que I'(%, @tx-'q(oo)) est un Ax(K)-module plat

A droite et & gauche pour obtenir ce résultat. Nous suivons alors la méme démarche
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que Berthelot dans 4.3.5 de [6], les problémes apparaissant étant surtout techniques.
Nous emploierons la filtration de Ay(K)! qui est donnée par les T (&, 38")), mais, pour
des raisons pratiques, nous ne prendrons pas N% ,g("')) comme modele entier, mais

considérerons le complété C™) d’un B&"‘)-module libre noté C(™,

3.3.1 Description d’un modztle entier de 6’('") Soit C(™) le sous-V-module libre
de I'(%,, 9("') ) de base les p*~W gl B Op introduit C™ son complété p-adique.

3.3.1.1 Lemme. Le sous-module C'™) est une sous-V-algébre de ['(X, &™) telle que

l’on a un isomorphisme canonique : C’&m) ~ (X, é"g")).

Démonstration. L’inclusion de C™ dans I'(X, £(™)) provient de Pinégalité : v, () >
vm(|l]), conséquence des propriétés vues en 3.1.1.1. Pour voir que C™) est un sous-
anneau de I'(X, &), il suffit d’établir que

PV"'(DEL Q(E)(m) . pl'm(l')zl' Q(k_’)(m) e om,

Mais le produit z! & . gl §E)m est dans (U, .@ )), de sorte que ’assertion résulte
encore de ce que V(1) + vm (') = v (1 + ).

L'inclusion de C™ dans I'(X, 6) induit une inclusion entre les complétés P
adiques C'( ™ o N(%,é (m)) On renvoie a 3.2.3 pour une description de I'(%, &, (m))

Comme le V-module C™) est libre, on dispose de la description suivante de Cg") :

) Y a2 d%m | on ax € K et vy(l,k) — vm(l) = +oosi|l| - +o0
CaV =4¢ Lk
Q -t

et laul, — 0si|l] + |k — +oo.

Rappelons de plus les inégalités :

H 12

g S vl =SS5+ N
et l

p—l{—l < wlll) < ,,,I..L'H-

On en tire que |vm(]l]) = vm(l)] < N, ce qui montre que (:'(Qm) est isomorphe i
I(Z,&5Y).
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3.3.2 Propriétés de finitude. Introduisons encore :
C"™ = T(Uo, 27") = {@1xV 2t 3¥ ™}

et O™ = (@, V pmr Ot gBm},

et fixons désormais m. On notera alors C = ctm C, =C'™ et C, = C"™) . Pour
i€ {0,...,N}, on pose :

Dal — {@l kVpy""“(ll""'li)+vm(li+l""'IN)QLQ(E)(’")}

D; - {@Lkvme(liq.n---JN)gLQ(k)(m)}

Comme en 3.3.1.1, on montre que les D: sont des sous-anneaux et on en déduit le

lemme suivant.

3.3.2.1 Lemme. Pour ¢ € {1,2}, on a une suite croissante de C-algebres :

C=D°cD!c...cDN'cCC.

Introduisons maintenant :
T:;‘ 1 e {e,v . me+l(ll1"-vli)+um(ll'+lo--'le)£L} et T:;‘ 2 _ {@IV . pum(li-f-lv--'le)gL}.
3.3.2.2 Lemme. (i) Les V-algebres Ty, , et Ty, ; sont noethériennes.
(ii) Les algébres Ct™ et C'(™) sont noethériennes d gauche et a droite.

(iii) Pour toute € 1,2 et touti € {1,... , N}, l’algébre D est noethérienne d droite et
d gauche. En outre l'algébre graduée pour la filtration par Uordre des opérateurs

différentiels gr, (D:/pD:), est une algebre commutative noethérienne.

Démonstration. Par définition, on a 1'égalité : vm(k) = X, vm(k:), de sorte que

i = ®{B§(":+l) N, Bg(":), avec X; = PL. Comme I’algebre B&";’ est une V-algébre
de type fini, c’est aussi le cas de T,‘;"l qui est donc noethérienne. La démonstration est
analogue pour ¢ = 2.

L'assertion (i) est un cas particulier de (jii). Pour montrer (iii), introduisons le
gradué de D! pour la filtration par I'ordre des opérateurs différentiels. Alors, I'algébre
gr.Di est une T}, -algébre engendrée par les classes dans le gradué des A ™ bour
re{l,...,N} et 1 <k < p™ d’apres 2.2.5 de [6]. Modulo p, on trouve naturellement

les mémes générateurs. On en déduit que D: est noethérienne.
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3.3.3 Lemmes de platitude.
3.3.3.1 Proposition. (i) L’algébre C'gm) est plate a droite et a gauche sur C‘&m).
(ii) L’algébre (:’a(m) est plate a droite et d gauche sur C(’").

Démonstration. Compte tenu de la filtration par les D}, introduite en 3.3.2. 1, il suffit
de montrer que f);Q est plat a droite et & gauche sur D' ,Q pour tout 2 € {1,... N}.

Fixons désormais ¢, pour € € {1,2}, on introduit :
A = D 4 D5,

Remarquons que A} est un anneau : il suffit pour cela de vérifier que D"1 DiC Al et
que D: . D" C Al Soient (@, R) € D"l x D;. 1l existe un entier s tel que p*R € D1,
De plus, il existe (T, S) € Di-' x D; -1 tels que @ = T + p°S ; donc on a I’égalité :
Q-R=T.R+p'S-R€ A’ . De méme, R - Q est dans A
Il existe un morphisme canonique : ¢: Di/p*Di — Af/p*Ai. Vérifions que ¢ est

surjectif. SiP=Q + R,avecQ € Di-' et R € Di, Q sécrit U +p*V,ou U € Di-1 e
Ve D"l Finalement, la classe de Q dans A! est égale & (R + U) puisque p"D“1

p*Al. De plus, soit P ¢ Di, tel que ¢(P) € p*Ai. Décomposons P en P = P*(T + R)
ou (T,R) € D"l x Di. Pour € = 2, introduisons TiLk, et pii les coefficients de R et de

P respectivement dans la base des p#m+1 (1t} +vm{lisa,. W) gl 3B Ecrivons

T - E tl Epymi'l (llr'"’li—l)+Vm(liv---7’N)£LQ(ﬁ)(m).
Lk
Comme P = p*(T + R), la famille des t1 est presque nulle et T € D}, donc P € p* D,
La démonstration est identique pour £ = 1.

Finalement, il existe un isomorphisme entre les complétés p-adiques : ﬁ; ~ fi‘ De
plus, si P € D}, il existe s € N tel que p’P € f)"" Cela nous dit que 1‘);‘5 = ',Q
Pour montrer que D' Q= Al e.q st plat sur D eQ = A,Q, il suffit donc de montrer que
A? est noethérien, d’apres les théorémes généraux sur les complétés des anneaux non
commutatifs noethériens mentionnés en 3.2 de [6] ; cela va résulter des deux sous-sections

qui suivent.

Introduisons les filtrations suivantes sur Al

Poure=1,F} = Ep”"'“(')zf- D, pour tout s € N,
i<s
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pour € = 2, F3 = Szl DI,
I<s
3.3.3.2 Lemme. Pour tout € € {1,2} et pour tout entier s, F; est un bi‘l -module a

gauche.

Démonstration. Traitons par exemple le cas ou € = 1. Nous avons alors la relation :

I D b F S

P4t'= k

On en déduit que 8% (F3) C F4 et donc que Di~! . F§ c F4. Or F} est p-adiquement
complet car c’est un module  droite de type fini sur Di™! qui est un anneau noethérien
complet d’aprés 3.3.2.2; par passage aux complétés, on voit que Di-' . F* Cc F}. On

procede de fagon analogue si € = 2.
3.3.3.3 Corollaire. Pour tout & € {1,2}, l'anneau A} est un anneau noethérien.

Démonstration. Comme F; est un Di-1-module & gauche, on a linclusion suivante :
F2.Ft C F2*. De plus, F{ est égal a Di-' et U, F? & Al. Remarquons encore que :
p-pmt1 (gt = prmn)zi™ (pz;) € Fi~* et que pz} = 2§~ (pzi) € F2~!. Finalement, pour
tout € € {1,2} et tout s > 0, les modules grit(A!) sont annulés par p. Considérons la

suite exacte :
0 — pgry(AL) — gri(Al) — gri(AL)/peri(4L) — 0.

L’idéal pgri-(A:) s'identifie & Di=1 et la structure de gr}(A¢)-module est induite par la
structure de Di~!-module de Di. En particulier, comme gri-(Al)-module & gauche et a
droite, pgr$-(A:) est noethérien.
Il existe en outre un isomorphisme canonique :
gri(AD) /pery(4D) ~ D' /p© D FT/FL.
220
Notons B cet anneau. On dispose sur B d’une filtration par l'ordre des opérateurs

différentiels. Nous P’expliciterons pour € = 2 ; pour £ = 1, il suffira de remplacer r7 par

pm+1() 2 dans les formules. On dispose d’une application

A: Di'pDi' — Fi[FT
R+~ IR
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Cette application est surjective. En effet, soit P € F}, il existe Q € D{'l tel que, modulo
FY™%, P soit égal & 27*'Q. Or, il existe (T, R) € Di™' xDi™! tel que Q = R+pT. Modulo
Fy~!, P est donc égal 4 z?R. Dou la surjectivité de A,. Notons Fil; la filtration par
Pordre des opérateurs différentiels sur Di~!/p Di™!. Posons Gy = )\, (Fily (D! [pDi7Y)
et introduisons la filtration analogue G2* sur F2/F*~1, pour ¢ = 2.

. . . ¢ '
Ces filtrations G;* sont exhaustives, croissantes et G2*-G** C G****. On pose enfin

_ 8t
G, = @; G",

qui est croissante, exhaustive, et telle que Gt - Gt c G¥+'". 1l ne reste finalement plus
qu’a montrer le lemme suivant pour conclure.
Lemme. Pour ¢ € {1,2}, algébre grg(grpAl) est noethérienne.

Démontrons ce lemme. Posons A} = gr&gry A ; c’est une A’-algébre commutative
ol A} = grg (Di~'/pDi~") est une algébre noethérienne d’aprés 3.3.2.2. En effet, soient
(P,Q) € G* x G2'*. Tl existe (R, S) € Di~* x Di-1, tels que P = ziRet Q =z}S. De
plus, R et S sont des opérateurs d’ordre £ et ' respectivement dans Di~! /pDi-!. Alors,
PQ—-QP = z$+"(RS — SR)mod F:+*'~1, L’opérateur RS — SR est d’ordre ¢ +t -1,
donc [P, Q] = 0 dans Af, ce qui montre que A’ est commutative. En outre, Al est

bigraduée car

AL = omb(D (pDI) D Gt /Gi .

8t
Soit maintenant f € A:, tel que f € F? ; sa classe modulo F27!, puis modulo G**~1
sera notée (f),;.

Fixons € = 1, et soit A la sous-A”-algébre de A} engendrée par les éléments :

m+2

{(p2i)10- - (P2 Ypmaa o}

Tout élément de G7* s’écrit (p*m+()z?), o R, ot R € A”. Pour montrer que A coincide
avec A, il suffit donc de voir que (pm+1()zf), 4 € A, ce quon peut voir par récurrence

sur S, étant donné la formule :
(Pym“(')x: )so = (py,,,“(._pmﬂ)z: - Jo—pmi2,0 - (p"’pm.“2 Jpm+2 0.

De méme, I'algébre A} est la Aj-algébre engendrée par (z;)y 0.
La conclusion est donc que, pour € € {1,2}, A} est une Ali-algébre de type fini, donc
noethérienne. Par suite, ’algébre gry(A!) est noethérienne, ainsi que Ai ce qui achéve

la démonstration du lemme de platitude.
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3.3.3.4 Lemme. L’algebre C’&mﬂ) est plate a droite et @ gauche sur C’g’").

Démonstration. On procede comme pour la démonstration du théoréme 3.5.3 de [6].
Introduisons le sous-anneau de G+ Rm = &'(m) 4 Ctn+)) .+ soit P € CHD ]
existe s € N tel que p*P soit dans C(™) de sorte que R(™ est un anneau. En outre,

tout élément de C'™ s’écrit d’une unique fagon :

P — Z aj !sp"mi-l(m)gLQ(h)(m) .
Lk

On montre alors, comme dans 3.5.3 de [6], que les complétés Rt et C(m+1) sont
isomorphes. De plus, on voit facilement que les localisés f{g‘) et C’gm) sont isomorphes,
ce qui nous ramene a montrer que R(™) est noethérien a droite et & gauche. On se
contentera de montrer que R(™ est noethérien & gauche. La remarque décisive de la

démonstration du théoréme 3.5.3 de [6] est aussi valable dans le cas des coefficients de
T{*+Y). En effet, pour tout b € T{™*Y on a dans C™*V) :

m+1 m+1 m+1
CARLEIDY 6i)$““%w®ﬁ-

.'<pm+l

En outre, d’aprés 2.2.5 de [6], R™™ est engendré comme C'(™)-module par les éléments
m k m+1\ kK
(™)., (88"
Ajoutons que si P € C'™) . on a la relation :

m+1\ K Al (m m417\
(&™) Pl ey e (™)'
i<k
Le reste de la démonstration est alors tout & fait identique & la fin de celle du théoreme
3.5.3 de [6).

3.3.3.5 Corollaire. (i} L’algébre é’g"“’ est plate a droite et ¢ gauche sur C'g" ),
(i) L’algébre An(K)! est une K-algébre cohérente.

Démonstration. L’assertion (i) découle de 3.3.3 et de 3.3.3.4. D’autre part An(K €=
lim CE, ot les (:”8") sont des algébres noethériennes d’aprés 3.3.2.2. Le passage de (1)

A (ii) est alors standard.

3.3.3.6 Corollaire. (i) Llalgébre T(%, DT (w)) est une C§-algébre plate d

droite et a gauche.
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(i) L’algébre T(U, DYy q(=)) est une An(K)t-algébre plate @ droite et & gauche.

(iit) Pour tout ouvert affine ¥V de &, I'(¥, QQ,Q(oo)) est une An(K)t-algébre plate a

droite et d gauche.

Démonstration. L’assertion (i) a déja été montrée en 3.3.3 et (ii) en résulte par passage

a la limite inductive. D’apres 4.3.11 de [6], I’application
(v, 2% Q@) = T(U%7, P! a,q())

est fidelement plate. De plus, d’aprés 3.3.4 de [6], le morphisme : ['(%, 2%, Q) =
r(unv, 9,: .q(x)) est plat a droite et & gauche. On en déduit finalement que le
morphisme Ay(K)t — T'(¥, gx’q(oo)) est plat a droite et & gauche.

3.3.4 Equivalence de catégories.

3.3.4.1 Proposition. (i) Sur &, tout .@(m)®@g;"'),a-module cohérent admet une
résolution par des .@(m)®@gf",)q-modules libres.

(it) Tout @'&,Q(oo)-module cohérent admet une résolution par des @T,;’Q(oo)-modules

libres.

Démonstration. Montrons (i) : il suffit de voir que tout .@(m)é@g’r"‘g-module cohérent
M s’écrit comme quotient d’un .éa('")@@g}"’)q-module libre. D’apreés 2.3.5, il existe une

surjection .@(m)®@g§?¢linéa&re :
éB(m)®@g’}2(—r)“ — M.

L’homomorphisme canonique .@(m) (—r) %( a,q st un isomorphisme sur D, (uo),
donc un isomorphisme sur &, et induit un isomorphisme
BGHT(~r) = FGHEY,

Le raisonnement est analogue si r > 0 et cela montre (i). Montrons (ii) : 1A encore,
il suffit de montrer que tout @&’Q(oo)-module cohérent .# est quotient d’ixn @Tz-'q(oo)-
module libre. Or, d’apres 3.6.2 de [6], il existe un m € N et un Q(m)égg:"’)q-module

cohérent tel que & soit isomorphe &

Dl o) ®é:<m)@@<;)q H.
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D’aprés (i), il existe une surjection .@(m)®@(§,)q-linéaire (éa('")®@(g,g)“ — A. En

tensorisant par @L:’Q(co), on obtient une surjection @L;'Q(oo)-linéaire
@fx'q(m)“ — A
comme cherchée, d’oui la proposition.

3.3.4.2 Corollaire. Soit A un @;'Q(w)-module cohérent, alors I'(X, #) est un
An(K)t-module cohérent.

Démonstration. D’apres la proposition précédente, .4 admet une résolution par des
@L;'Q(oo)-modules libres de type fini : £,. CommeTI est exact sur les @&’Q(oo)-modules
cohérents d’apres 2.3.5, cela donne une résolution de I'( X, #) par des An(K)!-modules

libres. D’ou 1’assertion.

3.3.4.3 Foncteur ¢. Soit M un Ay(K)!-module. On note 1(M) le préfaisceau sur
% qui a un ouvert % associe @’&;'Q(m)(% ) ®ax(k)t M. On note p(M) le faisceau sur
% associé A ce préfaisceau 1. Il est immédiat que si M est un module cohérent, ¢( M)

est un @T,:'Q(oo)-module cohérent.

3.3.4.4 Théoreme. (i) Les foncteurs ¢ et T sont ezacts et induisent une
équivalence de catégories entre les @tx’q(oo)-modules cohérents et les An(K)!-

modules cohérents.

(ii)) Les foncteurs ¢ et RI induisent une ¢Equivalence de catégories entre
(Pl q(=)) et D (An(K)T).

Démonstration. Montrons d’abord (i). L’exactitude de I' provient de 2.3.5. Soient
A un @:‘x'q(oo)-module cohérent e¢ M un An(K)'-module cohérent. Il existe des
homomorphismes canoniques u : M = Top(M) et A: oo I(X, #) — M. Soit Z,
une résolution de .4 par des Qg'q(co)-modules libres de type fini. Alors, le complexe
['(%,<.) est une résolution libre de (X, .#). Pour tout ouvert % de X, le An(K)'-
module @tx-'q(oo)(% ) est plat & droite et & gauche d’apres 3.3.3.6, de sorte que 'on a un
complexe exact de préfaisceaux : ¥ o (X, %,) = Y o ['(X, M) — 0. En passant aux
faisceaux associés, on voit que l’on obtient un complexe exact de faisceaux, d’olt ’on

déduit un diagramme commutatif de résolutions
po(X,%,) — @ol(X,#) — 0
LN 1A
Z. — M - 0.
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Comme ) est un isomorphisme de complexes, on en déduit que A est un isomorphisme.

Réciproquement : soit M un Ay(K)!-module cohérent. Il existe un homomor-
phisme canonique y: M — T(Z,p(M)). Prenons une résolution libre L, de M.
Comme th,q(oo)("?l ) est plat comme An(K)'-module, il existe un complexe exact de
préfaisceaux (L,) — ¢(M) — 0 ; d’ou en passant aux faisceaux associés un complexe
exact p(L.) = p(M) — 0. Par exactitude de T, on en déduit un diagramme commutatif

de résolutions :
L, — M - 0

L Lu
N(X,¢(L)) — T(X,p(M)) — 0
Comme p’ est un isomorphisme, on en déduit que 4 est un isomorphisme. On a montré
au passage que ¢ est exact. D’ou le (i).

Comme I et ¢ préservent la cohérence, on en déduit des morphismes ) et p des
morphismes dans les catégories dérivées M — RT op(M) et po RI(X, A ) — A, pour
Me D, (AN(K)) et A € D;h(@txyq(oo). Par dévissage, il suffit alors de montrer que
ce sont des isomorphismes dans le cas de modules cohérents placés en degré zéro M et

M, ce qui nous ramene au (i) et achéve la démonstration du théoreme.
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Chapitre 4

Transformation de Fourier des

@L‘,’Q(oo)-modules.

Nous commencons dans ce chapitre par donner une construction d’une désingularisation
du crochet de dualité. Cela nous permet de construire le transformation de Fourier
géométrique proprement dite & qui a un 9‘;’-@ (c0)-module cohérent associe un @;y,q(oo)-
module si & et & sont deux espaces projectifs duaux. Le théoréme de compa-
raison avec la transformation de Fourier naive est basé sur un calcul explicite pour
9&'Q(oo). La principale difficulté technique consiste & montrer que le complexe qui
calcule & (@&’Q(oo))[2 — N] est acyclique en degrés strictement négatifs, ce qui repose
sur un lemme de division. Ceci implique & la fois le théoreme de comparaison dans le
cas d’un module cohérent quelconque ainsi que le fait que & préserve la cohérence.

Le théoréeme de comparaison avec la transformation de Fourier & support compact &
repose aussi sur un calcul de .%(QJ_(,;'Q(@)), calcul qui nécessite le théoréme de dualité
globale (cf 5.6.2 de [19].)

4.1 Désingularisation du crochet de dualité.

4.1.1 Désingularisation sur Z. Soient S = SpecZ, X = P¥, Y = P¥ deux espaces
projectifs duaux dont les coordonnées projectives sont [ug,...,un] et [vo,...,vn]. On
identifie les ouverts Up = Dy(uo) et Vo = D,(ve) & deux espaces duaux dont les
coordonnées sont z; = u;/uo et y; = v;/vo respectivement et Z = X x Y. Les ouverts
D4 (u;) et Dy(v;) seront notés U; et V; ; Pouvert U; x V; sera noté W;; tandis que W
servira a désigner I’ouvert Wy .

Considérons I’espace projectif de dimension 1, T = PL, muni des coordonnées [u, v].
Soit U I'ouvert D, (u) qu’on identifie & 'espace affine de dimension 1 et dont on note la

coordonnée ¢ = v/u. On dispose du crochet de dualité :

<, > W —- U

LTy — t

75
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4.1.1.1 Proposition. Il eziste un Z-schéma Z, obtenu par éclatements a partir de
Z, tel que, si l'on note ¢: Z2-572Z:

(i) L’application £ induit un isomorphisme §~'(W) ~ W (on identifie alors W et
(W)

(ii) Le schéma Z est projectif et lisse sur S.

(i) Il existe un morphisme A qui fait commuter le diagramme :

zZ AT
U U
w <3 U

Démonstration. Commencons par traiter le cas N = 1, qui est le plus simple. En
dehors de 0 x oo et de oo x 0, A se prolonge. En effet, c’est évident sur W. Sur Wy, on
définit un tel prolongement par : (u/v) — (uo/u1)(vo/v1). Soit Z Véclaté de Z le long
du sous-schéma 0 x oco|Joo x 0. Comme ce sous-schéma est lisse, 7 est lisse sur S. De
plus, sur Wy ,, Z est le sous-schéma fermé de P%Vo'1 défini par ’équation

1731 Vo
— 3” - __tll
Uo "

b

ou [s”,t"] sont les coordonnés projectives relatives sur P}y, .
Sur Wi, Z est le sous-schéma de P}y, , défini par I’équation
n , Ug
—e = —
Vo Uy

t,
ou [s’,t] sont les coordonnées relatives sur P}, . On prolonge A de la fagon suivante :

v  uyv, t'

n . —_—
sur Wo,1 X D+(8 ) : ; = ;;v—o = 3
M u 3”
sur Wo1 x D4 (t") v
, v
sur Wo'l X D+(8) ; Land ;1
u s
sur Woq1 x Dy (¥ - —.
o1 X Dy(t) : =+

Il est clair que ce prolongement convient.

En général, le sous-schéma d’équations Z:,-N=l u;v; = 0 et ugvp = 0 n’est pas lisse, ce
qui nous oblige & procéder différemment. Soit D; le sous-schéma de Z d’équations locales

sur Wi, ((k,1) € (N‘)z) : (uo/ux) =0, (vo/vr) =0et h = Zf\;l(u;/uk)(v,-/w) =0.
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4.1.1.2 Lemme. D, est lisse sur S.

Démonstration. Calculons la matrice jacobienne des équations du diviseur en fonction
des coordonnées (u;/u) et (vi/v;) :

g u3 Y uy v v Yk N
ug Ug Ug Up Y LY v u
9 (gg) 1 0 0 0 0 0 0 0
9 (!}) 0 0 0 0 1 0 0 0
ak) o0 = 1 wog 1 w,

Si k # I, cette matrice est derang 3. Sik =1, h =1+ Tizk(ui/ur)(vi/vi) et en un
point de Dy, il existe ¢ & {0,k} tel que (u;/ut)(vi/v;) # 0 et la matrice considérée est
aussi de rang 3. Le critére jacobien implique que D; est lisse.

Soit Z; le schéma éclaté de Z le long de D, ; d’apres le lemme, Z; est lisse au-dessus
de S ; notons [wp,w:,w;] les coordonnées projectives relatives de P%V,,', au-dessus de

Wi,i. Au-dessus de Wy, Z; est le sous-schéma de P%V“ défini par les équations :

U)oh = 'UJQ(‘UQ/’U,],)
‘U)o(vo/'vl) = wl(Uo/Uk)
wlh = ‘U)g(vo/vl).

Soient k', k' € {1,..., N}, on pose A’ = h(ur/u)(vi/ve). Au dessus de Wi v le schéma
Z, est défini par les équations :

wph' = why(uo/uw)
w{,(vo/vp) = wi(uo/uk:)
wy b’ = wj(ve/vr),

ol bien sir, [wp, w}, w)] sont les coordonnées projectives relatives. L’isomorphisme de
recollement au-dessus de W} Wi i est donné par :

we = wouw [ui)
w = wy (vr /v1)
wy = wy(up/u)(vv/v).

En particulier, le sous-schéma D, de Z; défini au-dessus de Wi, par les équations :
sur Dy (wo) : (wa/wo) = 0 et (uo/ux) =0,

sur Dy (w1) : (wz2/w1) = 0 et (vo/vi) =0,
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est globalement défini sur Z,.

4.1.1.3 Lemme. Le sous-schéma D, est lisse au-dessus de S.

Au-dessus de Wy, dans P%V” N D+ (wo), le sous-schéma D, est défini par les équations
h =0, (vo/ui) = 0, (w1/wo)h =0, (wz/wo) = 0et (uo/ui) =0,

soit encore :

h =0, (vo/vi) = 0, (uo/us) = 0 et (wa/wo) =0.
Au-dessus de Wy, dans P%VN N D4 (wy), le schéma D, est défini par les équations :
(uo/ux) = 0, (vofvi) =0, (wz/w1) =0eth =0.

Tl résulte alors d’un calcul analogue i celui du lemme précédent que D; est lisse.
Soit maintenant Z, ’éclatement de Z; le long du sous-schéma D,. Soient V§ =
Dy (wo) N2y et Vi = Dy(w1) N Z1, [0, 10] €t [s1,%] les coordonnées projectives relatives

de P%,é et de P%,l.. Dans P%,o,, Z, est défini par 1’équation :
(uo/uk)so = (w2/wo)to.
Dans P%,l,, Z, est défini par I’équation :
(vo/vi)s1 = (wz/wy)ty.
Les isomorphismes de recollement au-dessus de V5 V{ sont donnés par :
s0 = (w1/wo)sy et to = (wo/wr)ts.

On considére maintenant Ds le sous-schéma de Z; réunion de deux sous-schémas disjoints

définis par les équations :
sur Dy (wo) N D4 (to) : (s0/to) = (wr/wo) =0,
sur Dy (w1) N Dy (t1) : (s1/t1) = (wo/wn) = 0.
4.1.1.4 Lemme. Le sous-schéma D3 est lisse sur S.

Démonstration. Au-dessus de V!, Dj est défini par : (w;/wo) = 0 et (w1/wo) =0, qui
est lisse au-dessus de V/ et donc au-dessus de S. Au-dessus de V{, Ds est défini par :

(wz/wy) =0 et (wo/w1) =0, qui est aussi lisse au-dessus de V; et donc au-dessus de S.
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Soient Z3 I’éclaté de Z; au-dessus de Dj, Wy = ZaN Dy(wo), Wi = Z2N Dy (wn),
[00, To] les coordonnées projectives relatives de P2 w; et [o1, 71] les coordonnees projectives
relatives de P2 D’apres le lemme précédent, Z3 est lisse au-dessus de S. Dans Pw,,
Z3 sera noté T, et Z3 est défini par ’équation :

To(wy [wo) = UO(SO/tO)-

Dans Pe"{’ Z3 sera noté T et est défini par ’équation :

Tl(wo/wl) = 0’1(31/t1)-

Bien entendu, Z;3 est isomorphe a Z; sur W wi.
Explicitons maintenant le prolongement du crochet de dualité. Nous résumons la
situation dans le tableau ci-dessous. Entre parentheses, a c6té des schémas intervevant,

nous indiquerons les équations qui les caractérisent (sans préciser dans quoi).

ZS : TO (%TO = %g-a'o) U Tl (%Tl = %}0‘1)
! !

Zg . W(; (52'80 = %to) U W’ (20.31 = utl)
! !

‘LDoh = ‘wg%:-:-
Z Vo U 14 U Di(w2)NZ; woit = wn 2
wlh = wgtﬁ'
!
Wi,

Vérifions d’abord que les morphismes canoniques fi 1 Z; — Z identifient f7Y(W) a
W. Pour cela, il suffit de vérifier qu’on éclate toujours en dehors de l'ouvert W. Il
est évident que D, et D; sont disjoints de cet ouvert. Pour D3N Dy (wo) N Dy(to), cela
résulte de ce que si (so/to) = (w1/wo) = 0, alors (vo/v;) = (wnr/wo)(uo/ur) = 0. Pour
D3N D4+ (w1) N Dy (t1), si (s1/t1) et (wo/w,) sont nuls, alors (uo/us) est nul. Finalement
Ds est disjoint de I'ouvert f;(W) et f3 induit un isomorphisme : Y W)~ W.

Supposons maintenant construits des prolongements \x,; de <,> sur tout W;;. Par
construction, les applications Ak et A p coincident sur W. Comme le schéma Z3 est
integre et que P} est séparé, les applications Ay et Age v coincident sur f571 (Wi, Wi ).
On peut donc se contenter d’expliciter un prolongement A de <, > sur les W;,.

Notons ko = TN, (ui/uo)(vi/vo) € 6z(W). On rappelle que <,> correspond du
point de vue des coordonnées & (v/u) ++ ho. On pose :
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sur Dy (w;) : (u/v) — (wo/wa)(vo/vr),

sur D+(w0),

sur Dy (so0) : (u/v) = (to/s0)(w1/wo),
sur D, (to),
sur Dy(70) : (u/v) — (00/T0),
sur Dy (00) : (v/u) — (70/0),

sur Dy (wy),

sur Dy(s1) : (u/v) = (t1/51)(wo/wr),
sur Dy (t1),
sur Dy () : (u/v) = (o1/71),
sur Dy (1) : (v/u) = (11/o1)-

On vérifie facilement que A convient.

4.1.2 Désingularisation du crochet de dualité dans le cas formel. On se
place maintenant sur & = SpfV, ou V est un anneau de valuation discréte complet
d’inégales caractéristiques (0,p) et d’uniformisante 7. Les hypothéses sont les mémes
que celles de la sous-section précédente, en considérant cette fois deux espaces projectifs
formels duaux de dimension N. Nous reprendrons en particulier les mémes notations
que précédemment, les schémas formels étant notés avec une lettre cursive, au lieu de

droite.

4.1.2.1 Proposition. Il eziste un -schéma formel %, projectif et lisse sur &, muni

d’un morphisme f : ¥ — 2%, tel que :
(i) f induit un isomorphisme : f~1 (W)~ W,

(i) il eziste A\ : ¥ — T, qui fasse commuter le diagramme :

¥ - g
U U
w3 Y,
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Démonstration. Par changement de base a partir de 4.1.1.1, on déduit des schémas

Z; = Z xs Spec(V/n'V) projectifs et lisses sur Spec(V/7'V), tels qu’il existe un pro-

longement A; du crochet de dualité. On pose alors : & = lim Z;, et A = lim A;, qui
-1 nd}

conviennent.

4.2 Transformation de Fourier géométrique.

Soient 7 € Q, une racine de I’équation 77~! = —p, K = Q,[r], V I'anneau des
entiers de K. C’est un anneau de valuation discréte complet, d’uniformisante 7 et
d’indice de ramification p — 1. Notons S = SpecV, ¥ = IA’{‘,' et ¥ = PY deux espaces
projectifs duaux, et £ = X x ¥. Les coordonnées projectives sur & et sur % seront
respectivement notées [uo,...,un] et [vo,...,vn]. Pour 1 < i < N, on introduit en
outre r; = u;/uo et y; = v;/vo. On identifie par ce choix de coordonnées les ouverts
U = Dy(uo) et ¥ = Dy(vo) a Pespace affine formel A et a l'espace affine dual.
Notons encore %; = Dy (w;), ¥; = Dy(v;) et W = Uy x Vo — .

Soit T = 13{, ou les coordonnées projectives sont [u,v]. On identifie 'ouvert % =
D4 (u)a A} en choisissant ¢ = v /u comme coordonnée sur %. Soit T, U, la réduction de
la situation modulo p et D le diviseur complémentaire de T\U. On dispose de I'isocristal
de Dwork L., qui est surconvergent sur T le long de D , et dont la connexion est définie
sur % par V(f) = df /dt — = f. D’apres 4.1.2.1, on dispose en outre de I’éclatement & et
d’un morphisme f : # — % qui induit un isomorphisme f~1(#) ~ . De plus, 2\ ¥
est un diviseur de % et il existe un prolongement du crochet de dualité \ : & — .

Sur X, ¥, % Fet T, on introdu\it les faisceaux d’opérateurs différentiels a singu-
larités surconvergentes le long des diviseurs d’équation respective : ug = 0 sur & ,Uo=0
sur ¥, ugug = 0 sur % et sur & , =0 sur . Tous ces diviseurs seront notés avec un
co. On rappelle que f, et f' induisent une équivalence de catégories entre les E’Z‘;,,Q(oo)-
modules cohérents et les Qg'q(co)-modules cohérents (cf 1.6.5.3). D’apres le théoréeme
4.4.12 de [6], le faisceau &, = sp,(L,) est un @L'Q(m)-module a gauche cohérent, dont
le .@tg'q-module sous-jacent est isomorphe & .@L'Q (le morphisme sp, est le morphisme
de spécialisation de Jk, la fibre générique de F, vers J). On supposera, en suivant les
conventions de la partie 7 de [15] que c’est un complexe placé en degré +1. Le complexe
A%, est donc réduit & un faisceau placé en degré 2 — 2N, qui est un @}!,Q(oo)-module
cohérent d’aprés 1.5.4, correspondant en fait a l'isocristal image inverse de &, via le
morphisme de spécialisation. Par abus de notation le complexe f,\'%, sera de nouveau

noté \'%, : c’est un .@L’Q-module cohérent isomorphe a ‘%;,Q’ placé en degré 2 — 2N,
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et dont la structure de @}, o(e)-module est donnée sur # par :
zQ

O  f = g—l{;.'—ry'f
Oy  f = %—mt.f

Soit maintenant A un @L'Q(oo)-module cohérent. On renvoie a (7] pour I’existence

d’une structure de @&'Q(oo)-module sur le produit tensoriel \'Z, Qal, a N et pour le

fait que le module obtenu est un QL'Q(oo)-module cohérent. Observons enfin toujours

selon [7], qu’il existe un isomorphisme de @;'Q(oo)-modules :
Dy q() Ogy, N Lr 2 NLr Bgqy Dl (=),

ot le premier module est muni de la structure induite et ol le deuxieme est munie de
la structure tordue. Bien entendu tous ces résultats sont valables aussi sur ¥,
Toujours en suivant les conventions de la partie 7 de [15], si A et A sont deux

complexes de Dgoh(@tqu(oo)), on notera :
5 L
Jﬂ@at’,qﬂ = Jﬂ ®at,'q -/V [—dg].

Nous aurons besoin de travailler avec la version algébrique sur S = SpecV de tous
ces schémas formels : nous remplacerons les notations en lettres cursives par les mémes
en lettres droites.

Soit maintenant le diagramme commutatif : (ou par définition £, = p1 o feté=

paof): )
¥ A g
& l! &
54
1 P2
7 N
x ¥

N\ '
&.

Définition. Soit # € D,,(2' q(w)). On pose
F(M) = oy (»g,@,; Qf{dt) ,

qui est un way-out foncteur au sens de [12].
Le complexe F(#) est le tranformé de Fourier de 4.
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4.2.1 Simplification du calcul de F(#). On indique ici comment ramener le cal-

cul de F(#) & un calcul sur Z, en utilisant le résultat d’invariance birationnelle 1.6.5.3.

4.2.1.1 Proposition. Soit A4 € Dgo,.(@;,q(w)), alors il eziste un isomorphisme

canonique de complezes de @L,,Q(oo)-modules a gauche :
b (NLbgy ) =y (FiN L. Pk
#q Q

Démonstration. Tout d’abord, le .%L.'Q-module sous-jacent & fy\'%Z, est isomorphe
a .@L_-'Q. Ensuite, compte tenu du théoréme de composition des morphismes propres de
[7), €24 = pa4 © f4. D’apres le théoréme de composition des images inverses, appliqué &
A qui est un Qf,;'q(oo)-modules cohérent, {4 = f' o p\.#4. Finalement, p, étant lisse,
piA € .Dzoh(@;-’q(oo)) et nous sommes ramenés & montrer que si A € D:oh(@qu(co)),

il existe un isomorphisme canonique :
tep & ~ NP S
f+(A .Z’,@a:_"q.ﬁ’) ~ fiA 2’,®3;’Qf+./$’.

Rappelons alors que A ~ f, f'.¥, de sorte finalement que le résultat provient d’une
formule analogue au lemme 9.9 de [9] (qu’on vérifie aisément par passage a la limite a

partir d’un niveau fini.)

4.3 Comparaison avec la transformation de Fourier naive.
4.3.1 Fourier naif. Considérons
An(K)t = {E aMQ:_LQLH, ouay; € Ket3C > 0,7 < 1: |agglp < Cnm”ﬂ} .
Lk
On rappelle que I'on a établi en 3.2.3 que Ay(K)! s’identifie & N, @L:'Q(oo)).
Cette algebre est munie d’une involution F définie de la fagon suivante :
F(0:,) = n=z;
F(:L‘.') = _a-‘l-'-'/ﬂ',
pour tout i € {1,...,N}.
Définition. Soit M € D%, (An(K)!). On pose F(M) = AN(K)'® 4y (i)t M ol An(K)!

est considéré comme un Ax(K)!-module via I’action de F~!, c’est-a-dire que si (a,m) €
AN(K)' x M, a®m = 1@ F(a)m.
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L’objet de cette partie est d’établir qu’il existe un isomorphisme canonique
I‘(?Z/, 9(_//{)[2 - N]) = F(I‘('%a'/ﬂ))a

si A est un QQ'Q(oo)-module cohérent.

D’apres la proposition précédente, on peut se ramener 3 un calcul sur €. On
commence pour cela par faire le calcul pour A4 = @tx,q(oo) et on traite ensuite le
cas des modules cohérents quelconques en utilisant le fait que tout @&’Q(oo)-module
cohérent admet une résolution sur & par des E’th'q(oo)-modules libres. On rappelle que
le module \'%,[2 — 2N] est en fait placé en degré 0.

Dans tout le chapitre, nous noterons F le .@B-module QBB Qo F, si F est un 0-
module cohérent.

Nous commengons par un lemme. Les symboles ©o et & désignent respectivement
By @ ® AV Q. et By q @ AN Q.

4.3.1.1 Lemme. (i) Les éléments 6,(,1"')('") e I'(Z, E’Z(Z"')) sont des sections globales
du faisceau @(z"').

(ii) Les faisceauz g et Dar sont respectivement des .@L;'Q et des @;yq-modules libres.
(iii) Le faisceau tangent relatif gg/g est un .@L'Q-module libre.

Démonstration. Montrons (i). Les faisceaux p{@%") et p;@§,"‘) sont des g(zm)-modules a
gauche. L’élément 1®1 est une section canonique du Q(Zm)-module a gauche p{@S?) Qo
p}@&m) (ot la structure est la structure produit tensoriel). Il existe donc un morphisme
canonique de 2™ vers 212 @0, 932", qui & P associe P-1@1. On vérifie localement
que ce morphisme est un isomorphisme, et on note o le morphisme inverse. Nous avons
montré en 3.2.1.1, que 6&")('") e I'¥, E’Z&m)), de sorte que I’élément 0'(6,(:")('")) est une
section globale de @(z'"), dont la restriction 3 ¥ est f,f‘)('”). Mais il existe un seul
prolongement éventuel de 6,(,?‘)('”), d’ou le (i).

Pour voir que @y est libre, il suffit de voir que QL est libre. Sur 'ouvert U, ce

faisceau est un @tx'q-module libre de base les

d(£)=ﬁ (9.)-2&,,('2)
uo/  uo \Y; uj  \y;

Cette relation montre en fait que d(u;/uo) € P(@g'q,ﬁ},). Nous pouvons donc con-
sidérer l'application naturelle @; Q&'de.- — ﬁlx Cette application est un isomor-

phisme sur % : c’est donc un isomorphisme sur tout &. En utilisant la fleche canonique
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piQy 5 (L, on voit que u(dz;) est une section globale de Q% dont la restriction 3 W
est dz;. De méme les éléments dy; sont des sections globales de Qé_., ce qui nous permet

de considérer le morphisme canonique
P By s D Bly gy — Oy,
i j

qui est un isomorphisme comme précédemment. Pour le faisceau T4, on procede de

méme. On sait déja que 9,; € I'(Z, T;). 1l existe une suite exacte
0— F(f, ﬁg/qy) - P(ﬁ’7 .;72) = P(f,p{gqy) — 0.

Mais s(9,;,) = 0, de sorte que d,, est une section globale de ;yg/qy. On conclut alors

comme précédemment.

4.3.2 Calcul de 9’(9&9(00)). Calculons d’abord pi@&-‘q(oo) : c’est un complexe
de modules cohérents, car p, est lisse ; ce complexe est concentré en degré —N ou il
est isomorphe 4 2%, _, a.q(s). Sur D, ar,q(e), on dispose de 1 ® 1, comme section

canonique, ce qui permet de considérer le morphisme ¢ :

9Tz‘,q(°°) - 9Tz'--.:zc,q(“’)
P -~ P.1®1.

4.3.2.1 Proposition. L’homomorphisme @;‘Q(oo) = @;_,x,q(oo) fait du compleze
de Spencer

N
O - gtz,q(oo) ®9'!,Q(°°) A gy,x - ... @;,Q(oo) ®9tz,q(°°) 95/3; io) @;'Q(oo) - 0,
une résolution de D, _, a,q(e).

Démonstration. Notons K, le complexe de Spencer considéré, les termes K; de ce
complexe étant numérotés de N i 0. Remarquons d’abord que € o dy est nul. En effet,
les modules I'(%, QL'Q (00)® Toxyar) et T(U, QL’Q(oo)) se plongent respectivement dans
INC/40h 8 @;'Q(oo) ® T a) et dans P(%nw,@tz'q(oo)), pour tout ouvert affine %.
Finalement il suffit de montrer que cod, est nul sur ¥, ce qui est classique. On peut donc
considérer le complexe de QQ'Q(oo)-modules cohérents C, = K, 5 2%, _, a,q(=) — 0.
Comme ce complexe est exact sur # (cf par exemple 3.2.1 de [4]), il est exact sur 2
tout entier d’apres 4.3.12 de [6).
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4.3.2.2 Proposition. Notons K| le compleze dont le terme général est

r __ ot ! _ N
I(ﬂ = @g'q(oo) ®g;’q A .2,.—[2 2N] ®9tg,q /\ 92'/3:,

et dont la différentielle est donnée sur W par la formule :
n+1

d(PR®1®8, A...Ady )= D (=1)P-(8y, +72:,)®180y, ANy ...NO

I=1 Yintt
Alors, K! est une résolution DYy o(e)-linéaire de N'Zx[2 — 2N] ® ) x,q()-

Démonstration. Considérons la résolution de pi@L;'Q(oo) donnée par K,. Comme le
module \'%,[2 — 2N] est un B}, o-module plat, le complexe NZ,[2 — 2N] Oat, K,
est une résolution de \'%,[2 —2N]® gfxn(oo). Nous avons rappelé dans I'introduction

qu’il existe un isomorphisme canonique de @;’,’Q(oo)-modules a gauche :

Dy ()8 ay, N Zi2-2N10ay N To/x = XL2-2N10ay, (Pra(=)®ay, A T2/2),

soit encore un isomorphisme o, : \'%,[2—2N]|® K, ~ K,. Vérifions que la différentielle
ainsi obtenue est bien donnée par la formule du corollaire. La différentielle d;, est égale
i o, od, 0 0},. D’autre part, la différentielle étant @;'Q(oo)-linéaire a gauche, il suffit

de calculer &,(1®91®8,, A...Ad, ,,) pour déterminer d’.. Or, nous avons les égalités

Ving1
0 (1®1®8, A...AB, ) = 1@1®8,, A...Ady,,,,
n+l R
da(1®1®8, A...ABy ) = D (-1)7'1®08y, ®dy A... NGy ... Ny,
=1
n+1 .
= ot (Z(—n‘-l(a,,., +72,) @1 @y, A...ABy, ... Ay,
I=1

Dans la suite, nous fixerons la base dy,...,0yn de .772/35 comme %;,Q-module, ce
qui revient a identifier le @;vq—module N Txyac au .%;'Q—module libre de base les
By, A ... A3y, . On peut aussi identifier N [2 — 2N} & .@L'q, dont la structure
de @;’Q(oo)-module a été tordue. On continue & noter K, le complexe obtenu via ces
identifications. La différentielle de ce complexe a la méme description que d;, sur 'ouvert
‘W et on continuera de 1’appeler dj,.
Terminons par une description du morphisme d’augmentation ¢ : K — N2 -

2N] ® pi D q()

(@) = —-1Q@wz;

e(0r;) = 0:,01-1@wy;,



4.3. Comparaison avec la transformation de Fourier naive. 87

pour tout ¢ € {1,...,N}.
Calculons maintenant une résolution de 9’(9&',3(@)). Pour faire cela, le point

essentiel est que 93;,,_3@(09) est acyclique pour p,,.

4.3.2.3 Lemme. Il eziste un isomorphisme (non canonique) de groupes abéliens

gghz,q(w) = Qtz'qw,q(“)-

Démonstration. Rappelons I’isomorphisme

9&-2,(}(”) =wxq Oat, @E'e-‘ey.q(“) Bat, P Q-

Nous avons déja constaté que O q et que Oa q sont en fait triviaux sur %. Nous con-
sidérerons les isomorphismes donnés par notre choix de coordonnées dans P'introduction,
ce qui montre le lemme.

Dans cette identification, les structures droite et gauche de 9“;‘_2@(«,) correspon-
dent a celles qu’on obtient sur QLAW'Q(‘») en utilisant ’action par I’opérateur adjoint.

Nous noterons celles-ci par » ; on a donc par exemple pour P € @;_’W’Q(OO) :
P.(9,; + nz;) = (—0y; + wz;)P.

L’action a droite (adjointe) par (9,, + 7z;) sur @;_,_,qu(oo) induit une action sur
pz.@tz_,qy’q(oo), que I'on continuera de noter =, par abus.

Pour voir que 9;'_2@(@) est acyclique pour p;., nous sommes donc ramenés i
établir ce résultat pour Qt,#g'q(oo), puisque cela ne dépend que du groupe abélien
sous-jacent. Ce module est naturellement filtré par les modules @gp"_),qyyq(oo). Pour des

raisons techniques, nous emploierons une filtration légérement différente de ce module,

par des .@g’:}rmodules complets.

4.3.2.4 Une filtration croissante de gtz_.g’q(w)o Introduisons
B = i8S @0, 1B, FT (=) = B ®,10, 13 H, D () le compléts
p-adique de ce faisceau et

@;-.W,Q(“) = lﬂ,nm@':(z’:zg,q(“)-
Remarquons que le faisceau 93'2('") est sans p-torsion.

4.3.2.5 Lemme. Avec les notations de {.9.2.4, il existe un isomorphisme de QL,Q-

modules & gauche :

gtz-»ey,q(“) = %-w,q(“)-
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Démonstration. Soient a{™ ™) et ai™ les morphismes canoniques pl.@(m) .%(Z"') et
p;.%gz'") — .@g") respectivement. Posons al™ = ag ™) ®os @ g”‘) : .@'z('") 33(2"'), qui est
une application p; 1.%gl")-linéaire. On introduit maintenant une application V-linéaire
pm . e, LY de la facon suivante. Sur % ; = Dy (i) X Dy (u;), nous avons

les égalités :

) = oar) /(%) " 1i-») @0, 0273 / (( )MTz-p,)
B (Ui;) = 04[T] / ((‘;‘j ) . T—p.)

Ces deux algebres se plongent respectivement dans 93'("'“) et dans Q(ch)) Si ’on note

U = uifu; et o = v/ v,—, I' Pensemble d’indices de longueur N
I' = {(ko,. - kn) ko € ZetVI2 1, ky € N},

I" Pensemble d’indices analogue & I' obtenu en remplagant ¢ par j dans la formule.
L’algebre B (™+1)(U; ;) s’identifie alors & la V-algebre :

lerl”er

Définissons un homomorphisme de 0z-algébres ; ; :

03T — B (Uij)a

T — pﬁ-pm+l 66_pm+l
Remarquons que ¢; ;(T*) = p*iig k”m“iif,' #™!  La quantité k — 20m41 (kp™*?) est mi-

norée par k —2(k/p) — 1 et est donc minorée par —1 pour tout k € N. Cela signifie que

’application V-linéaire py; ; est en fait & valeurs dans @'}"'“). Ensuite, il est clair que

Ug U pm

o Vo

A b T—p| =0.
Pi.i ((u;vj) P) 0

C’est aussi le cas pour pyp;; qui passe donc au quotient en une application f;; :
B (U; ;) — B™+(U, ;). On vérifie facilement que ces applications se recollent en une
application g™ : Q(Z"') — 33'}"'“). Notons enfin i, . .1, imm+1 € Pmm+1 les inclusions
canoniques respectives B™ — B, B B et pr1{™ — p7190"H). Ea
utilisant l'inclusion de QB( ™) dans '@z 'q» on voit que et am+) o gm) = pi_ .. De

méme, on vérifie que (™)) o al™) est égal & pil, .41-
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Soient maintenant ¥(™ = o™ @ 1 : 5™ @ p; 19(m _, 235 @ p; 19(™) | et §(m) =
B™ @ pmmas : .@(zm) ® pz ‘@@"" — .@'z(m“) ®p2 1@(m+1) Alors, le composé §(™) o (m)

est égal a p fois 'inclusion canonique QIZ(T,)Y (o) = Z(:-;rl)(oo) et 7™ 0 §(m) est égal 3 P

fois Pinclusion canonique : 9(2"21, (0) — @(ZT}})(N). Soient 4(™) et §(m) leg applications
obtenues & partir de §(™) et de v(™ en passant aux complétés p-adiques et en tensorisant
par Q, et "™ = | / pb(™. Alors, en passant & la limite inductive sur m, ces applications

définissent un isomorphisme Bl-linéaire 7 N qleo) D Qo).

4.3.2.6 Proposition. (i) Les faisceauz R"pg.(@;,,_mq(oo)) sont nuls pour tout k >
1.

it) Soit V' un ouvert affine de ¥, muni de coordonnées locales Y1y---,9n. Tout
2

opérateur P de I'(V’, pg*@;y,_g,q(oo)) s’écrit d’une unique fagon

P =Y gla,0l,

o ayy € @E_‘,'Q et il eziste C > 0, n < 1 tels que |ay|,, < CpllHE . De plus, sur
Y'Y, on a la relation

ByP = =Y 2'a, 088, et Pu(By +7z:) = (=, + 725) - T glag, o).

Démonstration. D’aprés le lemme 4.3.2.3, il suffit de calculer Rkpz.(@tz_.g'q(oo)),
pour montrer la premiére assertion. Finalement, il suffit pour cela de calculer
@mka.g o_,q(>), puisque la cohomologie commute & la limite inductive par
noethérianité de &

Considérons le diagramme cartésien d’espaces annelés :

(2,0} B ®os 13 BTY) B (X, 2)

ey, LS
Y,3%) 5 (S, 05).

Le faisceau 33§,”" est sans p-torsion, de sorte que u est plat. De plus, f est séparé de type
fini. On peut donc appliquer la formule de changement de base pour la cohomologie et

on obtient un isomorphisme canonique :
Ry, B = Ry (o7 BF) ~ wRL.BY.

Or, le complexe R f..%f,;") est réduit au degré zéro d’aprés un résultat de Berthelot (cf
'appendice de [14]) et R°f.9a§;"’ = @y Osp ) £L, d’aprés 3.1.1.3. En appliquant la
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formule de la projection a pj, on trouve 'isomorphisme
Rp;.(B™) O gom 7 9 () = REL(BL™) @ g D (=)

Le complexe Rp}, 27" (m) (cc) est donc réduit au degré zéro ou il est isomorphe a
dup'~ Wzl 2" ().

Comme % é ™) est sans p-torsion, nous pouvons considérer les suites exactes :
@l(m) (oo) —’ gl(m) (oo) - a‘@’(_,y(oo) — 0.

En passant a la longue suite exacte de cohomologie, on en déduit que Rkph.(af 9’2(':‘, (o0))
est nul pour tout k£ > 1 et que Roplz‘(a'@I(_,y(oo)) = Rop, D) () /P  ROpL, D), (o0).
En particulier, le systéme projectif des R"pj, o] Z_,y(oo) vérifie la condition de Mittag-
Leffler pour tout n > 0. Finalement, pour tout n € N, R" p'z,@,é’tzg(co) est isomorphe a

lim R"p;.(a; éﬁ)y (c)) et est donc nul si n > 1, ce qui montre I’assertion (1).
—1

De plus, le module R? pz_‘?Z'g_,g,(oo) s'identifie au séparé complété de Rop;‘@IZ(Z)‘/ (o0)-
Sur un ouvert ¥’ comme dans 1'énoncé, tout élément P de Roplz,.@’é"_lz‘y(oo) s’écrit d’une
unique fagon

P= E.@LP"'"(m)aLgaéﬂ(m),

ou ai € B (¥") et |age)sp — 0 si |I| + |k| — co. En passant & la limite inductive sur
m et en identifiant Oe q, puis Wa,q respectivement a .@t,'q et a -@?y,q’ on obtient la
description de 1'énoncé. Sur ¥, I'action de d, sur P est donnée par ,(l13PQ1) =
—1@® P3, ® 1. Mais cette formule est en fait valable sur tout % du fait de 'inclusion
Dy o qle) — 7+DYy o q(e) De méme, I'action «(9y; + nz;) correspond avec notre
identification a ’action i gauche par (—d; + 7z;) dans Dy .y q(e0). Dot la fin du (ii)
de la proposition.

4.3.2.7 Corollaire. Le compleze L, = pg.(@;,_g,q(oo) Qat, Q) K!) est une
résolution du compleze 9(9&-9(«»))[2 — N].

Démonstration. Le complexe K’ est une résolution libre de type'ﬁni, de sorte que le

complexe
gz.vo-z,q(“) ®g' q(=) K:

calcule 2%, o Q=) ®9, o) (N%[2 - 2N] ® @z_,x,q(oo)) D’apres la proposition

précédente, ce complexe est a termes acycliques pour p., d’ot le corollaire.
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4.3.2.8 Notations.

Calculons maintenant 9(@‘;5'()(@)). Soit ¥; = D,(v;), muni des coordonnées

Yoy - - -, ¥~ ol §; = v;/v;. Introduisons ’anneau

A={Y a0 | a € Bl (¥;) et 3C, 7 < 1 tels que |az;| < Cpli+kly,
Lk

tem

Nous identifierons A i pz*(gtz'_g’q(w))(‘;/j), grace au résultat de la proposition 4.3.2.6.

Nous avons alors le lemme de division suivant.

4.3.2.9 Lemme. Pour tout i € {1,...,N} et pour tout P € A, il eziste un unique
couple (Q,R) € A x A, tel que R = ZL,L:_EL"LEQL:H oury =0 sil; #0 et vérifiant

P = Q+(0,, +7z;) + R.

Démonstration. Commengons par montrer I'unicité. Soit A; le sous-annean de A
constitué des éléments R dont les coefficients r;; sont nuls si I; # 0. I s’agit alors de

montrer que si Q«(9,; + 7z;) € A;, alors Q = 0. Notons que A se plonge dans

N
A= pz.(%._g,q(oo))((jo ).

Introduisons de plus A; le sous-anneau de A’ constitué des éléments R dont les coeffi-
cients i sont nuls si /; # 0. L’inclusion de A dans A’ induit une inclusion de A; dans
A;. Pour montrer notre assertion dans A, il suffit donc de montrer quesi @ € A’ et si
Q«(0y; + 7z;) € Al, alors Q = 0. Nous choisissons alors comme base les nyic] dans A’

Soient gy les coefficients d’un tel Q. Les éléments qix sont dans
V{y;,1/yih<is<hn @ K

et il existe C,7 < 1 tels que |gx] < Cyl+&, On calcule alors :

a
Q+(0y; + 7z;) = ZZL (-—kaqg,g—n - aq l'.h + ‘11-1.-.5) Q{}ﬂ .
Lk

Finalement Q4«(9,; + 7z;) est dans A! si et seulement si Yk € NV, VI ¢ NV , tel que

I #0,

9
(1) —kigue—1; — g"k + 7q1,6 = 0.
Vi

Supposons que Q soit non nul. Il existe alors (L k) tel que gy soit non nul. Posons

U'=1-11; et k' = k— k;1; et choisissons (@, b) minimal pour ’ordre lexicographique tel
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Que gy 4h1; k'4a1; 7 0. Notons alors uc = qpyci; g'+a1;- Cet élément se développe en série
par rapport a y; :

ue=Y viyl ouv; € V{y;1/y;};xi ® K et [|v{]lsp = 0si[t| = +oo.
te€Z

Comme gy 44 (s~1)1; est nul pour tout [, la relation (1) s’écrit encore :

3u°+

(2) Ve20, 8y-l_7m°=0

qui s’écrit encore

Ve >0, d_((t+ 1)vif — mvi)y’ =0,
i€l

d’ou la relation de récurrence sur les suites (v§)

t+1
Ve >0, Vi€ Z, v = %vfﬂ.

On en déduit les formules :

ce(c—b+1t
Ve > b, v = (t+1):--(c—bt )vf_,,c_,,.

1rc-b

En particulier, si t < 0, v} est nul. Soit o = min{t | v} # 0}, on a alors la relation

c—~b
L b

Vtgte—b = (to+1)---(c—b+to)vt°.

La norme spectrale de u. est donnée par |u.|s, = sup, [vf],, de sorte que

rc-b

|v:’o|'P’
Got1)--(c—b+1),

Ve, |‘1y+c1.~,y+a1.-|-p 2

Notons que

xe—d —to o(c—b+1g)
= — { —_—
vp((to+1)---(c—b+to)) p__1+v,,(to)+ p—l

ol o(n) est la somme des chiffres de n en base p. Introduisons

C, = P(,;_'%wp(to!))lvfo |aps

alors nous avons 1’inégalité

cob4 ¢
gy et kraarilp 2 Crp~~ =4
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D’autre part, on doit avoir :

U|4a+|k'|,.c
|q£'+cl.',£’+al.'|w < C"Ll I-lﬂ )

ce qui est une contradiction car o(c — b+ o) ne tend pas vers +oo si ¢ tend vers +oo.
Ceci acheve la démonstration de 'unicité.
Montrons maintenant I’existence. Sur ¥, I'action des éléments 9, et (0 + 7x;)

commute. Comme le morphisme canonique

L(Y,P2.DY 2, q()) = T(¥ () Y0, P2 DYy g ()

est injectif pour tout ouvert affine ¥, I’action des éléments 3, et (9,, + 7z;) commute.
Avec les notations de 4.3.2.8, notons A™) = Rop’z_(@'z('f,)y(oo))(‘l/,) Tout élément P
de A(™ s'écrit d’une unique fagon P = ik p”"‘(m)g_’-pl,kﬁéﬂ(m), ou pix € @g,")("f’,) Soit
A,('") le sous .%g,")-module de A(™ constitué des éléments P tels que Pk =0si§;#0
en utilisant Pécriture précédente. Notons encore Alm) = Ropz‘.élé"_'zw'q(oo)(‘yj) et A™
le complété p-adique de Ag"'). Comme .@L'Q-module, A s’identifie a la limite inductive
des fig" ) et A; s'identifie 4 la limite inductive des Af'a) Le théoreme d’existence découle

facilement du lemme suivant.

4.3.2.10 Lemme. Il eziste des applications .%g')-linéaims @ Am) o A(m+2) o g
Am A,("'“) et un entier naturel c tel que, pour tout P € A™), p°P = (P)«(9,, +
7z;) + Y(P) (cette égalité ayant un sens dans A).

Démonstration. Remarquons que, pour tout /; > 1, nous avons les égalités suivantes
dans I'(Z, 92;.,‘,(00)) (du fait que les éléments (—3,, + 7z;) et 8,; commutent) :

) 1 .
xi‘ = v ((“ay.' + 7z;) + ay-')l'

1 al'. L =1 tel—2s 1 Ii t—-1 sal.'—l-—s
= i i + (—0y +"«')EZ(—1) i\ ¢ s Z;0y )

t=1 =0

soit encore : (2’)

11 .
i _ i {li)(m+2)
T %
i t-1
: 1 I.' t—1 (I. -1- 8)! (li=1-2)(m42)
+(=0y; + 7z;) (-1)"1"—._—.( ) ( )—T—f'f'}' vi
v 22 we\tJ\ s ] gfmid)

En utilisant les inégalités 1.2.1, on voit que, pour tout ¢ < [; et pour tout s <t —1:

(m+2)y li—s

li=1—3°*

C(l.', m,s) = v, (pv»u(li) (I| -1~ 3)! 1 p—l’m+a(0))
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est minoré par

l; L—-—1-—s 1 (l' )—1 ;—-1-s l;—s S
pm+l+ p—1 Ogplti — § p(m+2)(p_1) p—1 pm+3"'

En majorant log,(l; — s) par log,(li), on obtient :

l; 3 ~L;+1+s
Cc(k,m,s) 2 e - ;,—,,3 — log, (1) + —pm+2(p _ 1) -3

1 l; 1
2 \1- + — log, (;
( p(P - 1)) pmtl p(p - 1) pm+2 gp( )

z (1—1’(1’1—1)) ”l‘“ ~ logylls) =3

Soit ¢; un minorant de cette quantité pour tout l; € N*. On dispose de méme de

I'inégalité :

11 1 1 l
pmlli) 2 _ ) > (1 - ) —log (;+1)—-1 >
v 2 o c
P (P ‘11(.-m+2)! w‘i) pp—1)) pm+i gx( ) 1-

Soit ¢ = min{c;,0}. Pour tout /; > 1, considérons maintenant les opérateurs de

I(%, 2} o q{c0)) définis par :

Q=055 (1) (),

t=1 s=0

et

R, = Pum(l' ;r_z,-a:l;.

On pose aussi Qo = 0 et Ry = 1. Ces opérateurs définissent des éléments de A(™*2) via

le morphisme composé :

N(Z,25™) —» Hp=) — AT
P~ (1®1)-P,

que nous noterons toujours Q;; et R;,. D’apreés ce que I'on vient de voir, les opérateurs

p°Qy; et p°Ry, sont dans A(m+2) et dans A§"‘“’ respectivement, et on a I’égalité :
pom Wzl = p°Qus(9y; + 7zi) + P Rus.
Soit P € A(™ tel que P s’écrive P =T, pmWglp Q,(-,E (™ Posons

c v, —vm(l; E}(m
o(P) = p S prmW-emdQp

(- Vm —Vmés k m
¥(P) = g3 prmW-rmI Ry p G,
Lk
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Les applications ¢ et 1 ont alors les propriétés voulues. Achevons la démonstration
de P'existence. Soit P € A, alors il existe m C N tel que P € Ag" ), Complétons les
applications que nous venons de construire en ¢ et en ¢ et tensorisons par Q. Nous
avons alors ’égalité :

P°P = $(P)«(3y, + 72;) + H(P).

En multipliant par p~¢, on trouve la décomposition cherchée.
Au passage, on voit que si P ne dépend pas de z,, c’est aussi le cas du quotient Q et

du reste R. Notons T; = 9, + 7z; et (P/T;) le quofient donné par le lemme de division.

4.3.2.11 Lemme. Fizons I = (iy,...,1;). Alors tout opérateur P de A se décompose

d’une unique fagon :

P=ZPJ-HTJ-,

Jcr JjeJ
ou Vs € I\J, (P;/T,) = 0.

Démonstration. Comme les opérateurs T; commutent entre eux d’apres la remarque
précédente, il suffit d’appliquer successivement le lemme de division pour l’existence
d’une telle décomposition et son unicité. Au passage, on observera que ’application
P +— P; est linéaire, si i est fixé. On la notera ﬂi : I’élément ﬂi(P) est donc un élément

de A qui ne dépend que de z;,,...,z;.
4.3.2.12 Proposition. Le compleze L, est acycliqué en degrés strictement négatifs.

Démonstration. Nous noterons

Co'=av-', A"'Aa!li,n

pour tout multi-indice i de longueur n. L’assertion est locale et on peut travailler sur un
ouvert ¥;. Nous sommes donc dans la situation du lemme de décomposition précédent.

Définissons des opérateurs K-linéaires k, : L, — Lpy par:

N
kn(Peiy,...in) = I _(P/T;)8y; A €iy,...in-

)=1
Nous avons alors les relations suivantes :
N n
dnkn(Peiy,.in) = 3_(P[T;)s€ir,cin + I (=1)*(P/T;)eTiBy; N ey, =,
j=1 k=1 :
N n
kn-1dn-1(P) = Z z:(—l)'"l (P.Tk/fl})aw Neg

4 greerbhyeenyin’
=1 k=1
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En remarquant que (P-T/T;) est égal a (P/T;)+Tk, si i # k, on en conclut que :
dpkn + kn—1dn-1(Pe;) = ((N —-n)P+ Y (P/T,).TJ) e;.
je{"lv--y"n}

Considérons maintenant A\, = N - id — (dy 0 kn + kn—1 © dn—1). D’apres ce que 1’on

vient de voir, A, est K-linéaire et
M(Pe)=| 3> P- (P/T,-)-T,-) &-
FE{81,01in}

En fait A, est diagonalisable. Soit i € N™, notons i° le multi-indice complémentaire
{1,...,N}\{é1,..-,in} et soit { < N —n. On prolonge Papplication ,3;;- obtenue a partir

du lemme de décomposition en posant :

BYS Pres) = S Bi(Pr)er:

i'

Soit enfin
E; = {P € Ly tels que, Vj avec|j| # N — (I + n) et Viavec |i| = n, ,B;f(Pi) =0.}

En d’autres termes, on demande que P; s’écrive ¥jjj=nN—i-n Pij*Tir - Tinoi—, ot Fij ne

dépend pas des z; tels que k € {i\j}. Observons alors que, avec ces notations :
sike€ {jl, ces ,jN_x_,.}, P!"-l'*Ti— (Pi:_.i"'Ti/T")"T" =0,
si k ¢ {jl, e ,jN_(_,.}, Pi’i‘Ti— (Pg,g_T;_/Tk)*Tk = Pbl‘Tl

Finalement, si P € Ej, Aa(P;j+T; €;) =1 PjsTje; et An(P) = I P, de sorte que Ej est le
sous-espace propre associé a la valeur propre I. D’autre part, il découle du lemme de
décomposition que L, est égal a la somme directe des E;. Soit maintenant C,, = kerdp-1,
B, = Imd, et P € C,, dont les composantes sur E; sont notées P;. On dispose alors du

lemme suivant :
4.3.2.13 Lemme. Soit P € C,. Alors, ¥l € {0,...,N —n}, B €C,.

Démonstration. Tout d’abord si dp-;(P) = 0, alors on a les égalités : dn—; © M(P) =
Ndy_1(P) = dy-1 0dy 0 ka( P) = 0 et donc Ay(Cn) C Cy. Finalement Ak(P) appartient
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a C,, pour tout £ € N. On a donc :

(

P - P0+...+PN_,; ECn
Mm(P) = P+---+(N-n)Py_, €C,

| AY™(P) = P+---+(N-n)""Py_, €Cn.
Soit B la matrice (N —n + 1) x (N —n + 1) a coefficients dans K :

(11 1 . .. 1 ]

0 1 2 e N-—n
B =

0 1 2N—n ... (N_n)N-nd

La matrice ' B est inversible dans K d’inverse A = (a;;). Alors, Vi € {0,...,N—n}, on

a l'égalité : P, = TN a; ;M(P) ot a;; € Q. Ceci montre le lemme.

Terminons la démonstration de la proposition. Soit P € C,, avec n > 1. Alors
kn-1 0 dn_1(P) + dn 0 kn(P,) est égal & d, 0 k,(P)) et aussi 3 NP, — [P, = (N-=0)P. Or
I < N —1,donc N -1 #0 et ceci montre que P; € B,, pour tout [. C’est donc aussi le

cas de P. Ce qui achéve la démonstration de la proposition.

4.3.2.14 Proposition. Le compleze .97(9&&(00)) est dans D‘C’oh(QT%Q(oo)). C’est un
compleze acyclique sauf en degré 2 — N o4 il est isomorphe QL,Q(oo). En outre, il

eziste un isomorphisme canonique An(K)!-linéaire :
F(T(%, D% o())) = T(¥, F(Dly ()2 ~ N].

Démonstration. Le fait que le complexe & (th’q(oo)) soit acyclique en degrés distincts
de 2 — N résulte de la proposition précédente. Le complexe L, fournit une résolution
@L’Q (co)-linéaire de F (@&-'Q(oo))[z — N], qu’on regarde maintenant comme un complexe

concentré en degré zéro ¥ :

Pz-(gz.y._z,q(“))N = Pz'-@gv._z,q(w) —%—0.

Plagons-nous sur un ouvert ¥;. D’aprés le lemme de décomposition 4.3.2.11,

I’application ﬂ,{l'""m est une application @L'Q(oo)-linéa.ire surjective : pg.@?,y,_gt'q(oo) —
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QL'Q(oo)(“V,-). Il est clair que toutes ces applications se recollent en une aplication
?Z;,,Q(oo)-linéaire v p,.@ly,_f,'q(w) — t(@;y'q(oo)), ou t(@Tg’Q(OO)) est isomorphe
comme groupe abélien a QL,Q(m) et dont la structure de module a gauche est donnée
par la multiplication & droite par I'opérateur adjoint (puisque cette structure est héritée
de celle de pg.@l:y‘_g’q(oo)). De plus, le noyau de v est précisément Imu, toujours
d’apres le lemme de décomposition 4.3.2.11. Finalement, on en déduit un isomorphisme
Qg,q(m)-linéaire 4 5 t(@Tg,Q(oo)). En particulier, ce module est isomorphe a QQ'Q (o)
via ’application :
Dy al=) 5 HDyq(=))
P — P-1.
Par la suite, nous identifierons ces deux modules via . Via cette identification,
F (DY o())[2 — N] est muni d’une structure d’anneau.
Si' A est un @tx'Q(oo)-module cohérent, le choix de la section 1 de £, induit un

morphisme a fonctoriel en A :

(%, M) — T(Z,NL[2-2N]® Py xql) ®prial, (o) P H)
m — 1@1Q@m.

Grace au choix des coordonnées, ce morphisme induit finalement un morphisme o/,

fonctoriel en A :

D(Z, M) — T, pan( Py z,0(=)Oy, (o N Le2-2V1ODy 5. 0(=)B, 131, ()T 4)

avec l’identification faite plus haut.

Dans le cas de A4 = @tx'q(oo), le module pz.(@tg‘_x’q(oo) ®9;’Q(°°) (ANZ[2 -
2N] ® Dh_ « () Dpriat, (o) pr1 DY q()) est précisément F(Dly q())2 — N]
d’apreés 4.3.2.12. Et le but de o' est identifié a ['(¥, @Z,,'Q(oo)).

Montrons maintenant que o’ est un homomorphisme d’anneaux. D’apres les résultats
4.4.5 2 4.4.12 de [6], il existe une suite d’entiers (nm), et une filtration de NZ,[2—2N] par
des Q’é”'“ - modules cohérents F(™), qui soient des B Q ag @g’:&-modules cohérents.
Dans la suite de ce paragraphe, nous noterons 2™ Z(e) = Brm B gt P (o0) et
ainsi de suite pour tous les modules que nous avons construits jusqu’a présent. Nous
pouvons faire cette construction pour m assez grand de telle fagon que la section de
L%, notée 1 que nous avons choisie soit aussi une section de &™) L’homomorphisme

o' provient alors d’homomorphismes af, :

T(Z, 9 () = T(¥, p2a DS () @ F™ @ D™ g (w0))-
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Il en résulte que I’application o’ est continue.

D’autre part, il est évident que /(1) = 1. Considérons I’anneau des endomorphismes
ga-,q(oo)-linéa.ires a gauche de @tx,q(oo) ; il s’identifie a T'( X, @tz-’q(oo)) opérant & droite
sur @&-’Q(oo), viau — u(l) siu € E"dg','Q(oo)(ggf,Q(“))' Nous procédons de méme
pour %. Puisque o est fonctoriel en #, o' induit un homomorphisme d’anneaux
entre ces anneaux d’endomorphismes. Du fait que /(1) = 1, il existe un diagramme

commutatif :

Endgy, ()(Pha(=)) = Endgy (Db of«))
l l
N(Z,9hq(=) S TP, o).

Autrement dit o est linéaire pour I’action de é"ndgtx Qe

donc de calculer o/(z;) et o/(8;;). Or, a\z;) est égal & z; et donc o(z;) =v~d,/7) =
—0y /7 = F(z;). D’autre part, a(3;,) est égal & 3;, +7y; et donc o (0z;) = ny; = F(8y,).

) Par continuité de o/, il suffit

4.3.2.15 Corollaire. (i) Si M est un @tx,q(oo)-module cohérent, F(M) est con-
centré en degré 2 — N et est un Qg'q(oo)-module cohérent.

i) Si M est dans Db, (D', o(e)), alors F(M) est dans D2, (DY, o).
coh x.Q ¥.Q

Démonstration. Par dévissage, il suffit bien sir de montrer (i). D’apres 3.3.4.1, il
existe une résolution &, de .4 par des @;,Q(oo)-modules libres de type fini qui corre-
spond a une résolution libre de type fini E, de (X, #). Deux telles résolutions sont
quasi-isomorphes. Posons &; ~ (@‘;;'Q(oo))"'. Comme p, est lisse, le foncteur p}[—N] est
exact, de sorte qu’il existe une suite exacte Qg'q(oo)-linéaire, ou chaque complexe est

concentré en degré zéro :
coe = p18a[=N] > ... = P &[-N] — p\M[~N] — 0.

Comme le produit tensoriel par A\'%,[2 — 2N] est exact, on en tire une résolution

QQ'Q(oo)-linéa.ire :
o= ML @ pi8[2-3N] - .. VL, @l 8[2 - 3N] = N'L, ® . M[2 — 3N] — 0.

Soit Css un bi-complexe qui soit une résolution plate de ce complexe par des @&’Q(oo)-
modules & gauche. Les éléments C;; de C,, sont numérotés avec i, J £0. Le complexe
Ci,e est une résolution plate de \'%, @ p! QQ’Q(oo)“" [2—3N], par hypothése. Le complexe
Cie = (DY o q(=) ®gt, _ (co) Ces) calcule donc DYy oo q() ®;,, ) (AL ®p} H)[2 -
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N). Soit maintenant D,., une résolution de C., par des p;* sz'q(oo)-modules a gauche
injectifs. Le complexe pz.Dees calcule F(M)[2 — N]. Les sous-complexes p;.D; .e cal-
culent & (9’&-"3(00))“" [2 — N]. D’aprés 4.3.2.12, ces sous-complexes sont acycliques sauf
en degré zéro. Le complexe F(.#)[2 — N] est donc quasi-isomorphe au complexe DY, :

oo F( Dy q())2 = N] = ... > F(Dy g(=))*[2— N] = 0.

En particulier, le complexe F(.#) est & cohomologie cohérente. Pour le calculer, il
suffit donc de passer aux sections globales de D;. Mais d’apres la fin de la proposi-
tion précédente, le complexe I'(¥, D)) est isomorphe au complexe F(8,). En partic-
ulier, il est acyclique en degrés différents de zéro, si bien que & () est un complexe
réduit en degré 2 — N a un @L,Q(oo)-module cohérent. En outre, cela montre que
I’on peut prolonger ’homomorphisme o' introduit en 4.3.2.14 en le définissant terme
3 terme pour les éléments de la résolution F(E;) comme étant égal & une somme

directe d’homomorphismes /. Cet homomorphisme induit alors un isomorphisme :

F(T(%, M) —» (¥, F(M))[2 — N].

4.3.2.16 Théoréme. Si A € D:oh(gtz-'q(oo)), il existe un isomorphisme canonique
dans Db, (An(K)) :

F(RI(X,.#)) ~ RT(¥, F(M))[2 — N].

Démonstration. D’apreés 3.3.4.1, si A4 € Dg,h(@;,q(oo)), il existe une résolution
8, de # par des @T,;'Q(oo)-modules libres de rang fini, deux telles résolutions étant
quasi-isomorphes. Le méme raisonnement qu’en 4.3.2.15 montre que le complexe F(.#)
est calculé par le complexe F(8,) et que le complexe I'(¥, F(M)) est calculé par le
complexe [(#, 8,). On définit alors o’ en prenant terme a terme Papplication o' décrite
3 la fin de la démonstration de 4.3.2.14 : F(I(%,&,) — [(¥, #(&,))[2 — N]. Le fait
que o est un isomorphisme se vérifie alors par dévissage pour les modules cohérents

placés en degré zéro, ce qui résulte de la démonstration précédente.
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4.4 Comparaison avec la transformation de Fourier i support

compact

4.4.1 Introduction et définitions. Nous considérons toujours la situation :

ol I’on dispose sur Z d’un module exponentiel \'Z,, comme introduit en 4.2. Soit 2’
le schema. Z, muni du diviseur d’équation vy = 0. On introduit le faisceau d’ algébres
.% ) relatif & ce diviseur et la deuxieme projection pj, vue comme morphisme d’espaces
annelés : (2,35 - (Y, B). Comme le morphisme des schémas sous-jacents est
propre et qu’il existe un isomorphisme .93(2",') — p;.@g,'"), nous sommes en situation
d’appliquer le théoréme de dualité globale 5.4 de [19]. Nous construisons sur Z' et
sur le schéma formel associé %' les faisceaux d’opérateurs différentiels i singularités
surconvergentes le long du diviseur d’équation vo = 0 : (m) (o), 92.)(00) son complété
p-adique et @;.’Q(oo). Tout @L'Q(oo)-module peut bxen sir étre regardé comme un
le,q(oo)-module, par ’homomorphisme de restriction des scalaires p,. Rappelons enfin
que, comme nous I’avons remarqué i la fin de la démonstration de 1.6.5.3, les faisceaux
d’anneaux E‘Zg,q(oo) et 2%, () sont de dimension cohomologique finie inférieure a
4N. En particulier, les catégories D¢, (2, qle)) et Dba,f(@f q(e)) coincident. Si
M € D, (D}, .q(e)), on pose

Da(A4) = R.?’f’omgg'q(w)(./ﬂ, @;,Q(oo)) ®a;.q 0% [2N].

Cela signifie que I'on a tordu la structure naturelle de 2}, .q(e0)-module & droite du
complexe de modules R.%”omgt (w)(.ll 2, .q(0)) donnée par la multiplication a droite
par les éléments de @}, q(=), pour retrouver un complexe de 2} 2,q(c0)-modules & gauche.

Nous montrerons ultérieurement en 4.4.2.5 que si .4 € D!, (9P, q(e)), alors
peD (N .Z’,,Qg;m pi#) € th(@,,,q(oo)). C’est est un résultat analogue a ce qui
se passe en caractéristique 0, (cf le lemme 1.4 de [17]). et cela justifie la définition
suivante pour . € D} b (D Qle)) :
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L’objet de cette partie est alors de construire pour /4 € D‘;,,,,(@QC'Q(M)) un isormnor-
phisme canonique : Fi(#M) — F(A). Le point clé est la construction de résolutions
explicites de Da(\' % ®a' P193: q(e0)) sur tout ouvert affine #; = % x ¥}, ce qui

permet de comparer les duaux de ce complexe sur 922. (o0) et ot qle)-

4.4.2 Calcul de F(Plyg(x)). Posons 4 = N @g P DYy q()[2 — 3N].
D’apres 4.3.2.2, c’est un complexe a cohomologie QL'Q(oo)-cohérente, réduit 2 un module
placé en degré 0. Une résolution en est fournie par le complexe K décrit en 4.3.2.2,

qu’on réindexera en posant K" =K'

! ., de sorte que K" est placé en degrés variant de
-Nao.

4.4.2.1 Proposition. Le compleze de @;'Q(oo)-modules D«(%) est acyclique en
degrés différents de —N.

Le terme général K'~" du complexe K" est le @;'Q(oo)-module induit QL'Q(oo) Ot q
%. ® \" Ta. En général, si F est un Qg,q(oo)-module localement libre de rang fini, il

existe un isomorphisme @L'Q(oo)-linéaire a droite :

F* ®9','Q 91’2,Q(°°) - '%omng','q(oo)(@tz,q(“) ®9L,q Z, @tz,q(“))
u®Q ~ P®fr— Pu(fQ),

ou F* = Womag (9’ !, q)- Soit C* le complexe Homg, oo )(K" 2! o.q(e)) ¢ Clest
un complexe dont les termes sont situés en degrés compris entre 0 et N, et dont le terme
général C™ est isomorphe a A" .%z/gy QL ®Q: @, .q(0). Identifions globalement sur
%, To s 3un @;’Q—module libre de base ( fl, IN), Zy a .@f w,q- Alors le complexe
C"* est un complexe de ngq(w)-modules A droite libres de type fini dont la différentielle

d, est donnée par la formule :

doFoninP) = 3 For i i (—1)'" By, + 720)P.

=1

Rappelons maintenant qu'il existe un isomorphisme canonique qui échange les deux
structures gauches de @L'Q(oo)-modules : @tz'q(oo) Bal, o Ly ~ QL'Q(oo) ®at, Qe,
correspondant localement au passage & ’opérateur adjoint. En utilisant cet isomor-
phisme et en identifiant &a a .@‘;'Q, on voit que D (%) est représenté par un complexe
C'" de @tz'q(oo)-modules a gauche cohérents, placé en degrés variant de —2N & —JV, et

dont le terme général est un ngq(oo)-module libre et dont la différentielle est donnée
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par la formule :

dy(P foronin) = S(=1)VP(=0,; +723)

I=1

[RRPRN § TRV P

I suffit de vérifier sur 'ouvert ¥ que ce complexe de E’Z;'Q(oo)-modules cohérents est
acyclique en degrés différents de —N. Introduisons sur I’ouvert rigide |U [ (o0 % est
'ouvert complémentaire du diviseur que nous considérons sur Pespace projectif formel de
dimension 1 : ), le module & connexion M_,, dont le Ojy-module sous-jacent est Oy
et dont la connexion est : V(f) = df /dt+n f. Cette connexion est en fait convergente sur
|U[ par le méme calcul que celui effectué en 1.5.3 (3], et "image directe par spécialisation
de M_, définit un @L,Q—module cohérent : #_,. Le méme calcul qu’en 4.3.2.2 montre
que le complexe C"* peut étre vu sur % comme le complexe \'.#_, ®%,, P @L:,Q(oo)[2 -
2N]. Mais ce complexe est acyclique en degrés différents de — N car le faisceau M_r est
un Oy-module isomorphe & Oy, donc plat sur 6. Dot la proposition.

Pour la suite, retenons qu’il existe une résolution Qg'q(oo)-linéa.ire a droite de § =
8ty ()% Phq()) :

Do) = Do) - 60
P = T3, +7z)P.

Nous procédons maintenant & une étude locale. Plagons-nous sur Wi = Ui xV; et
introduisons E = I'(¥,;, QL,Q(«,)) et E' = [(¥;,, D! +,q(e))- Les coordonnées u;/u; et
vi/v; seront notées z} et yj. En particulier z/, est égal & z;1. Nous supposons de plus
que ¢ # 0. En effet, si ¢ = 0, les faisceaux .02;,@(@) et @;,'Q(oo) coincident sur #; ; et le
module & est alors un 9&.,Q(m)-module cohérent sur ¥; ;.

4.4.2.2 Lemme. Sur ¥;;, les idéauz a droite de E engendrés respectivement par les

éléments {0,, + TTi}i<icn et par les éléments {0y x4 + mxihicicn sont égauz.

Démonstration. Il suffit de constater que les fonctions z; et z;! sont des éléments de

E et que nous avons la relation, pour tout 1 <I< N :
(Oyzg + 72})zi = B, + 724
4.4.2.3 Lemme. (i) Soit P € E, alors il existe un couple (Q,R) € E x E', tel que

P =(8,z)+7)Q+R.
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(i) De plus, si (8,,z6+ 7)Q € E', alors Q € E'.

Démonstration. Commengons par remarquer que la décomposition donnée par (i)
n’est pas unique puisque (8yzp + 7)E' C E'. Montrons d’abord (ii). Introduisons
F =T(% x (N %), Dl q(o0)) et F' = T(% x (Mo ¥, Dhy q(c0)). Le morphisme de
restriction induit des injections : E — F et E' — F'. D’autre part, si un opérateur Q
est dans E( F", il est dans E'. Cela nous ramene finalement a montrer le fait suivant :

soit Q € F tel que (9,75 +7)Q € F',alors Q € F'. Introduisons les ensembles d’indices
¥i*0

- (Lk)telsquek € NN, et =1Ul", k=K UL, U=(,...,0%...,In),
U=, 015,00l €ZN, K e NV, etl"€ ZV,Vi2 1,l; e Net [, € Z.
et
I' ={(l,k) € I telsque [ € N}.

Alors, nous disposons des descriptions suivantes de F' et de F':

> a, 28y OEIOET | ayy €V et lagy] — Osi |l + |k — oo,
F = (LE)EI b
IC>0,n<1 | |agly < Cylkl-min{o—io},

et

=z

> abhg'l'gll'awlﬁff'q lags €V et 3C > 0,7 < 1telsque|afy < CnlHl

lagelp — 0si |I] + |k| — oo

On remarque que tout @ € F s’écrit Q = (z4)'Q1+ Q2 00 Q2 € F', et Q1 € F est tel
que ses coefficients g soient nuls si I > 0. L’opérateur (8y,zh + 7)Q est dans F' si et
seulement si (8, +7z;)Q; est dans F'. En calculant les coefficients ¢, x de cet opérateur,
et en écrivant qu’il est dans F” si et seulement si tjx = 0 si [y < —1, on trouve la

condition suivante :
(3) VL ktelsquely < —1, ki'que—17 + (7 + D)quarx + gty 6 = 0.

Posons alors sy = Zrezn qyuyn,&l" € ¥{yi,1/ui} r1<ci<v ® K. La norme spectrale de sy i
vérifie :

sy klsp < C,,lﬂ—min{o,—la}.
Supposons que @, soit non nul et choisissons (I',k) tel que sy  soit non nul. Prenons
a minimal tel que pour n < @, Sy (kr_npny SOt nul pour tout n € N et tout U
(éventuellement a = 0.) La relation (3) implique alors
0s;

-5,k _
S TSPk = 0.

@ vh<-1, =
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Cette relation est identique, au signe prés a la relation (2) de 4.3.2.9. De plus, nous
avons la méme inégalité sur la norme spectrale que pour les fonctions u.. La différence
de signe dans la relation (4) ne change pas la conclusion de la partie unicité de 4.3.2.9
et pour tout (', k), sy, = 0, ce qui signifie que Q, = 0 et que @ € F'| ce qui achéve la
démonstration de (ii).

Montrons maintenant I’existence d’une décomposition comme annoncée en (i). Nous

avons la description suivante de E :

L a2y | ap €, laggl — ikl + 1l — oo
E =4 (ber
et 3C > 0,7 < 1tels que |a,), < Cpk—min{0/5}-min{0,ij}

On procéde comme pour la partie existence de 4.3.2.9. Soient E(™ = (W, ;, 2™ (oo))
et E'™ = (W, 92, (). Pour montrer P’existence d’une décomposition comme en
(i), il suffit de montrer qu’il existe ¢ € N, deux applications linéaires ¢ : E(™) — E(m+2)
et ¥: E'M) — EAm+2) telles que l'on ait Pégalité dans E :

VQ € E™, p°Q = (Byzo + 7)e(Q) + ¥(Q).

Nous procédons comme suit. Puisque les éléments (Oy; +7z;) et 9,; commutent dans E,

nous avons ’égalité : (on gardera & I’esprit que I} est négatif)

- _ (=1

1 _p

— 0 ’ —lo -1 ’ —l’ t - 1 U
= —-——(W_l,l 9 + (8 +wzi) Y S (- )y ( t°) ( , )z:a;‘o-‘-'.

=1 s=0

Vi + Wz') + 3%)-l

Cette formule est de nouveau identique au signe prés i la formule (2’) de 4.3.2.9 . Les
mémes majorations p-adiques sont valables et les opérateurs suivants définissent des

opérateurs de E(m+?) et E'(™+3) respectivement :

- -p”"“"f'f"f:( )( )( )b meig s,

t=1 s=0

et
R_ " —P (—l{,)( 1) a-l'
4

tels que p°z; o — Oy + 7z:)Qu, + Ry;. Cette relation peut encore s’écrire :

Pz = (8,7l + 7)p(1/24)Qu + p Ry
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Posons ‘6 = pz;Qu et Ry = pRy qui sont des éléments de E(™*?) et de E'(m+2)
respectivement. Nous définissons ¢ et 1 de la fagon suivante. Par linéarité, il suffit de

définir ¢ et 1 pour les éléments

’ my 0 7 Ak E"Ym
Ty = pum(—lo)+um(—lo) " E’L fo)""’ Q.,(’ Yom)

Si 15 2 0, on pose ¢(Tp) = 0 et ¥(Tix) = P Ti,
Si l:) < 07 on pose ‘P(T.'LE) = me(—‘g)Q;6 l’iﬂgiél)(m)gyuli")(m)’ ot
ven (=" o (KN m ")
B(Tps) = PO Ry 2 9& N g5,

Dans E, nous avons alors la relation : (8y(zo/z:) + 7)e(Q) + ¥(Q) = pct)Q. La fin
du raisonnement est alors identique & 4.3.2.9 et cela achéve le lemme de décomposition.

Rappelons que la notation & désigne &zt (4,2, ql=))-
9,'Q(oo) B
4.4.2.4 Proposition. (i) Le @L,'Q(oo)-module peD (%) est cohérent.

(ii) Sur W;;, le compleze S’ indezé de —N a 0, dont le terme général est S™ =
@L"Q(oo)(l"'r) (avec une base notée f; comme en 4.{.2.1) et dont la différentielle

est donnée par

E(PF) = 3 (1) By, zh + 7P i

=1

est acyclique en degrés non nuls et c’est une résolution de & = & rtV (4, @;’Q(oo)).

Démonstration. Commencons par le (ii). Posons E' = F(‘II/.-,,-,QL.'Q(@)) et E =
(¥ ;, @;,Q(oo)). Observons d’abord que le complexe C* introduit en 4.4.2.1, est quasi-
isomorphe sur %;; au complexe de Spencer tordu analogue C"*, construit a partir des
opérateurs d,,z} + z, en vertu du lemme 4.4.2.2. Notons 5° le complexe C"* placé en
degrés variant de —N & 0. Le complexe S* est donc acyclique en degrés différents de 0
et est une résolution de & sur ¥;;. Le complexe S" est alors un sous-complexe de ce
complexe. En particulier, c’est bien un complexe. Il existe une application canonique
de S™ vers & qui vient du morphisme de S° vers &. Pour voir la surjectivité de S® — &,
il suffit de montrer que tout P € E s’écrit P = (9,, + 7z:)Q + R, avec R € E’, ce qui
résulte du lemme précédent.

Montrons maintenant qu’on obtient ainsi une résolution de &. Etant donné que le

complexe S* est une résolution de &, il suffit de vérifier que

d—-n-l (Sl—n—l) —_ Sl—n n d-—n-l (S-n—l)’



4.4. Comparaison avec la transformation de Fourier i support compact 107

ol d™" désigne aussi la différentielle de S°. Soit Q € S—"! tel que d-"! (Q) € §"™.
Les composantes de Q sont notées Qi Chaque composante @,; se décompose en Q=
(8yizo + ®)Ry + S; avec S; € E', d’apreés le lemme précédent. Introduisons I’élément T
de S~~? défini par :

T= ; Rif; A fi.

Calculons d==%(T) :

n+1 .
dHT) = 3 ((amzé +m)Rifi + 3 _(=1) (8,20 + 72 ) Refi A fz,,...,l},...,z,.+,) -

i j=1

Notons :
n+1

Q" =222 (-1Y (Byzo + 7= )RS A fi i s
i

L =1

et observons que la sommation peut-étre restreinte aux multi-indices [ tels que: & [.

L’élément d="~2(T') s’écrit encore :
& (T)=Q - E Sifi+Q".
{

Posons Q' = T; S1f; ~ Q", et notons que d~"~*(Q’) est égal & d-"~1(Q). Le probléme
est maintenant de montrer que si d="~*(Q’) € S' alors Q' € S"~1. Il est clair que
i Sift € S""'. Finalement nous sommes ramenés & voir que Q" € S'—"=1  sachant

que d~""(Q") € S'"~". Or, nous avons I’égalité :

n+1 .
d—-1 (Q”) = (ayi":(’) + ) Z Z(—I)J(aw 1’6 + ”z;,-)RLfll.....l},...,l,..,.; + T,
{

{ =1
ou T est un opérateur dont les composantes d’indice ne contenant pas ¢ sont nulles.
est (—1)/(8,,zh + 7z, )R qui est dans E

d’apres le (ii) du lemme précédent, si bien que @ € S*~"~1, donc aussi Q’, ce qui achéve

Finalement la composante sur flx,...,l}.---.luu

la démonstration du (ii).

Par construction, le morphisme canonique &3' — .@L'Q Rat, a Qg+ est un iso-
morphisme de .@g'q-modules. Cet isomorphisme induit donc un isomorphisme .@;,Q-
linéaire :

-1 ' ~ =1
8®ay Gz = EQg (Bxq Bay,  Gz)-
La question est maintenant de savoir si cet isomorphisme est 9&.’Q(oo)-linéaire, puisque

les deux complexes sont des complexes de QL,,Q (co)-modules a gauche. Cette vérification
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est locale et on se raméne finalement au cas ou § = @},Q(oo). Dans ce cas, les deux mod-
. . 1 ~ =1 t d , 1
ules se plongent respectivement dans j.(2% q(«) Rat, Y ) et dans j.(Da q() Oat,
(.@;'Q ®gt %)) La question se raméne donc a une question sur ¥, qui est alors
”lq

claire, puisque en restriction a ¥, les faisceaux @tz’q(oo) et @Tg:yq(oo) coincident. Pour

conclure, il suffit de remarquer que le module 6 @4t a (Q&,Q Qat @7 1) est un
» *1.Q
@L.Q(oo)-module cohérent puisque & est cohérent d’apres (ii) et qu’il est isomorphe

28 ®g1 @z. Ce complexe étant le complexe qui calcule D(%), cela montre le (i).
¥'Q

En utilisant que tout 9*,;'Q(co)-module cohérent admet une résolution par des

@fx'q(oo)-modules libres de rang fini, on en déduit immédiatement le corollaire qui suit.

4.4.2.5 Corollaire. Soit # € Dgoh(gfx'q(w)), alors
Da(N'Lrdgy, pih) € Deok(Phe (=)
Construisons maintenant ’homorphisme : $ — Z.

4.4.2.6 Lemme. Si 4 € Dgo,,(gg,q(oo)), il eziste un isomorphisme canonique :

o (Roomgy, ()N LB A, 9y (=) 81, ) Pral)

{
Roomay, (VL0871 Py o()

La fleche est claire. D’aprés 3.3.4.1, tout complexe de D';‘,,‘(@;’Q(m)) admet une
résolution par des @;,Q(oo)-modules libres. Comme les foncteurs considérés sont way-
out, il suffit de montrer 1’assertion dans le cas de .4 = @L:'Q(co), placé en degré zéro.
De plus, il suffit de travailler localement sur un ouvert # ;. D’apres 4.4.2.4, le complexe
S"[2 — 2N] calcule p. (R.%’omgtz 'q (oo)( ,\!g,rép!l@tx-'q(oo),@;-'Q(oo))). D’autre part,
le complexe R#omgy 'Q(w)(A’_?«@P!l@tx'q(oo),QL'Q(N)) est calculé par le complexe
S°[2 — 2N]. Or, il est évident que 5™ ®gt’ s () @qu(oo) ~ §°, d’ou le lemme.

4.4.2.7 Proposition. Il eziste un morphisme canonique de foncteurs : F— ZF.

Démonstration. Soient # € D%, (Dl q(w)) et 4 = N'Zx Ba, . py#. 1l existe un

morphisme canonique :

(p-Romgy, (8, Dl o), Pria())
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Par adjonction, ce dernier complexe est isomorphe a :

R¥7 t L t t
OMal, q(w) (p.R.%’omgg!,Q‘m)(@, P2q(~)) ®9;:,q(°°) Pz,q(), @ZQ(‘”)) ’

et donc encore &

poRFomay, oy (RIomay (8, Dy o)), Pl ()

d’apres le lemme précédent. En utilisant I'isomorphisme de bidualité, on en déduit

finalement une fleche
Roomg, ) (P RHOmgy (4, D (), By qle)) — ped.
Par définition, nous avons 1’égalité :
Dg:Op-ODg(g) = R.%”omg;"q(oo) (pawomgt".q(m)(g, @L'Q(OO)) ® (-:’ZJ, @LI,Q(OO)) ®(:);1.

La méme remarque qu’i la fin de 4.4.2.4 montre que ce dernier complexe est
en fait isomorphe au complexe analogue tensorisé non pas par Wy' mais par Q.
On se réfere alors a [19] pour voir que ce complexe est finalement isomorphe
a R.%"omg; 1 o) p.R&?omgtz 'Q(oo)(‘J,th’Q(oo)), 9;.,Q(oo)). Tout cela permet de

définir un homomorphisme :
Dﬂ" O p. 0 Dﬂ'(g) st P-g,

En appliquant pj, et en composant avec le morphisme de foncteurs pj, o p. — py4 on

trouve le morphisme cherché.
4.4.2.8 Théoréme. Il eziste un isomorphisme canonique : F;, — F.

Démonstration. Puisque &, et & sont deux foncteurs way-out, et que tout complexe
de Dg,,,(.oz‘;r'a(oo)) admet une résolution par des QQ'Q(oo)-modules libres de type fini,
il suffit de montrer I'énoncé dans le cas oti 4 est le complexe réduit & @fx'q(oo), placé
en degré zéro.

Comme le module & défini en 4.4.2.4 est un QL.Q (e0)-module cohérent, il résulte du

théoréme de dualité globale (cf 5.6.2 de [19]) qu’il existe un isomorphisme canonique :

F(Dlyq(=)) = P2 D2p.Da(Z:Bgq 7P (=)
Dgp;+p-D!(21r®at,'qpi@tx"q(oo))..

iR
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Considérons maintenant les modules DY, o o0) €t DYy q(e). Sur un ouvert
¥e—2'Q Q
W; ; dont les coordonnées sont notées (z})1<i<n et (¥i)1<i<n, on dispose une résolution

9;_,,,Q(oo)-linéa.ire (3 droite) :

N
oo Bhgle) = Dhigle) — Dl o qle) — 0
(R) - 2.’ azﬁlji"

ot la dernicre fleche est : P — 1 - P. On dispose d’une résolution analogue

pour @Z‘,,*_z'q(oo), de sorte que ’homomorphisme canonique : @L‘_g,'q(oo) ®;, ()
*.Q

@L‘Q(m) - @;y’_y’q(oo) est un isomorphisme. Si A € D';ah(@;_.,Q(oo)), par la formule

d’associativité du produit tensoriel, on en déduit que

t L ~ ot L
9@!.—2",Q(°°) ®Q;',Q(°°) M~ @gc—f,Q(OO) ®9'g,q(°°) -/ﬂ,

et finalement que pyy# = py, p..#. 1l en résulte I'isomorphisme canonique :
F(Dly q(=)) = quP2+Dz(-ﬁf«@a;’qp'l@&,q(oo)).

Nous avons déja vu que le complexe C", introduit en 4.4.2.1, calcule le complexe
D g(A‘2,®pi@x'Q(m)[2 N]). Le méme raisonnement qu’en 4.3.2.7 montre alors que
le complexe pa4 D 2( A!.Sé’,@a,’ o pl@x’q(w)[z N1) est calculé par le complexe

N
0= p2u(Dly (o)’ = -or = Pru(Dly o)) (P) = .. = P Dy (=) — O,

placé en degrés allant de —2N a —N. La différentielle d’, de ce complexe est donnée par

E(Pf) = S =1 Po(=0y + 72 fir, v i

=1

Toujours comme en 4.3.2.12, en raisonnant avec les opérateurs I} = —0,, + 7z, on
voit que ce complexe est acyclique en degrés différents de —N et que le terme de degré
—N est un 2% q(e0)-module & gauche isomorphe a 24, (). En passant au dual, on
en déduit que Fi(Dly q(=))[2 — N] est un 24, .q(c0)-module isomorphe a 2, qle) s
notons-le ¢/ (@ q(=)). Ce module est placé en degre zéro et ’lhomomorphisme canon-
ique 9’-(@ Q(oo)) — .9'(935 q()), décrit explicitement par les résolutions construites
en 4.4.2.4, induit un homomorphisme de modules t'(D' Q) — (DY qle)) (avec la
notation introduite 4 la fin de la démonstration de 4.3.2.14), qui envoie 1 sur 1 et induit

un isomorphisme. Ceci achéve la démonstration du théoreme.
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