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Exercice 1.

(a) et (b)

Les énoncés sont vrais. On montrera 1'énoncé (b) qui implique (a). Soit P € K[X] un
polynoéme irréductible possédant une racine o € L. Pour a € K* le coefficient dominant
de P, on a P = aP, ou P, est le polynéme minimal de « sur K. Il suffit de montrer que
P, est décomposé sur L et cela résulte du théoreme 3.12 du cours.

L’énoncé est vrai. Supposons que K est de caractéristique 0 et que tout polynéme irréduc-
tible P € K[X] qui posséde une racine dans L est décomposé sur L. Soient aq,...,a, € L
tels que L = K(aq,...,ay). Pour chaque 4, notons P; le polynéome minimal de a; sur K.
L’hypothese implique que chaque P; est décomposé sur L. Comme K est de caractéristique
0 et P; est irréductible sur K, on a pged(P;, Ox P;) = 1, donc les racines de P; dans L sont
simples. Supposons que P; et P; ont une racine commune 3 € L. Alors P; est le polynome
minimal de 3 sur K et il en est de méme pour P; et il résulte que P; = P;. Cela implique
que si P; # P;, alors P; et P; n’ont aucune racine commune dans L.

Soit P le produit des P; distincts. Alors P est décomposé sur L a racines simples. Comme
L=K(ay,...,a), c’est un corps de décomposition de P sur K. D’apres le théoréme 3.14
du cours, L/K est une extension galoisienne.

Exercice 2.

(a)

On a vu dans la proposition 4.6 du cours que L est un corps de décomposition de P(X) =
X% — 1 sur Q et comme pged(P,dxP) = 1 cela implique que L/K est une extension
galoisienne. L’ensemble pg C L* C C* des racines de P est un sous-groupe (multiplicatif),
isomorphe au groupe additif Z/9Z donc Gal(L/Q) s’identifie & un sous-groupe de

AU-tgroupes (MQ) = AUtgroupes (Z/QZ) = (Z/QZ)X .

—2im/9 — =1 € L, la conjugai-

Notons ¢: C — C la conjugaison complexe. Comme c(w) = e
son complexe ¢ est un automorphisme Q-linéaire de C envoyant L dans L. Le degré [L : Q]
étant fini, ¢ se restreint & un Q-automorphisme de L, autrement dit ¢/, € Gal(L/Q). D’une
part ¢, # idp car ¢(w) # w et d’autre part ¢® = id donc (¢)z)?* =idy et ¢y, est d’ordre 2.
Notons j = e?™/? = w3 Onaa® = (WH+w )P =w? +3w+3w  +w 3=+ 1 +3a
donco® —3a+1=5+;5"1+1=0.

Comme L/Q est un extension galoisienne, on a [L : Q] = |Gal(L/Q)| et le dernier groupe
est isomorphe & un sous-groupe de (Z/9Z)*. Comme |(Z/9Z)*| = 6, cela implique que
[L : Q] divise 6. D’apres la question (b), le groupe Gal(L/Q) contient un élément d’ordre
2, donc [L : Q] est divisible par 2. Les seules racines rationnelles possibles du polynéme



(2)

X3 —3X +1 sont £1, donc ce polynoéme de degré 3 n’a pas de racine dans Q et il s’ensuit
que X3 —3X +1 est irréductible sur Q. On conclut que [Q(«) : Q] = 3 et comme Q(a) C L
il résulte que [L : Q] est divisible par 3.
En résumant, le degré [L : Q] divise 6 et il est divisible par 2 et par 3 donc [L : Q] = 6.
Comme |Gal(L/Q)| = |(Z/9Z)*| = 6 on a Gal(L/Q) = (Z/9Z)* d’apres ce qui précede.
La racine de 'unité w est une racine du polynoéme

X9-1
X -1

Comme w est de degré 6 sur Q il s’ensuit que ®g est le polynéme minimal de w sur Q.

= X%+ x3+1.

Dy(X)

Le groupe (Z/9Z)* est engendré par 2 donc cyclique d’ordre 6. Les sous-groupes sont 1,
{£1}, {1,4,7} et (Z/9Z)*. Le corps L contient donc 4 sous-corps, de degrés 6, 3, 2 et 1
sur Q. Il ne peut s’agir que de L, Q(«), Q(j) et Q respectivement.

Le corps Q est contenu dans tous ces sous-corps, qui sont a leur tous contenus dans L. Ce
sont les seules inclusions entre les corps en question.

Le groupe de Galois Gal(L/Q) = (Z/9Z)* est commutatif donc tout sous-groupe est dis-
tingué. Cela implique que tous les corps intermédiaires sont galoisiennes sur Q.

Exercice 3.

(a)

(b)

Les hypotheses impliquent que [L : K| = 6. On a Gal(L/K) = Sz et comme {(1),(1,2)} C
S3 est un sous-groupe d’ordre 2, le groupe de Galois Gal(L/K) contient un sous-groupe
d’ordre 2. L’extension M C L de K correspondant vérifie [L : M| =2 donc [M : K] = 3.
Soit M C L une extension de K avec [M : K| = 3. D’apres la correspondance de Ga-
lois, M correspond & un sous-groupe de d’ordre 2 de Gal(L/K). Dans l'isomorphisme
Gal(L/K) = S3 ce sous-groupe correspond a un sous-groupe de la forme {id,7} pour
T € S3 une transposition. Comme {id, 7} C S3 n’est pas distingué, Gal(L/M) C Gal(L/K)
n’est pas distingué non plus, donc M/K n’est pas une extension galoisienne.

Comme K # K(a) C M, le degré [K(a) : K] divise 3 et est différent de 1. Il en résulte que
[K(a): K] =3, donc « est de degré 3 sur K, ainsi que son polynéme minimal P.
L’extension L/K est galoisienne et o € L. D’apres le théoreme 3.12 du cours le polynéme
minimal P de «a sur K est décomposé sur L et a racines simples. Ce dernier fait implique
que pged(P,0xP) = 1.

On vient de voir que P est décomposé sur L. Supposons que N C L est une extension de
K sur laquelle P est décomposé. Alors o € N donc M C N C L et le fait que [L: M] =2
donne N =M ou N = L. Si N = M, alors M est un corps de décomposition de P sur K.
Comme P vérifie pged(P, dx P) = 1, cela implique que M /K est une extension galoisienne,
en contradiction avec la question (b). On a donc N # M d’ou N = L et cela montre que
L est un corps de décomposition de P sur K.

Outre les hypotheses de I'exercice, on doit supposer que car(K) # 2. Supposons que le
discriminant de P soit un carré. Alors le degré d’un corps de décomposition de P sur K est
égal & 3 d’apres l'exercice 4.2. C’est une contradiction car [L : K] = 6, donc le discriminant
de P n’est pas un carré.



