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Exercice 1.

(a)

(b)

(d)

L’extension K C L est de degré |S,| = n! d’apres le théoréme 3.8 du cours et
galoisienne d’apres le corollaire 3.9.

Les polynome symétriques élémentaires sont invariants par les permutations des va-
riables et appartiennent donc & K = L. Cela implique que K’ = k(o1,...,0,) C
L.

On a A(T) = [[1(T — X;) donc A est décomposé sur L. Si A est décomposé
sur un sous-corps L' C L, alors ses racines X1,..., X, appartiennent & L’ donc
L =k(Xy,...,X,) C L et par conséquent L' = L.

On a vu en TD qu'un corps de décomposition L de A sur K’ est de degré divisant
(deg A)! = n! donc [L : K'] <nl.
Ona[L:K'|=[L:KJ|K:K']ou(n!)K:K|=[L:K]<n!donc [K:K'|=1,
autrement dit K = K’.

Exercice 2.

Montrons d’abord que P est irréductible (méme si ce n’est pas demandé).

Il est clair que X6 + X3 +8 = (X? + X + 2)® dans F3[X]. Pour montrer que c’est
la factorisation de X6 + X3 + 8 sur Fs, il suffit de montrer que X2 + X + 2 est
irréductible dans F3[X]. Une vérification triviale montre que X2 + X + 2 n’a pas
de racine dans 3 et comme ce polynome est de degré 2, cela implique qu’il est
irréductible.

De méme, on a évidement X6 4 X3 +8 = (X3 —2)(X3 —4) dans F;[X]. On vérifie
encore sans difficulté que les polynomes X3 — 2 et X3 —4 n’ont pas de racine dans
F7 et, étant de degré 3 chacun, sont donc irréductibles sur F7. On a trouvé la
factorisation de X% + X3 + 8 sur Fy.

Supposons que P est réductible sur Q. Alors P est également réductible sur Z donc
on peut écrire P = Q1Q2 ou 1 < deg(Q1),deg(Q2) < 6. On peut supposer @)1 et
Q)2 unitaires. En prenant les classes dans F7[X] on trouve que deg Q; = deg Q; et
P = Q1Q- dont il résulte que Q1 = X3 —2 et Q2 = X3 —4 (ou réciproquement). En
tout cas, si P est réductible, alors ses facteurs irréductibles dans Z[X] sont de degré



3. En prenant la réduction modulo 3 de la factorisation P = (Q1Q)2, on constate
que, dans F3[X], le produit Q1Q2 et le produit de trois polynéme irréductibles de
degré 2. Cela est impossible, car un des facteurs doit alors diviser Q; et le quotient
est un facteur de P de degré 1, mais P ne possede pas de tel facteur.

Comme I’hypothese que P soit réductible sur Q meéne a une contradiction on a

montré que P est irréductible.

Evidemment
P(a) = P(ja) = P(j%a) = (-1 +iV31)/2)% + (-1 +iV31) /2 +8 =0
et aussi
P(B) = P(jB) = P(528) = 2°a 0 + 23073 + 2> = 8a 708 + a® + %) = 0
donc o, jo, j%a, 3,73, 723 € N sont des racines de P. Comme
o’ = (ja)’ = (%)’ = (-1 +V31)/2 # (-1 - iV31)/2 = 3° = (jB)’ = (°B)°

les 6 racines de P trouvées ainsi sont distinctes et P étant de degré 6 il est
décomposé dans N[X].

Si N € N est un sous-corps tel que P est décomposé sur N, alors «, ja € N’
donc j € N’ ce qui implique que N = Q(j,«) C N’ d’ou finalement N = N’. Cela
montre que N est un corps de décomposition de P sur Q. La caractéristique est
nulle donc il résulte du théoreme 3.14 du cours que IV est une extension galoisienne
de Q. Le corollaire 3.15 implique que N/K est également galoisienne.

On a Q(j) = Q(iv3) et Q(a?) = Q(iy/31). Comme il n’existe pas d’éléments
a,b € Q tels que (a + biv/3)? = =31, on a iv/31 & Q(iv/3) donc

[Q(j, e®) : Q] = [Q(iV3,iv/31) : Q] = [Q(iV/3,iv/31) : Q(iv3)][Q(iV3) : Q] = 4.

L’inclusion Q(j, @®) C N implique que [N : Q] est divisible par 4.

Comme P est irréductible sur Q, on a [Q(«) : Q] = 6 et il comme Q(a) C N
s’ensuit que [N : Q] est divisible par 6. Etant divisible par 4 et par 6, le degré
[N : Q] est méme divisible par 12.

D’autre part, « est une racine de P € Q(j)[X] donc [N : K] < 6 et la suite des
inclusions Q € K C N montre que [N : Q] =[N : K|][K : Q] =2[N : K] < 12. On
sait déja que [N : Q] est divisible par 12 donc on a [N : Q] = 12 et par conséquent
[N : K] =6.



()

Comme [N : K| =6 = deg(P) et P(«) = 0, le polynéme P est le polynéme minimal
de a sur K. L’extension N/K est galoisienne donc I’action de H = Gal(N/K) sur
les racines de P est transitive. Le fait que ja et 3 sont des racines de P implique
qu’il existe p,o € H tels que p(a) = ja et o(a) = S.

On a o?(a) = o(B) = 0(2a7!) =20(a) 1 =271 =220 1)1 = o

Notons que N = K(«) donc un automorphisme h € H de N est déterminé par
h(a). En particulier 02 = idy car 02(a) = a tandis que o # idy car o(a) = 3 # a.
Concernant p, on a p?(a) = j%a # a donc p? # idy, mais p?(a) = a donc p? = idy.
On a montré que o et p sont d’ordre 2 et 3 respectivement. Il résulte que H' = (p)
est un sous-groupe de H d’ordre 3 et que o ¢ H'. Cela implique que H' C H et
oH' C H sont disjoints et comme |H'| = |cH'| =3 ona H = H' UcH’, ce qui
montre que H = (p, o).

On a po(a) = p(B) = p2a~") = j°B et op(a) = o(ja) = jo(a) = jB donc
po # op. Le groupe H est donc non-commutatif d’ordre 6 et il résulte que H = Ss.

Exercice 3.

(a)

On a N = Q(j, a) donc il suffit de montrer que j € N et @ € N. Pour j = j2 c’est
évident. Comme P € Q[X]| on a P(a) = P(a) = 0 et comme N est le corps de

décomposition de P dans C cela implique que & € N.

Comme la conjugaison complexe est un automorphisme de C d’ordre 2 et 7 est sa
restriction & N on a 72 = idy. Comme 7(j) # j on a 7 # idy donc T est d’ordre 2.

On a |af® = |a®| = |(=1+iv/31)/2| = V8 donc |a| = v/2 et par conséquent aa = 2.
Il s’ensuit que 7(a) = & = 2a~! = 3.
On a

pr(e) = p(B) = 3’8 et Tp(a) =7(ja) = j°B

donc le fait que N = Q(j, ) implique que pT = p7. De méme

or(a)=0c(f)=a et To(la)=7(0)=«

donc o7 = T0.

Le groupe H est engendré par o et p donc la partie précédente implique que
7h = ht pour tout h € H. L’identité commute avec tout les éléments de G donc



sh = hs pour tous s € {id,7} et h € H. Pour (s, h),(s',h') € {id, 7} x H on a alors
f((s,h)(s' ")) = f(ss',hh)) = ss’hh’ = shs'h' = f((s,h))f((s',1)). Cela prouve
que f est un morphisme de groupes.

Supposons que f((s,h)) = idy. Alors sh(j) = j et comme h(j) = j cela implique
que s = idy. Mais cela implique que idy = sh = h donc (s,h) = (id,id) et on
a montré que f est injectif. Comme N/Q est une extension galoisienne de degré
[N : K][K : Q] = 12, le groupe G est d’ordre 12, le méme ordre que celui de
{id, 7} x H. Le morphisme injectif f est donc également surjectif.

L’intersection M = N N R est I’ensemble des éléments de N qui sont invariants
pour la conjugaison complexe et comme 7 est la restriction a N de la conjugaison
complexe, M est I’ensemble des éléments de N qui sont invariants par 7. Cela
montre que M = NUd7}

Sous la correspondance de Galois, M correspond & {id, 7} C G. On vient de mon-
trer que G = {id, 7} x H donc {id, 7} est un sous-groupe distingué de G, ce qui im-
plique que M /Q est une extension galoisienne. En outre Gal(M/Q) = G/{id, 7} =
H = Ss3.

Il y a une bijection entre 1’ensemble des sous-corps de M et I’ensemble des sous-
groupes de S3. Un sous-corps M’ C M avec [M' : Q] = d’ correspond & un sous-
groupe de S3 d’ordre 6/d’. Le groupe S3 a un sous-groupe d’ordre 1, trois sous-
groupes d’ordre 2, un sous-groupe d’ordre 3 et un sous-groupe d’ordre 6. Tous ces
sous-groupes sont distingués sauf ceux d’ordre 2.

Le corps M contient donc un sous-corps M’ avec [M’ : Q] = 1 (c’est Q), un
sous-corps M’ avec [M' : Q] = 2, trois sous-corps M’ avec [M': Q] = 3 et un sous-
corps M’ avec [M': Q] = 6 (c’est M). Un sous-corps M’ C M est une extension
galoisienne de Q si et seulement si le sous-groupe correspondant de S3 est distingué
donc tous les sous-corps ci-dessus sont des extensions galoisiennes de Q sauf les
extensions de degré 3.



