
Pŕesentation des travaux scientifiques

Introduction

Ce document a pour but de donner une vue d’ensemble du contexte et des prin-
cipaux ŕesultats de mes travaux, en particulier les articles reproduits dans le dossier.
Quoiqu’il s’agisse d’un travail original, je n’ai pas inclus de discussion sur le mémoire
[25], rédiǵe sous la direction de J. H. M. Steenbrink en vue de l’obtention du diplôme
« doctoraal».

Le premier article dont le contenu est exposé dans ce ŕesuḿe est [5]. Celui-ci trouve
son origine dans le sujet de recherche (la conjecture de Coleman exposée dans la sec-
tion 2) qui m’́etait propośee par mon directeur de thèse F. Oort. La principale raison
d’inclure cet article, relativement peu lié au reste de mon travail, dans ce résuḿe, est
le fait que celui-ci a joúe un r̂ole important dans l’orientation de la suite de mes re-
cherches,̀a commencer par ma thèse de doctorat [26].

Mes travaux depuis la thèse concernent deux domaines assezétroitement líes. Il
s’agit d’une part de la th́eorie des varíet́es de Shimura et des questions arithmétiques
les concernant, notamment des questions de construction de modèles en caractéristique
mixte. Pour cette raison, je donne, dans la section 1, un aperçu de la théorie des varíet́es
de Shimura. La section 3 traite mon travail touchantà la construction de modèles en
caract́eristique mixte. Dans la section 7 on trouve uneétude d́etaillée de familles de
variét́es ab́eliennes paraḿetŕees par des variét́es de Shimura construites par Mumford.
Dans chaque cas, les résultats trouvent des applications dans le deuxième domaine
concerńe par mes travaux.

Ce deuxìeme domaine de recherche concerne l’étude de représentations̀-adiques
du groupe de Galois absolu d’un corps de nombres, et plus particulièrement des repré-
sentations provenant de la cohomologie`-adique de varíet́es ab́eliennes. D’une part,
on consid̀ere, dans les sections 4 et 8, comment on peut déduire certaines propriét́es de
bonne ŕeduction et de ŕeduction ordinaire d’une variét́e ab́elienne des propriét́es des
repŕesentations galoisiennes associées. D’autre part, on peut utiliser des variét́es de
Shimura pouŕetudier des questions concernant les représentations galoisiennes elles-
mêmes. Cette d́emarche porte surtout ses fruits si l’on considère des problèmes faisant
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intervenir les groupes de Mumford–Tate des variét́es ab́eliennes en question.
Mes derniers travaux, exposés dans les sections 9 et 10, concernent une conjec-

ture de Fontaine et Mazur. Ceux-ci ont conjecturé qu’une repŕesentation galoisienne
avec certaines propriét́es de bonne réduction provient d’un groupe de cohomologie
étale d’une varíet́e alǵebrique. Dans une première pŕepublication d́edíee à ce sujet,
je construis des représentations avec les propriét́es en question et je montre qu’elles
viennent effectivement de variét́es alǵebriques. Un deuxième travail, encore en cours,
vise à vérifier des conśequences« motiviques» de la conjecture de Fontaine et Ma-
zur. Les premier ŕesultats ont tendancèa confirmer la conjecture ou certains des ces
corollaires.

1 Vari étés de Shimura

Même si l’́etude moderne des variét́es de Shimura d́ebute avec les travaux de Shi-
mura, certaines de ces variét́es ontét́e étudíees depuis beaucoup plus longtemps. Par
exemple, la droite affineA1 surQ est le mod̀ele canonique (sur le corps des rationnels
Q) d’une varíet́e de Shimura. En tant que variét́e analytique,C = A1(C) est le quotient
du demi plan de Poincaré H = {τ ∈ C | imτ > 0} par l’action du groupe arithḿetique
SL2(Z) par homographies, (

a b
c d

)
: τ 7→ aτ +b

cτ +d
.

La fonction modulairej : H → C correspond̀a la projection canonique. On constate
que le quotient (analytique) deH par l’action de SL2(Z) est l’espace analytique des
points complexes d’une variét́e alǵebrique quasi-projective surC et que cette variét́e
algébrique poss̀ede un mod̀ele sur un corps de nombres, en l’occurence le corps des
rationnelsQ.

Dans ce cas classique, l’existence d’une structure (par ailleurs peu canoniqueà
premìere vue) deQ-variét́e sur le quotient SL2(Z)\H semble assez triviale. Pourtant
cette structure cache une interprétation arithḿetique extr̂emement riche, en terme de
modules de courbes elliptiques. Pourτ ∈H, on consid̀ere la courbe elliptiqueEτ surC
définie parEτ(C) = C/(Z +Zτ). Par courbe elliptique surC, on entend ici une courbe
algébrique projective et lisse surC de genre 1 etEτ(C) désigne l’espace analytique de
ses points̀a valeurs dansC. La valeur j(τ) est l’invariant modulaire de la courbeEτ,
c’est-̀a-dire que, siEτ peutêtre donńee par l’́equation affiney2 = 4x3−g2(τ)x−g3(τ),
alors

j(τ) =
1728g2(τ)3

g2(τ)3−27g3(τ)2 .
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Il est bien connu queEτ ∼= Eτ′ si et seulement sij(τ) = j(τ′), ce qui implique que la
variét́eA1 est un espace de modules (grossier) pour les courbes elliptiques. La structure
deQ-variét́e donńee ici est la seule avec la propriét́e que si la courbeEτ/C admet un
mod̀ele sur un corpsK ⊂C, alors j(τ) ∈ A1(K). Ceci donne un sens au fait queA1 est
le mod̀ele canonique surQ de la varíet́e SL2(Z)\H.

La théorie des varíet́es de Shimura ǵeńeralise cet exemple. SoitH un domaine
hermitien syḿetrique et soitΓ un groupe arithḿetique agissant proprement disconti-
nument surH. Un th́eor̀eme de Baily et Borel (voir [2]) implique que le quotientΓ\H
est alors l’espace analytique associé à une varíet́e quasi-projective surC. Shimura (voir
exemple [44] et [45]) a montré, pour beaucoup de ces variét́es, l’existence de modèles,
dits canoniques, sur des corps de nombres.

Dans la suite, on utilisera le langage de Deligne, exposé dans [6] et [8], pour donner
une esquisse de la théorie. Pour cela, soitS= ResC/R Gm la restriction de scalaires du
groupe multiplicatif, donc le groupe algébrique surR tel queS(A) = Gm(A⊗R C)
pour toutR-algèbreA. On notez et z̄ les caract̀eres (complexes) deS. Soit G un
groupe alǵebrique ŕeductif surQ, soit G(R)+ la composante connexe (topologique)
de G(R) et soitX uneG(R)+-classe de conjugaison de morphismesS→ GR. Via la
repŕesentation adjointe deG sur Lie(G), tout élémenth ∈ X définit une structure de
Hodge sur Lie(G)R et, commeX est une classe de conjugaison, le type de cette struc-
ture de Hodge ne d́epend pas deh. On dit que(G,X) est unedonńee de Shimurasi

(S1) touth ∈ X induit une structure de Hodge de type{(−1,1),(0,0),(1,−1)} sur
Lie(G)R,

(S2) l’involution int(h(i)) induit une involution de Cartan deGad
R et

(S3) le groupeGad n’admet pas de facteur surQ sur lequel la projection deh soit
triviale.

La condition S2 veut dire que le tordu deG correspondant̀a l’involution int(h(i)) est
compact. Sous les conditions S1–S3,X est naturellement munie de la structure de
domaine hermitien syḿetrique. Ŕeciproquement, tout domaine hermitien symétrique
peutêtre obtenu comme une classe de conjugaison de morphismes deSdans un groupe
algébrique surR.

SoientA l’anneau des ad̀eles etA f l’anneau des ad̀eles finis deQ. Pour tout groupe
compact ouvertK ⊂G(A f ) on pose

KMC(G,X)(C) = G(Q)\
(
X× (G(A f )/K)

)
.

C’est un espace analytique qui est la réunion disjointe de quotients du domaine her-
mitien syḿetriqueX par des sous-groupes arithmétiques deG(Q). Le th́eor̀eme de
Baily–Borel cit́e plus haut implique alors queKMC(G,X)(C) est l’espace analytique
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des points complexes d’unC-sch́ema quasi-projectifKMC(G,X) (ce qui justifie,̀a pos-
teriori, les notations utiliśees).

Pour une donńee de Shimura(G,X) eth∈ X, on d́efinit le cocaract̀ere

µh : Gm,C→GC

commeétant le compośe der : Gm,C→ SC, dual du caractèrez, et dehC : SC→ GC.
La classe de conjugaison deµh ne d́epend que de(G,X) et on d́efinit le corps dual
E(G,X) commeétant le corps de d́efinition dansC de cette classe de conjugaison. Le
mod̀ele canonique de la variét́e de ShimuraKMC(G,X) est un mod̀ele sur le corps dual
E(G,X) vérifiant une condition arithḿetique.

Pourénoncer cette condition, on considère d’abord le cas particulier où le groupe
G = T est un tore. Dans ce cas, la classe de conjugaisonX est ŕeduità un pointh et les
variét́es de ShimuraKMC(T,{h}) sont finies. Eńecrivant simplementE pour le corps
dual E(T,{h}) et en utilisant le morphismeµ = µh : Gm,E → TE défini ci-dessus, on
définit

E∗
Resµ−−−→ ResE/Q TE

NE/Q−−−→ T,

où E∗ désigne le groupe algébrique ResE/Q Gm et Resµ est le morphisme obtenu par
restriction de scalaires̀a partir deµ. Comme la th́eorie des corps de classes fournit
un isomorphismeλ : Gal(Q/E)ab→ π0(E∗(Q)\E∗(A)), on en d́eduit, pour tout sous-
groupe compact ouvertK ⊂ T(A f ), un morphisme

KrE(T,{h}) : Gal(Q/E)ab→ T(Q)\T(A f )/K,

défini parλ−1 et le compośe NE/Q ◦Resµ. Ceci induit une action de Gal(Q/E) sur
la varíet́e finie KMC(T,{h}), la munissant de la structure deE-sch́ema (fini). Tout
ceci est fonctoriel enK et on obtient ainsi le système des mod̀eles canoniques des

KMC(T,{h}).
Retournons au cas géńeral de la varíet́e de ShimuraKMC(G,X). Un mod̀ele ca-

noniquede cette varíet́e est un mod̀ele KM(G,X) de KMC(G,X) surE(G,X) avec la
propríet́e que, pour tout morphisme de données de Shimura(T,{h})→ (G,X) avecT
un tore, les morphismesKT MC(T,{h})→ KMC(G,X) se descendent sur le composé
E(G,X)E(T,{h}). Notons ici que les points deKM(G,X) qui sont dans l’orbite sous
l’action deG(A f ) par correspondances de l’image d’un des morphismes

KT M(T,{h})→ KM(G,X)

(pourT variable) sont appelés lespoints sṕeciauxdeKM(G,X).
Il est connu, voir par exemple [6,§5], qu’une varíet́e de Shimura admet,à isomor-

phisme pr̀es, au plus un modèle canonique. Le fait que les points spéciaux d’une varíet́e
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de Shimura forment un sous-ensemble dense (pour la topologie euclidienne) joue un
rôle important dans la d́emonstration de ce fait. L’existence d’un modèle canonique est
connu dans de très nombreux cas, cf. [8].

Soit (G,X) une donńee de Shimura et soitV une repŕesentationQ-linéaire deG.
Tout h∈ X induit une structure de Hodge surV et la condition S2 implique que cette
structure est polarisable. CommeX est une classe de conjugaison, le type de cette
structure de Hodge ne dépend pas deh∈ X. On peut en d́eduire une variation deQ-
structures de Hodge sur les variét́es de ShimuraKMC(G,X)(C).

Un cas particulìerement int́eressant se produit siG admet une représentation sym-
plectiqueV telle que le type commun de ces structures de Hodge est{(−1,0),(0,−1)}.
On obtient alors, pour chaque sous-groupe compact ouvertK ⊂ G(A f ) suffisamment
petit, une varíet́e de Shimura qui peut̂etre consid́eŕee comme espace de modules de
variét́es ab́eliennes, munies de certaines structures supplémentaires. De telles variét́es
de Shimura sont appeléesde type Hodge. Mes travaux concernent uniquement des
variét́es de Shimura de ce type.

Un cas encore plus particulier se produit pour des variét́es de Shimura paraḿetri-
sant des familles de variét́es ab́eliennes de type PEL. Une telle variét́e de Shimura peut
être interpŕet́ee comme espace de modules pour des variét́es ab́eliennes (de dimension
fixe g) munies de structures supplémentaires qui sont purement algébriques,̀a savoir

(P) une polarisation,

(E) une action par un anneau (ou une algèbre) d’endomorphismes et

(L) une structure de niveau (level structure).

Du fait que des structures de type PEL peuventêtre d́efinies sur n’importe quelle base,
des varíet́es de Shimura de ce type peuventêtreétudíes avec des techniques classiques
de ǵeoḿetrie alǵebriques comme celles de Schlessinger [37] et de Mumford [24].

Le premier exemple des variét́es de type PEL est celui où l’anneau d’endomor-
phismes est trivial (ŕeduit à Z) et on trouve alors les espaces de modules des variét́es
ab́eliennes polariśees de dimensiong et munies de structures de niveau. Dans [24], on
trouve la construction de Mumford quiétablit l’existence de ces espaces de modules
Ag,λ,n surQ. Dans le cas des variét́es ab́eliennes principalement polarisées, ońecrira
Ag,n pour l’espace de modules et dans le cas où, en plus, la structure de niveau est
triviale, on le noteAg.

Le fait qu’un espace de modules de type PEL est le modèle canonique de la variét́e
de Shimura correspondant s’ensuit du fait que les points spéciaux correspondent aux
variét́es ab́eliennes de type CM. On utilise la description par Shimura et Taniyama [46]
du comportement des classes d’isomorphie des variét́es ab́eliennes de type CM et de
la torsion de ces variét́es sous l’action du groupe de Galois.

Rappelons que l’on dit qu’une variét́e ab́elienneA définie sur un corpsK estde type
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CM s’il existe un produit fini∏Ei de corps (commutatifs) tel que∑[Ei : Q] = 2dimA
et une injection∏Ei ↪→ End0(AKsep) = End(AKsep)⊗Q.

2 Une conjecture de Coleman

Dans [3], Coleman a conjecturé que pour tout entierg≥ 4 fixé, il n’existe,à iso-
morphisme pr̀es, qu’un nombre fini de courbes algébriques projectives et lissesC sur
C telles que la jacobienne Jac(C) soit de type CM. Dans [5], il est montré que cette
conjecture est fausse pourg = 4 et pourg = 6. Pour les autres valeurs deg elle est,à
ma connaissance, toujours ouverte.

Les exemples donnés dans [5] font apparaı̂tre des varíet́es de Shimura qui sont de
type PEL, donc en particulier de type Hodge. On considère des familles de courbes
projectives et lisses (surC) dépendant d’un ou plusieurs paramètres, par exemple

y5 = x(x−1)(x−λ).

Cetteéquation d́efinit une famille de courbes projectives et lisses de genre 4,C →M,
où M = A1

C\{0,1}. L’application de Torellij : M→ A4 envoieλ ∈M(C) sur le point
j(λ) ∈ A4(C) correspondant̀a Jλ = Jac(Cλ).

CommeC/M poss̀ede un automorphisme d’ordre 5 donné par(x,y) 7→ (x,e2iπ/5y),
on obtient une inclusionQ[ζ5] ↪→ End0(Jλ) pour toutλ ∈ M(C). Ici ζ5 désigne une
racine primitive 5̀eme de l’unit́e. Il s’ensuit assez facilement queM s’envoie dans une
variét́e de Shimura de type PEL et un calcul de dimensions montre quej(M) est en
effet une composante de cette variét́e de Shimura. Les faits que les points spéciaux
sont denses et que ces points correspondentà des varíet́es ab́eliennes de type CM
impliquent alors qu’il existe un nombre infini de courbes complexes de genre 4 dont la
jacobienne est de type CM.

L’exemple donńe ici montre en effet un résultat un peu plus fort que celui exposé ci-
dessus. Pour l’énoncer, on n’a besoin que du fait quej(M) est une composante connexe
d’une varíet́e de Shimura de type PEL. Il est nécessaire d’introduire la structure de
groupe de Serre–Tate sur l’espace de déformations d’une variét́e ab́elienne ordinaire
sur un corps alǵebriquement clos de caractéristique positive. L’article de Katz [18] est
une excellente référence pour cette théorie.

Soientk un corps alǵebriquement clos de caractéristiquep> 0 etA0/k une varíet́e
ab́elienneordinairede dimensiong, ce qui veut dire que le module de Tate

TpA0 = lim
←

A0[pn](k)

est de rangg. Le foncteur des d́eformations deA0 est le foncteur̂AA0, sur la cat́egorie
des anneaux locaux artiniensRavec corps ŕesiduelk, donńe par

ÂA0(R) = {A/Rvariét́e ab́elienne, munie deAk
∼= A0}

/∼= .
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Dans le cas d’une variét́e ab́elienne ordinaire, ce foncteur est strictement pro-représen-
table (dans le sens de Schlessinger [37]) par leW(k)-sch́ema formel

HomZp

(
TpA0⊗TpAt

0,Ĝm

)
.

Ici W(k) est l’anneau des vecteurs de Witt dek, on écrit At
0 pour la varíet́e ab́elienne

duale deA0 et Ĝm est le compĺet́e formel du groupe multiplicatifGm,W(k) le long de

la section unit́e. Cette description dêAA0 implique en particulier que cet espace de
déformations est canoniquement muni de la structure de groupe formel surW(k). Pour
tout anneauR comme ci-dessus, le relèvement deA0 correspondant̀a la section unit́e
de ÂA0(R) est appeĺe le relèvement canoniquede A0. En passant̀a la limite sur les
W(k)/pn, on obtient un sch́ema formel̂Acan

0 surW(k) qui rel̀eveA0. Comme une pola-
risation deA0 se rel̀eveà Âcan

0 , ce sch́ema formel est le complét́e d’un sch́ema ab́elien
Acan

0 surW(k), toujours appelé le rel̀evement canonique deA0. L’anneau des endomor-
phismes deAcan

0 estégalà celui deA0. Dans le cas òu k est une cl̂oture alǵebrique d’un
corps fini, cela implique que le relèvement canonique est de type CM. De façon simi-
laire, on construit des relèvements deA0 sur des extensions cyclotomiques deW(k)
correspondant aux points de torsion deÂA0. Ces rel̀evements, ditsquasi-canoniques,
ont la m̂eme alg̀ebre d’endomorphismes queA0 et sont donc toujours de type CM sik
est une cl̂oture alǵebrique d’un corps fini. Ŕeciproquement, tout relèvement deA0 en
caract́eristique 0 qui est de type CM est un relèvement quasi-canonique.

Supposons que la variét́e A0 soit munie d’une polarisation principaleλ0, comme
c’est le cas pour la réduction de la jacobienne d’une courbe. On peut alors déterminer
le sous-espacêAA0,λ0

de ÂA0 correspondant aux déformationsA de A0 auxquels la
polarisation se relève. Moyennantλ0, on identifie les modules de TateTpA0 etTpAt

0 et
ÂA0 s’identifie alors̀a HomZp(TpA0⊗TpA0,Ĝm). Les ŕesultats de [18] impliquent que

ÂA0,λ0
est le sous-espace des applications symétriques. En particulier, il s’agit d’un

sous-groupe dêAA0.
Pour tout entiern premierà p, l’espace de modulesAg,n des varíet́es ab́eliennes

principalement polariśees de dimensiong et munies d’une structure de niveaun admet
un mod̀ele surZ[1/n], toujours not́e Ag,n. Une varíet́e ab́elienne ordinaireA0, munie
d’une polarisation principaleλ0 et d’une structure de niveau, correspondà un point
a0 ∈ Ag,n(k) et le compĺet́e deAg,n ena0 s’identifieà ÂA0,λ0

. Ce qui pŕec̀ede implique
donc que ce complét́e est naturellement muni de la structure de groupe formel.

Soit M une varíet́e de Shimura de type PEL contenue dansAg,n,Q, ou une compo-
sante connexe d’une telle variét́e de Shimura, et supposons que l’adhérenceM deM
dansAg,n contient le pointa0. SoitE l’algèbre des endomorphismes faisant partie des
structures PEL imposés sur la varíet́e de ShimuraM. Alors tout point deM correspond
à une varíet́e ab́elienneA avecE ⊂ End0(A) et M est l’espace de modules de variét́es
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ab́eliennes principalement polarisées, munies d’une structure de niveau et d’une cer-
taine action deE par isoǵenies (ou une composante d’un tel espace de modules). Le fait
quea0 ∈M (k) implique queA0 estégalement munie d’une action deE. Le compĺet́e

deM ena0 est un sous-schéma formel̂MA0 ⊂ ÂA0,λ0
. Il est clair quêMA0 est contenu

dans le sous-espace deÂA0,λ0
paraḿetrisant les d́eformations deA0 auxquelles l’action

deE se rel̀eve. Les ŕesultats de [18] montrent que ce sous-espace est un sous-groupe
et un calcul de dimensions montre que ce sous-groupe est de la même dimension que

M. Il s’ensuit quêMA0 est ŕeunion finie de translatés de sous-tores formels dêAA0 sur
des points de torsion. On déduit en particulier que pour tout point deM correspondant
à une varíet́e ab́elienneA ayant bonne ŕeduction ordinaire enp, il existe un nombre
infini de points sṕeciaux deM correspondant̀a des varíet́es ab́eliennes avec la m̂eme
réduction modulop queA.

Pour la conjecture de Coleman, ceci a pour conséquence que m̂eme le nombre de
courbes alǵebriques avec réduction modulop donńee et dont la jacobienne est de type
CM parfois infini. La finitude conjecturée n’est donc m̂eme pas vraie localement, au
moins pourg = 4 etg = 6.

3 Linéarité des varíetés de Shimura de type Hodge

Soient, comme avant,(G,X) une donńee de Shimura etM = KM(G,X) le mod̀ele
canonique surE = E(G,X) de la varíet́e de Shimura associé à un sous-groupe compact
ouvertK ⊂G(A f ). SoientV une repŕesentation deG de type Hodge{(−1,0),(0,−1)}
donnant une applicationM→ Ag,n,E etM l’adhérence deM dansAg,n,OE . On vient de
voir que, si la famille de variét́es ab́eliennes d́efinie par ces donńees est de type PEL,
alors le compĺet́e deM dans un point en caractéristiquep correspondant̀a une varíet́e
ab́elienne ordinaireA0 est la ŕeunion de translatés d’un sous-tore formel dêAA0 (pour
la structure de groupe de Serre–Tate).

Un exemple d̂u à Mumford, donńe dans [23] et ŕesuḿe dans la section 7, montre
qu’il existe des varíet́es de Shimura de type Hodge avec une interprétation modulaire
qui ne soit pas de type PEL. Il est naturel de se poser la question si l’énonće ci-dessus
est vrai pour toutes les variét́es de Shimura de type Hodge. Cette questionétait le
sujet principal de ma th̀ese de doctorat [26] où on trouve une ŕeponse affirmative.
Le théor̀eme suivant, publié dans [29], ǵeńeralise ĺeg̀erement le ŕesultat de ma th̀ese.
Dans l’́enonće,Ag,n/Z[1/n] est l’espace de modules de variét́es ab́eliennes principale-
ment polariśees de dimensiong et munies d’une structure de niveaun, k est un corps
algébriquement clos de caractéristiquep> 0 ne divisant pasn et K est le corps des
fractions de l’anneau des vecteurs de WittW(k).

Théorème. Soient M⊂ Ag,n,E l’image d’une varíet́e de Shimura de type Hodge et
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M ⊂ Ag,n l’adhérence de M comme ci-dessus. Supposons que K′ soit une extension
finie de K et a∈ M(K′) un point tel que la varíet́e ab́elienne A correspondant̀a a a
bonne ŕeduction ordinaire A0 modulo l’idéal maximal. Soit a0 ∈ Ag,n(k) le point cor-

respondant̀a A0. Alors la compĺet́eeM̂A0 deM en a0 contient une unique composante
irr éductible

C ⊂ M̂A0 ⊂ ÂA0
∼= HomZp

(
TpA0⊗TpAt

0,Ĝm

)
contenant a. En plus,C est le translat́e d’un sous-tore formel dêAA0 sur un point de
torsion.

Pour donner une id́ee de la d́emonstration de ce théor̀eme, on a besoin d’une
deuxìeme interpŕetation de la structure de groupe de Serre–Tate. Cette interprétation
repose sur une description donnée par Deligne et Illusie [11] de la structure de la co-
homologie de De Rham de la déformation universelle deA0 surAA0.

SoientR l’anneau des fonctions dêAA0, de sorte queR∼= W(k)[[t1, . . . , tg2]], et soit
R0 = R/(p). En choisissant un isomorphisme

AA0
∼= Ĝg2

m

on obtient un système(qi, j)i, j=1,... ,g decoordonńees canoniquesdansR. On peut choi-
sir l’isomorphisme ci-dessus tel queAA0,λ0

soit donńe par leśequationsqi, j = q j,i , ce
qui pŕesente un avantage esthétique. SoitH le premier groupe de cohomologie de De
Rham de la d́eformation universelle deA0 surAA0. Il est bien connu queH est unR-
module libre de rang 2g, naturellement muni de la structure d’unF-cristal de Hodge
ordinaire de niveau≤ 1. En particulier,H est muni

– d’une filtration de Hodge, notée Fil, de longueur≤ 1,
– d’une connection intégrable∇ : H→ H⊗RΩR/W(k) et,
– pour tout rel̀evementφ : R→ R du frobenius deR0, d’un automorphismeφ-

linéaireF(φ)φ∗ : H→ H.
On a une d́ecompositionH = U ⊕Fil1H telle queF(φ)φ∗ soit inversible surU

pour toutφ et il existe des bases(a1, . . . ,ag) deU et (b1, . . . ,bg) de Fil1H jouissant
des propríet́es de transformation très particulìeres sous∇ et sous lesF(φ)φ∗. Entre
autres, on a∇ai = 0, F(φ)φ∗ai = ai et

∇bi =
g

∑
j=1

a j ⊗dlogqi, j ,

où les qi, j sont les coordonńees canoniques introduites ci-dessus. On ne donne pas
ici la formule pourF(φ)φ∗bi . L’ équation pour les∇bi indique une relation entre la
structure de groupe de Serre–Tate et la structure deH.
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Retournons̀a la varíet́e de ShimuraM, assocíeeà une donńee de Shimura(G,X).
On supposera dans la suite que l’entiern soit assez grand pour queAg,n soit un espace
de modules fin. Il existe alors un schéma ab́elien universelπ : X →Ag,n et la restriction
deX àM porte des classes de Hodge

ξi ∈ H1(XM/M)⊗2ni .

On fixe un nombre fini de telles classes tel queG soit le groupe fixant l’ensemble des
ξi . Les classesξi sont horizontaux pour la connection de Gauß-Manin, appartiennent
au cran Filni pour la filtration de Hodge et sont rationnelles dans tout point deM(C),
c’est-̀a-dire qu’elles appartiennentà la cohomologie euclidienne deXM(C)/M(C) à
coefficients dansQ, cf. la section 5. Les classesξi donnent des classes, notéesξ̂i , dans

HM , la restrictionà M̂A0 du F-cristal H. On a∇ξ̂i = 0 et ξ̂i ∈ Filni HM et on peut
montrer que lesξi se transforment sous frobenius par

F(φ)φ∗ξ̂i = pni ξ̂i ,

pour toutφ.
En utilisant la description duR-moduleH donńee ci dessus, on montre qu’il existe

un sous-sch́ema formel irŕeductible maximalC ⊂ ÂA0 tel que les classes(ξi)a se pro-
longentà des classeŝξi ∈HC avec les propríet́es cit́ees. On montre ensuite queC est le
translat́e d’un sous-tore formel dêAA0 par un point de torsion et que dimC = dimM.
Le théor̀eme s’ensuit.

Signalons que dans [26, 3.2], un algorithme est donné pour d́eterminer leśequa-
tions deC en termes de la structure de Serre–Tate,à partir de la donńee de Shimura
(G,X) définissantM. Ce ŕesultat n’a paśet́e publíe ailleurs que dans ma thèse [26].

Pour terminer cette section, notons que dans [20] and [21], Moonen montre que le
réciproque du th́eor̀eme est́egalement vrai. Si le complét́e d’une sous-variét́e connexe
M ⊂ Ag,n en un point correspondantà une varíet́e ab́elienne ordinaireA0 est le trans-
laté d’un sous-tore formel dêAA0, alors la fibre ǵeńeriqueMQ est une composante
connexe de l’image d’une variét́e de Shimura de type Hodge.

4 Représentations galoisiennes et réduction ordinaire

Un autre ŕesultat de ma th̀ese de doctorat concerne un critère pour qu’une variét́e
ab́elienne sur un corps de nombresK ait réduction ordinaire en un grand nombre de
places deK. Ceci ǵeńeralise un th́eor̀eme d’Ogus [33] affirmant que pour une surface
ab́elienneA/K, il existe une extension finieK′ deK telle que l’ensemble de places de
K′ où AK′ ait bonne ŕeduction ordinaire a densité de Dirichlet́egalèa 1. De tels ŕesultats
sont utiles en vue de la condition de réduction ordinaire présente dans le théor̀eme de
la section 3.
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Avant d’énoncer le crit̀ere, commençons par quelques rappels concernant les repré-
sentations galoisiennes`-adiques associées aux varíet́es alǵebriques et en particulier
aux varíet́es ab́eliennes. Ces rappels seront d’ailleurs utiles dans toute la suite de ce
document.

Soient pour l’instantK un corps quelconque,` un nombre premier diff́erent de la
caract́eristique deK et A une varíet́e alǵebrique surK. On fixe une cl̂oture alǵebrique
K deK et on poseGK = AutK(K). Pour des entiersi et n on peut d́efinir les groupes
de cohomologiéetale deA à coefficients dansZ/`nZ not́es Hi

ét(AK,Z/`
nZ), voir par

exemple [19]. Cette construction est fonctorielle enAK et il s’ensuit queGK agit na-
turellement (et contin̂ument) sur les groupes Hi

ét(AK,Z/`
nZ). Pouri fixe etn variable,

les Hi
ét(AK,Z/`

nZ) forment un syst̀eme projectif et on pose

Hi
ét(AK,Z`) = lim

←
Hi

ét(AK,Z/`
nZ)

et Hi
ét(AK,Q`) = Hi

ét(AK,Z`)⊗Z` Q`. Ainsi Hi
ét(AK,Z`) (resp. Hi

ét(AK,Q`)) est unZ`-
module (resp.Q`-espace vectoriel) muni d’une action continue deGK.

On s’int́eressera particulièrement au cas où A est une varíet́e ab́elienne. Dans ce
cas, la cohomologiéetale`-adique deA estétroitement líee aù -module de TateT̀ A
deA (voir la section 2),́egalement muni de l’action naturelle deGK. On a les isomor-
phismesGK-équivariants

Hi
ét(AK,Z`)∼= ∧

iH1
ét(AK,Z`)

et H1
ét(AK,Z`)∼= HomZ`(T̀ A,Z`). De [27], on cite le th́eor̀eme suivant, qui ǵeńeralise

le théor̀eme [26, 3.3] de ma th̀ese.

Théorème. Soit A une varíet́e ab́elienne de dimension22k sur un corps de nombres
K. Supposons que, pour un nombre premier`, l’adhérence de Zariski G̀de l’image de
la représentation deGK surH1

ét(AK,Q`) vérifie

Lie(G`)∼= c⊕ sl(2)2k+1,

avecc central v́erifiant dimc = 1 et òu sl(2)2k+1 opère surH1
ét(AK,Q`) par le produit

tensoriel des repŕesentations naturelles des facteurs. Alors il existe une extension finie
K′ de K et un ensemble P de places de K′ de densit́e 1 tels que AK′ a bonne ŕeduction
ordinaire en toute place v∈ P.

Pour montrer le th́eor̀eme on choisit d’abord une extension finieK′ ⊃ K suffisam-
ment grande. On considère ensuite l’ensembleP des valuations non-ramifiéesv deK′,
de caract́eristique ŕesiduelle diff́erente dè et de hauteur 1, telles queAK′ a bonne
réduction env et telles que l’image du frobenius env engendre un tore maximal deG`.
Il est connu queP est de densité 1. Il suffit de montrer queAF ′ a ŕeduction ordinaire
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en toute place deP. Soientv∈ P, p la caract́eristique ŕesiduelle env et Frv ∈ GK′ un
élément de Frobenius env. Les valeurs propres de Frv agissant sur H1ét(AK,Q`) sont
des entiers alǵebriques. Il suffit de montrer que, pour une valuationp-adiquew fixé
de Q, la moitié des valeurs propres de Frv sont des unit́esw-adiques. Ceci se fait en
s’inspirant des arguments de [33] et en utilisant les relations (multiplicatives) entre ces
valeurs propres, imposées par la condition surG`.

5 Autour de la conjecture de Mumford–Tate

Certains de mes travaux sont inspirés par la conjecture de Mumford–Tate et pour
d’autres il y aégalement besoin d’introduire la notion de groupe de Mumford–Tate
d’une varíet́e ab́elienne.

SoientK un corps etA une varíet́e alǵebrique propre et lisse de dimensiond surK.
SurA, on consid̀ere le complexe

Ω·A/K =
[
OA/K →Ω1

A/K → ··· →Ωd
A/K

]
.

La cohomologie de De Rham deA est par d́efinition la hypercohomologie de ce com-
plexe (dans la topologie de Zariski), Hi

DR(A/K) = H i(A,Ω·A/K). Les Hi
DR(A/K) sont

desK-espaces vectoriels de dimensions finies. La filtration bêteσ deΩ·A/K par

σ≥p(Ω·A/K)k =

{
0 si k< p
Ωk

A/K si k≥ p

induit la suite spectrale de Hodge

Epq
1 = Hp(A,Ωq

A/K)⇒ Hp+q
DR (A/K),

dont l’aboutissement est lafiltration de HodgeFil· sur la cohomologie de De Rham.
Ainsi on associèa A des groupes de cohomologie de De Rham, munis de la filtration
de Hodge.

Supposons qu’il existe un plongementσ : K → C. Par changement de base, on
obtient une varíet́e AC = Aσ,C sur C et la topologie euclidienne deC induit la topo-
logie euclidienne surAC(C). La cohomologie de Betti, ou analytique, deA (par rap-
port à σ) est la cohomologie du faisceau constantQ pour cette topologie. On la note
Hi

B,σ(A) = Hi(AC(C),Q). Le lemme de Dolbeault affirme que le complexe analytique
assocíe au complexe de De RhamΩ·A/K est une ŕesolution du faisceau constantC sur
AC(C) et on peut en d́eduire le th́eor̀eme de De Rham qui donne un isomorphisme

Hi
DR(A/K)⊗K,σ C∼= Hi

B,σ(A)⊗Q C.
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Si ι désigne la conjugaison complexe, alors il y a un isomorphisme canonique
Hi

B,σ(A) ∼= Hi
B,ισ(A) impliquant que la filtration de Hodge sur Hi

B,σ(A)⊗Q C est op-
pośeeà sa conjugúee complexe. On peut montrer que la suite spectrale de Hodge dé-
géǹere enE1. Cela donne une décomposition

Hi
B,σ(A)⊗C∼= Hi

DR(A/K)⊗σ C =
⊕

p+q=i

H p,q,

où H p,q = Hp(A,Ωq
A/K)⊗σ C. Tout cela fait que, pour toutσ, le groupe de cohomologie

de Betti Hi
B,σ(A) est une structure de Hodge rationnelle de poidsi.

Rappelons de la section 1, leR-groupe alǵebriqueS = ResC/R Gm. La donńee
d’une structure de Hodge sur unQ-espace vectorielH est équivalenteà la donńee
d’un morphisme (de groupes algébriques)h: S→ GL(H⊗R) tel queS(C) opère sur
H p,q par le caract̀erezpz̄q. Le groupe de Mumford–Tatede H est le sous-groupe de
GL(H) engendŕe par l’image deh, autrement dit, le plus petit sous-groupe algébrique
G⊂GL(H) surQ tel queh se factorise parh: S→GR.

Supposons dans la suite queA soit une varíet́e ab́elienne (polariśee), queK soit
algébriquement clos et queσ : K → C soit un plongement. On a alors des isomor-
phismes canoniques Hi

B,σ(A) = ∧iH1
B,σ(A) et Hi

DR(A/K) = ∧iH1
DR(A/K), donc les

H1 déterminent toute la cohomologie deA. On d́efinit le groupe de Mumford–Tate
G = MT(A) deA (par rapport̀a σ) comme celui de la structure de Hodge H1

B,σ(A).
Une deuxìeme interpŕetation du groupe de Mumford–Tate deA sera utile. On

désigne parQ(1) la structure de Hodge surQ de type(−1,−1) et, pour touteQ-
structure de HodgeH, on écrit H(n) = H ⊗Q(1)⊗n. Dans la suite, on simplifie les
notations eńecrivantH = H1

B,σ(A). Uneclasse de HodgesurA (relativement̀a σ) est
unélémentξ ∈H⊗2n(n) de type(0,0). On dit queξ est d́efinie surK si, sous l’isomor-
phisme H1

B,σ(A)⊗Q C∼= H1
DR(A/K)⊗K C, elle appartient̀a H1

DR(A/K)⊗2n(n).
CommeA est suppośee polariśee, on a un accouplement (de structures de Hodge)

〈·, ·〉 : H×H→Q(−1). Cela donne un morphismem: G→Gm tel que le compośe

S
h−−−→ GR

m−−−→ Gm,R

et l’action deGm,Q sur Q par multiplication d́efinissent la structure de HodgeQ(1).
La repŕesentation deG sur H⊗2n(n) que l’on en d́eduit et le morphismeh: S→ GR

donnent la structure de Hodge surH⊗2n(n). Les classes de Hodge surAsont invariantes
par l’action deSainsi d́efinie et par conśequent aussi par l’action deG. On peut montrer
queG est en effet́egal au stabilisateur dans GL(H) des classes de Hodge surA, ce qui
donne une deuxième description du groupe de Mumford–Tate.

Si ξ est une classe de Hodge surA relativement̀aσ et d́efinie surK, alors la conjec-
ture de Hodge implique queξ est la classe d’un cycle algébrique surA défini surK.
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Il s’ensuit que, pour tout autre plongement complexeσ′ : K→ C, l’image deξ par les
morphismes

H1
B,σ(A)⊗2n⊗C∼= H1

DR(A/K)⊗2n⊗σ C⊃ H1
DR(A/K)⊗2n⊂

H1
DR(A/K)⊗2n⊗σ′ C∼= H1

B,σ′(A)⊗2n⊗C

est encore une classe de Hodge. On dit alors queξ est uneclasse de Hodge absolue.
Notons que l’argument donné ici montre que la conjecture de Hodge implique que
toute classe de Hodge est une classe de Hodge absolue même sans supposer queA soit
une varíet́e ab́elienne.

Pour le cas de variét́e ab́eliennes, Deligne [10] a montré cette conśequence de la
conjecture de Hodge. On donne un aperçu de la démonstration, qui consiste a se ra-
mener aux varíet́es ab́eliennes de type CM, pour lesquelles on admettra le résultat. La
réduction au cas CM est intéressante, car elle joue un rôle dans [27] et elle a inspiré
[28].

On fixe un plongementσ : K → C et des classes de Hodgeξi ∈ H⊗2ni (ni) sur A.
SoientG = MT(A) comme avant etX la G(R)+-classe de conjugaison du morphisme
h: S→ GR définissant la structure de Hodge surH = H1

B,σ(A). On peut montrer que
(G,X) est une donńee de Shimura et (après avoir choisi une structure de niveau conve-
nable) on y associe une variét́e de ShimuraM, qu’on remplace par la composante
irréductible contenant le point correspondantà A. Si la structure de niveau est as-
sez fine, la repŕesentation deG sur H détermine une famille de variét́es ab́eliennes
π : X →M. Par construction,A correspond̀a un pointa deM et les classes de Hodge
se prolongent̀a des sections globalesξ̃i des faisceaux(R1πan

∗ Q)⊗2ni (ni) sur M(C).
Comme la valeur ena de chacune desξi est une classe de Hodge, sa valeur en tout
autre point deM(C) est également une classe de Hodge. On choisit alors un point
sṕeciala′ ∈M(C), correspondant̀a une varíet́e ab́elienneA′ de type CM, et on conclut
que, par sṕecialisation, les̃ξi donnent des classes de Hodgeξ′i surA′. En passant̀a un
autre plongementσ′ : K→C et en utilisant le th́eor̀eme (admis) pour le cas des variét́es
de type CM, on conclut que lesξ′i sont des classes de Hodge surA′ relativement̀a σ′.
Les arguments donnés ci-dessus pour le passage deA à A′ permettent de passer deA′

àA et impliquent que lesξi sont des classes de Hodge surA relativement̀a σ′.
Le théor̀eme de Deligne a des conséquences pour les représentations galoisiennes.

Soit ` un nombre premier. La cohomologieétale est invariante par extension de corps
algébriquement clos, d’òu des isomorphismes Hiét(AK,Q`) ∼= Hi

ét(AC,Q`). Avec le
théor̀eme de comparaison entre cohomologieétale et cohomologie de Betti, on obtient
des isomorphismes canoniques Hi

ét(AK,Q`)∼= Hi
B,σ(A)⊗Q`. On d́eduit une inclusion

GQ`
⊂GL(H1

ét(AK,Q`)), où G désigne toujours le groupe MT(A).
Dans la suite on suppose queK soit un corps de nombres. Le groupe de Galois

GK opère sur H1
ét(AK,Q`) et le th́eor̀eme de Deligne implique que, si toutes les classes
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de Hodge (absolues) deAK sont d́efinies surK, alors cette représentation deGK se
factorise parρ` : GK → G(Q`). La condition que les classes de Hodge soient définies
surK est toujours v́erifiée apr̀es avoir remplaćeK par une extension finie. Laconjecture
de Mumford–Tate, formulée pour la première fois dans [22], affirme que l’image deρ`
est Zariski dense dansGQ`

. La conjecture originale affirme aussi que l’image deρ` est
contenue dansGQ`

, ce qui aét́e confirḿe par le th́eor̀eme qu’on vient de voir.
La conjecture de Mumford–Tate est encore ouverte. Elle implique,à peu de choses

près, le th́eor̀eme suivant qui est prouvé dans [27] (mais qui ne se trouvait pas dans ma
thèse).

Théorème. Soit G le groupe de Mumford–Tate d’une variét́e ab́elienne A surC. Alors
il existe un corps de nombres K et une variét́e ab́elienne A′/K avec groupe de Mum-
ford–Tate G tels que l’image de la représentatioǹ -adiqueρ` assocíeeà A′ soit Zariski
dense dans G(Q`).

En effet, la conjecture affirme que n’importe quelle variét́e ab́elienne surQ avec
groupe de Mumford–TateG convient, mais elle n’implique pas l’existence d’une telle
variét́e ab́elienne.

Comme dans le travail de Deligne esquissé ci-dessus, on commence la démonstra-
tion par la construction d’une variét́e de Shimura associée à la donńee de Shimura
(G,X) détermińee parA. On choisit une composante géoḿetriqueM de cette varíet́e,
définie sur un corps de nombres. En choisissant une structure de niveau assez fine, on
peut supposer queM est la base d’une famille de variét́es ab́eliennesπ : X →M dont
A est une fibre. Le groupe de Mumford–Tate de chaque fibre est contenu dansG.

La description deM(C) comme quotient d’un domaine hermitien symétrique per-
met de montrer que le groupe fondamental topologique deM(C) est isomorphèa un
sous-groupe arithḿetique deG(Q). Cela implique que l’adh́erence de l’image de la
repŕesentation galoisienne associée au point ǵeńerique deM contientGder, le groupe
dérivé deG. L’ étude de la représentation galoisienne associée à un point sṕecial de
M permet de conclure que l’image de la représentation au point géńerique est Zariski
dense dansG. Une variante du th́eor̀eme d’irŕeductibilit́e de Hilbert permet ensuite
de montrer l’existence d’un point ferḿe a′ deM tel que l’adh́erence de l’image de la
repŕesentatioǹ-adique associéeàA′ = Xa′ est encoréegaleàG. CommeM est d́efinie
sur un corps de nombres, le corps résiduel ena′ est aussi un corps de nombres. Cela
montre que la variét́e ab́elienneA′ convient.

6 La classe de conjugaison du frobenius

SoitA une varíet́e ab́elienne sur un corps de nombresK ⊂Q⊂C. On s’int́eressèa
la façon dont les représentations galoisiennesρ` (pour` premier) associéesàA varient
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avec`. Un résultat classique, dû à Weil, est le suivant (voir par exemple [7] et [9]).
Soit v une place finie deK de caract́eristique ŕesiduellep et soit Frv ∈ Gal(Q/K)
un élément de Frobenius env. À noter que Frv dépend du choix d’une place ¯v de
Q au-dessus dev et est alors d́etermińe seulement̀a unélément du groupe d’inertie
en v̄ près. Ńeanmoins, siA a bonne ŕeduction env, alors, pour̀ 6= p, le polyn̂ome
caract́eristique deρ`(Frv) ne d́epend que dev et està coefficients dansZ. En outre, ce
polynôme ne d́epend pas dè6= p. Pour les varíet́es ab́eliennes, il est connu queρ`(Frv)
est semi-simple, donc il s’ensuit que la classe de conjugaison (stable) deρ`(Frv) dans
GL(H1

ét(AQ,Q`)) est d́efinie surQ et ind́ependante dè. Via l’isomorphisme canonique
(ou en effet n’importe quel autre isomorphisme)

H1
B(A)⊗Q`

∼= H1
ét(AQ,Q`),

on d́eduit qu’il existe une classe de conjugaisonCv dans GL(H1
B(A))Q, définie surQ,

telle queρ`(Frv)∈Cv(Q`) pour tout̀ 6= p. Pŕecisons que, pourG un groupe alǵebrique
surQ, on entend par classe de conjugaison définie surQ une orbite pour l’action deG
sur lui-même par conjugaison telle que le point correspondant de la variét́e SpecQ[G]G

des classes de conjugaison stables deG soit d́efini surQ.
On a vu dans la section 5 que, si le corps de nombresK est assez grand, alors les

repŕesentations galoisiennes`-adiques se factorisent par des morphismes

ρ` : GK →G(Q`),

où G = MT(A) est le groupe de Mumford–Tate deA. Dans [41] on trouve la conjec-
ture qu’il existe une classe de conjugaison stableCv de GQ, définie surQ, telle que
ρ`(Frv) ∈Cv(Q`) pour tout` 6= p. Sous la condition additionnelle que la réduction de
A modulov soit ordinaire, cette conjecture est montrée dans [28].

Théorème. Supposons, avec les notations et définitions ci-dessus, que A a bonne
réduction ordinaire en v. Alors il existe F∈ G(Q) et deséléments g̀∈ G(Q`) tels
queρ`(Frv) = g`Fg−1

` pour tout nombre premier̀ 6= p.

À part l’hypoth̀ese de ŕeduction ordinaire, l’́enonće de ce th́eor̀eme est un peu plus
fort que la conjecture, car elle implique que la classe de conjugaisonCv poss̀ede m̂eme
un pointQ-rationnel qui est d́ejà conjugúe à ρ`(Frv) par unélément deG(Q`). Il est
facile de voir qu’on ne peut pas espérer ce ŕesultat en ǵeńeral.

Dans [28] on montre queF est également líe à la classe de conjugaison de la
transformation de frobenius en cohomologie cristalline.

Une conśequence du th́eor̀eme est une réponse affirmativèa la conjecture [41,
12.5?] pour un motifM découṕe par une classe de Hodge dans le motif d’une variét́e
ab́elienneà ŕeduction ordinaire. Le polyn̂ome caract́eristique du frobenius sur un tel
motif est le m̂eme pour toutes les réalisations̀ -adiques et pour la réalisationp-adique.
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La démonstration du th́eor̀eme est inspiŕe du travail de Deligne esquissé dans la
section 5. On construit encore la variét́e de ShimuraM correspondant̀a la donńee de
Shimura(G,X) assocíeeà A. On suppose queM est munie d’une structure de niveau
suffisamment fine pour assurer l’existence d’un schéma ab́elienπ : X →M dontA est
une fibre. Comme avant, on remplaceM par une composante connexe géoḿetrique.
Les ŕesultats de [29],́enonćes dans la section 3, impliquent qu’il existe un point spécial
a′ ∈M(Q) tel que la varíet́e ab́elienneA′ correspondante soit de type CM et queA′ ait
la même ŕeduction modulov queA, disonsA0. Les faits queA′ soit de type CM et
queA0 soit ordinaire impliquent unéegalit́e End0(A0) = End0(A′) dont on d́eduit que
l’endomorphisme de frobenius deA0 se rel̀eveàA′. On obtient un endomorpismeF de

H1
B,σ(A′)∼=

(
R1πan

∗ Q
)

a′

appartenant̀aG(Q). On transporte finalementF à H1
B,σ(A)∼=

(
R1πan

∗ Q
)

a en identifiant
les fibres deR1πan

∗ Q ena et ena′ via un cheminγ deM(C) reliant ces deux points. Cela
montre l’existence deF . La construction desg` repose sur le fait que l’identification
H1

B,σ(A)∼= H1
B,σ(A′) respecte les classes de Hodge.

7 Des varíetés de Shimura construites par Mumford

On a d́ejà évoqúe, dans la section 3 en particulier, l’existence de variét́es de Shi-
mura de type Hodge avec une interprétation modulaire qui ne soit pas de type PEL. On
donne ici un tel exemple, dû à Mumford [23]. La construction joue un rôle dans mes
publications [32], [30] et [31].

Fixons un corps de nombresF totalement ŕeel de degŕe 3 et une alg̀ebre de qua-
ternionsD de centreF tel que CorF/Q(D)∼= M8(Q) et D⊗R∼= H×H×M2(R). Ici,
H désigne l’alg̀ebre des quaternions réels. Dans la suite, on considère le groupe des
unitésD∗ deD comme groupe alǵebrique surQ. La « norme» donne un morphisme
N : D∗→CorF/Q(D)∼= GL8(Q). Le Q-groupe alǵebriqueG est d́efini comme l’image
de ce morphisme. Par construction, ce groupe possède une représentation fid̀eleV de
dimension 8. L’alg̀ebre de Lie deGQ est isomorphèa c⊕ sl(2)3 avec centrec de di-
mension 1. Cette algèbre de Lie op̀ere surV par le produit tensoriel des représentations
naturelles des facteurs. Cela implique que la représentationV deG est absolument irré-
ductible.

SoitScomme dans les sections 1 et 5, posons

h̃: S−→ H∗×H∗×GL2,R
∼= D∗R

a+bi 7→
(

1,1,

(
a −b
b a

))
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et soienth = NR ◦ h̃ et X la G(R)-classe de conjugaison deh. Il est facile de voir
que(G,X) est une donńee de Shimura, d’òu, pour tout sous-groupe compact ouvert
C⊂G(A f ), le mod̀ele canoniqueCM de la varíet́e de Shimura associée. Un simple cal-
cul montre que dimCM = 1. Par la repŕesentationV, tout pointx∈ CM(C) donne une
variét́e ab́elienneAx de dimension 4 avec groupe de Mumford–Tate MT(Ax) contenu
dansG. Comme dimCM = 1, le groupe MT(Ax) estégalà G si et seulement six n’est
pas un point sṕecial deCM. PourC suffisamment petit, il existe un schéma ab́elien
X /CM dont la fibre en tout pointx∈ CM(C) estAx. La repŕesentationV étant absolu-
ment simple, on a End(Ax) = Z dès que MT(Ax) = G, ce qui montre que cette famille
pas de type PEL.

Les fibres de ces familles se reconnaissentà partir de leur groupe de Mumford–
Tate, de la manière suivante. Pourk un corps de caractéristique 0,G un k-groupe
algébrique lińeaire etV une repŕesentation fid̀ele deG, on dira que(G,V) est à la
Mumfordsi le centrec de Lie(G) est de dimension 1 et Lie(G)k

∼= c⊕ sl(2)3 opérant
surVk par le produit tensoriel des représentations naturelles des facteurs. SiA/C est
une varíet́e ab́elienne telle que(MT(A),H1

B(A)) est une repŕesentatioǹa la Mumford,
alors on montre dans [32] queA est une fibre dans une famille du type construit ci-
dessus.

Il est ńecessaire de rappeler la notion de polygone de Newton. SoitA une varíet́e
ab́elienne de dimensiong sur un corps de nombresK et soit ρ`, pour ` un nombre
premier, la repŕesentatiońetale`-adique deGK sur H1

ét(AK,Q`). Fixons une valuation
v de K où A a bonne ŕeduction et uńelément de Frobenius Frv ∈ GK en v. Soit p la
caract́eristique ŕesiduelle dev. Comme on l’a vu dans la section 6, si` 6= p, alors les
valeurs propres deρ`(Frv) sont des entiers algébriques qui ne d́ependent ni du choix
de Frv, ni de`. Un th́eor̀eme de Weil, voir [7] ou [48], implique que, pourλ une valeur
propre deρ`(Frv), toutes les valeurs absolues archimédiennes deλ sontégales̀a

√
q,

où q est le cardinal du corps résiduel deK env. On fixe une valuationp-adiquew deQ
et on consid̀ere la suite(α1, . . . ,α2g) des quotientsw(λ)/w(q) pour λ parcourant les
valeurs propres deρ`(Frv), dans l’ordre croissant. Lepolygone de Newtonde A en v
est la courbe lińeaire par morceaux deR2 reliant les points

(0,0),(1,α1),(2,α1 + α2), . . . ,(2g,α1 + · · ·+ α2g)

dans l’ordre. Lesαi sont lespentesdu polygone de Newton.
Dans [32] j’́etudie les polygones de Newton possibles pour les fibres des familles

de Mumford, autrement dit la stratification des variét́es de Shimura de Mumford définie
par les polygones de Newton. Pour les variét́es des modules de variét́es ab́eliennes,
cette stratification, bien plus compliquée,à ét́e étudíee entre autres par Oort [34]. Pour
formuler le ŕesultat de [32], il faut remarquer que, pour le modèle canoniqueCM d’une
variét́e de Shimura du type en question, le corps dual estégal au corps totalement réel
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F servant dans la construction deCM. Le mod̀ele canonique est donc unF-sch́ema. Si,
pourK un corps de nombres,A/K correspond̀a un point deCM(K), alors cette donńee
détermine un plongementF ⊂ K.

Proposition. SoientX /CM une famille de varíet́es ab́eliennes comme ci-dessus, K un
corps de nombres et A la fibre de cette famille de en un point non-spécial deCM(K).
Soit v une valuation p-adique de K. La liste des polygones de Newton possibles de
A en v d́epend uniquement du degré local de F en v. Dans chaque cas, il y a deux
possibilit́es.

– Si[Fv : Qp] = 1, alors le polygone de Newton est4×0,4×1 ou8×1/2.
– Si[Fv : Qp] = 2, alors le polygone de Newton est2×0,4×1/2,2×1 ou8×1/2.
– Si[Fv : Qp] = 3, alors le polygone de Newton est0,3×1/3,3×2/3,1 ou8×1/2.

En combinant les ŕesultats de [32] avec ceux de [30], on obtientégalement une
liste des possibilit́es pour la d́ecomposition en facteurs simples de la réduction deA
modulov.

Pourétablir la liste des possibilités pour les polygones de Newton, on n’utilise que
les propríet́es des repŕesentations galoisiennes`-adiques associéesà A. Les ŕesultats
nécessaires se trouvent dans [30] et sont traités dans la section 8. Pour montrer que
les listes donńees sont exhaustives, on utilise la classification des points spéciaux de

CM donńee ci-apr̀es et la proposition suivante, dont la démonstration repose sur un
argument qui ressembleà la d́emonstration du th́eor̀eme de la section 5.

Proposition. Soient G etX /CM comme avant, K un corps de nombres et a∈ CM(K)
un point sṕecial correspondant̀a une varíet́e ab́elienne A= Xa. Pour toute valuation v
de K òu A a bonne ŕeduction A0/kv, il existe une extension finie K′ de K, une valuation
v′ de K′ prolongeant v et un point a′ ∈ CM(K′) tels que la varíet́e ab́elienne A′ corres-
pondantà a′ a groupe de Mumford–Tate G et que la réduction A′0 de A′ en v′ vérifie
A0
∼= A′0.

On termine cette section par une esquisse de la classification, obtenue dans [32],
des points sṕeciaux deCM. On en trouve deux classes. Les points spéciaux de la
premìere classe correspondentà des varíet́es ab́eliennesA qui se d́ecomposent comme
A ∼ A(1) × A(3) où A(1) est une courbe elliptique de type CM etA(3) une varíet́e
ab́elienne simple de dimension 3 de type CM. Les corps CM deA(1) et deA(3) sont de
la formeE et E⊗Q F respectivement, òu E est un corps quadratique (nécessairement)
imaginaire tel queD⊗Q E ∼= M2(F ⊗Q E). Rappelons queD est l’alg̀ebre de quater-
nions utiliśee dans la construction de Mumford et queF est le centre deD.

La deuxìeme classe consiste exactement des variét́es de type CḾetudíes par Pohl-
man dans [36]. Il s’agit de variét́es ab́eliennes simples avec corps de multiplication
complexesE de degŕe 8 telles que le corps dualL du type CM v́erifie [L : Q] = 6,
F ⊂ L etD⊗F L∼= M2(L).
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8 Représentations galoisiennes̀a la Mumford

Comme dans ce qui préc̀ede,A est une varíet́e ab́elienne sur un corps de nombres
K et pour tout nombre premier`,

ρ` : GK →GL(H1
ét(AK,Q`))

est la repŕesentation galoisienne associée. OnécritV̀ = H1
ét(AK,Q`) et noteG` l’adhé-

rence de Zariski deρ`(GK) dans GL(V̀ ). On dit queρ` està la Mumfordsi le couple
(G`,V̀ ) l’est, au sens de la section 7.

Cette section est consacrée aux propríet́es,établies dans [30], des variét́es ab́eli-
ennesA avec une représentation galoisiennè-adiqueà la Mumford. Comme l’image
de la repŕesentation galoisienne deA est contenue dans le groupe de Mumford–Tate,
les ŕesultats peuvent̂etre appliqúes aux varíet́es ab́eliennes consid́eŕees dans la sec-
tion pŕećedente. Une première propríet́e remarquable des variét́es ab́eliennes avec une
repŕesentation galoisiennèa la Mumford est donńee par le th́eor̀eme suivant.

Théorème. Soit A une varíet́e ab́elienne sur un corps de nombres K et supposons
qu’il existe un nombre premier̀tel que la repŕesentatioǹ -adique associéeà A està
la Mumford. Alors A a potentiellement bonne réduction en toute place finie de K.

Soit v une valuation deK. Des travaux de Serre [38] et de Pink [35] sur la conjec-
ture de Mumford–Tate impliquent que les groupesG`, pour ` variable dans un en-
semble de nombres premiers assez grand, proviennent par extension de scalaires d’un
même groupe alǵebrique surQ. Cela permet de se ramener au cas où Gder

` est presque
Q`-simple pour un nombre premier` avecv(`) = 0. Par le crit̀ere de Ńeron–Ogg–
Shafarevich, qu’on trouve par exemple dans [43], il suffit de montrer qu’il existe une
extension finieK′ deK et une placev′ deK′ au-dessus dev tels que le groupe d’inertie
env′ opère trivialement surV̀ .

La condition surG` implique que leśeléments unipotents non-triviaux deG`(Q`)
sont d’́echelon> 2, tandis qu’un th́eor̀eme Grothendieck [16, Exposé I] implique que,
pour une extension finieK′ ⊃ K convenable,ρ`(α) est unipotent d’́echelon≤ 2 pour
tout α dans le groupe d’inertieIK′,v′. Ce groupe d’inertie agit donc trivialement.

Signalons le corollaire suivant, qu’on trouveégalement dans [30].

Corollaire. Soit A/K une varíet́e ab́elienne de dimension4 sur un corps de nombres
n’ayant pas potentiellement bonne réduction partout. Alors la conjecture de Mumford–
Tate est vraie pour A.

Les ŕesultats de bonne réduction potentielle peuventêtre ǵeńeraliśes à d’autres
types de repŕesentations galoisiennes, notamment pour des variét́es ab́eliennes líeesà
certaines varíet́es de Shimura construites par Addington [1]. En plus, il est possible de
déduire des ŕesultats de bonne réduction deA en une placep-adique des propriét́es de
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la repŕesentationp-adique associéeàA. Ce travail fait l’objet de la th̀ese que F. Paugam
prépare sous ma direction.

Passons̀a l’étude, d́ejà utilisée dans la section 7, des polygones de Newton d’une
variét́e ab́elienne avec une représentation galoisienneà la Mumford. PourA une varíet́e
ab́elienne sur un corps de nombresK et v une valuationp-adique deK, le polygone
de Newton deA en v estégal au polygone de Newton de la représentationp-adique
(ρp)|IK,v̄

du groupe d’inertie, d́efini ci-dessous. Pouŕetablir les possibilit́es pour le
polygone de Newton deA en v, il suffit donc d’́etudier les propríet́es de certaines
repŕesentationsp-adiques du groupe de Galois d’un corps localp-adique avec corps
résiduel alǵebriquement clos. Après l’introduction des notions nécessaires, le reste de
la section est d́edíe à cettéetude, faite dans [30].

En changeant les notations jusqu’à la fin de la section,K désigne une extension
finie deQnr

p , où Qnr
p est l’extension maximale non-ramifiée deQp. Un module filtŕe

sur K est unQnr
p -espace vectoriel de dimension finie muni d’un automorphismeσ-

linéaire Fr :D→ D et d’une filtration(Fil i) deD⊗Qnr
p

K. Cette filtration est supposée
décroissante, exhaustive, sépaŕee et de longueur finie. Iciσ est l’automorphisme de
frobenius deQnr

p . La th́eorie de Fontaine, exposée par exemple dans [13] et [14], per-
met d’associer un module filtré à toute repŕesentationp-adique deGK. Pour le faire,
Fontaine construit l’anneau des périodesp-adiquesBcris, uneQnr

p -algèbre munièa la
fois de la structure module filtré et d’une action deGK. On d́efinit le module filtŕe as-
socíe à une repŕesentationQp-linéaireV parD = D(V) = (V⊗Qp Bcris)GK . On dit que
la repŕesentation estcristalline si dimQp V = dimQnr

p
D(V). Cette propríet́e peutêtre

consid́eŕee comme l’analogue de la notion de représentatioǹ -adique non-ramifíee de
GK pour` 6= p. La notion est voisine de celle, plus faible, de représentation de Hodge–
Tate qui áet́eétudíee depuis Tate [47], voir aussi [39]. SiA/K est une varíet́e ab́elienne,
alors la repŕesentation deGK surVp = H1

ét(AK,Qp) est cristalline si et seulement siA
a bonne ŕeduction.

Soit D un Qnr
p -espace vectoriel de dimension finie muni d’un automorphismeσ-

linéaire Fr. Un th́eor̀eme de classification dû à Dieudonńe (voir [17]) implique qu’il
existe une suite de nombres rationnelsr1/s1≤ ·· · ≤ rk/sk (avecr i et si premiers entre
eux) telle que

D∼=
k⊕

i=1

D(r i/si),

où D(r/s) = Qp[T]/(Ts− pr)⊗Qp Qp
nr muni de Fr donńe par

Fr(x⊗λ) = (Tx)⊗ (σ(λ)).

En analogie avec la définition dans la section 7, la suite

(r1/s1 (s1 fois), r2/s2 (s2 fois), . . . , rk/sk (sk fois)),
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est la suite des pentes du polygone de Newton deD (et deV). Si la repŕesentationV
vient d’une varíet́e ab́elienneA, on retrouve le polygone de Newton deA défini dans
la section 7.

Proposition. Soient Gp un groupe alǵebrique surQp et Vp une repŕesentation de Gp
telle que(Gp,Vp) soità la Mumford. Soient K⊃Qnr

p une extension finie comme avant et
ρp : GK → Gp(Qp) une repŕesentation cristalline polarisable avec pentes de Newton
dans l’intervalle [0,1]. Alors le polygone de Newton deρp est parmi4× 0,4× 1 ;
2×0,4×1/2,2×1 ; 0,3×1/3,3×2/3,1 ; et 8×1/2.

En faisant une distinction selon les décompositions deGp en facteurs presqueQp-
simples, on peut arriver̀a un ŕesultat plus pŕecis donnant deux possibilités pour le
polygone de Newton dans chaque cas.

La démonstration de la proposition repose sur le fait, montré dans [35], qu’il existe
un groupe alǵebriqueH sur Qnr

p , forme int́erieure deGp, agissant surD et un coca-
ract̀ereµ deH telle que la graduation deD donńee parµ soit la m̂eme que celle par les
D(r i/si).

9 Une conjecture de Fontaine et Mazur

SoientK à nouveau un corps de nombres,p un nombre premier,Vp un Qp-espace
vectoriel de dimension finie etρp : GK→GL(Vp) une repŕesentation continue. On dira
queρp estgéoḿetriquesi

– ρp est non-ramifíee en dehors d’un ensemble finiSde places deK et
– pour toute valuation ¯v de K, la restriction deρp au groupe d’inertieIK,v̄ est

potentiellement semi-stable.
La condition d’̂etre non-ramifíee env veut dire que l’inertie env opère trivialement.
La condition queρp soit potentiellement semi-stableestéquivalentèa ce que la res-
triction deρp à un sous-groupe d’indice fini deIK,v̄ soit semi-stable. La d́efinition de
repŕesentationsemi-stableest diff́erente selon les cas où la caract́eristique ŕesiduelle
env estégaleà p ou pas. Dans le premier cas, il s’agit de la notion définie par Fontaine
dans [14]. La d́efinition est analoguèa celle d’une repŕesentation cristalline rappelée
dans la section 8, avecBcris remplaćee par l’alg̀ebreBst. Pour la suite il suffira de sa-
voir que toute repŕesentation cristalline est semi-stable. Dans le deuxième cas, òu la
caract́eristique ŕesiduelle env est diff́erente dep, être semi-stable veut dire queIK,v̄

opère de façon unipotente. Le théor̀eme de Grothendieck sur les représentationsp-
adiques de corps locaux̀-adiques pour̀ 6= p (voir [16]) montre que, dans ce cas,
toute repŕesentation deIK,v̄ est potentiellement semi-stable.

Si ρp est irŕeductible, on dit qu’ellevient de la ǵeoḿetrie alǵebriques’il existe une
variét́e alǵebriqueA/K telle queρp soit un sous-quotient de la représentation deGK
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sur un groupe de cohomologieétale tordu Hiét(AK,Qp)(n). Commeρp est suppośee
irréductible, on obtient une définition équivalente si l’on imposèa A d’être propre et
lisse.

Dans [15], Fontaine et Mazur ont formulé la conjecture suivante.

Conjecture. Une repŕesentation p-adique irréductibleρp deGK est ǵeoḿetrique si et
seulement si elle vient de la géoḿetrie alǵebrique.

La partie« si» de la conjecture suit de travail de Tsuji [50] et De Jong [4]. On
sait beaucoup moins pour l’implication réciproque. Concernant celle-ci, le cas ouρp

est commutatif est traité dans [15]. Taylor [49] a montré la conjecture dans le cas où
dimVp = 2 etK est totalement ŕeel.

Dans [31], les fibres des familles de Mumford sont utilisées pour la construction
de repŕesentations ǵeoḿetriques. Dans la première partie de la construction, des hy-
poth̀eses plus faibles sont suffisantes. On suppose queGp est unQp-groupe alǵebrique
et Vp une repŕesentatioǹa la Mumford deGp. Dans toute la suite, on suppose que
Lie(Gp) est scind́e. Il existe alors une isogénie centrale

G̃p
∼= Gm,Qp×SL3

2,Qp
→Gp

etVp s’identifie (en tant que représentation dẽGp) au produit tensoriel de représenta-
tions naturelles des facteurs.

Soit A une varíet́e ab́elienne sur un corps de nombresK telle que, pour une iden-
tificationVp = H1

ét(AK,Qp) convenable, la représentation galoisienne associéeà A se
factorise parρp : GK→Gp(Qp). Pour l’instant, il n’est pas ńecessaire que l’image soit
Zariski dense, ni queGp = MT(A)Qp. D’après le th́eor̀eme de bonne réduction poten-
tielle trait́e dans la section 8, on peut remplacerK par une extension finie telle queρp

soit non-ramifíee en toute place finie deK de caract́eristique ŕesiduelle diff́erente dep
et cristalline en toute place de caractéristique ŕesiduelléegaleà p.

PourK assez grand,ρp se rel̀eveà une repŕesentatioñρp : GK→ G̃p(Qp). En com-
posant avec les projections sur les facteurs deG̃p, cela donne des représentations

ρ1,ρ2,ρ3 : GK → SL2(Qp)

et un caract̀ereρ0 : GK→Gm(Qp). Commeρ est non-ramifíee en dehors des valuations
p-adiques deK, il est clair que, pourK assez grand, lesρi (pouri = 0, . . . ,3) sont aussi
non-ramifíees en dehors des valuationsp-adiques. Pour les placesp-adiques on a le
théor̀eme suivant.

Théorème. Si K est assez grand, alors(ρ0)−2 est le caract̀ere cyclotomique deGK.
Pour toute valuation p-adique v de K, il existe i∈ {1,2,3} tel queρ0ρi soit cristalline
en v et queρ j soit triviale surIK,v̄ pour j 6= i.

23



En particulier, ni lesρi ni lesρ0ρi sont ǵeoḿetriques. On dira queρi est depremier
esp̀eceen v si la restriction deρ0ρi à IK,v̄ est cristalline, et desecond esp̀ecesi la
restriction deρi à IK,v̄ est triviale.

Pour donner une id́ee de la d́emonstration du th́eor̀eme, on fixe une valuationp-
adiquev de K et onétudie les restrictions des représentations en question au groupe
d’inertieI = IK,v̄ correspondant. Une représentation cristallineVp (ou même une repré-
sentation semi-stable) est de Hodge–Tate et cela implique que la filtration deD(Vp) est
scind́ee sur le corpsCp, le compĺet́e deQp. On en d́eduit une graduation deVp⊗Cp,
donńee par un cocaractèreµHT : Gm,Cp→GL(Vp⊗Cp). Un th́eor̀eme de Sen, voir par
exemple [39], implique que l’adhérence deρp(I ) dans GL(Vp) estégal au plus petit
sous-groupe de GL(Vp) (défini surQp) contenant l’image deµHT. Le fait que la gra-
duation de Hodge–Tate est en deux crans implique queµHT se projette trivialement sur
un facteur deGad et un seul. On d́eduit que la m̂eme chose est vraie pour la projection
deρp(I ) surGad(Qp). Cela prouve la trivialit́e de deux d’entre lesρi (pouri = 1,2,3).
Le fait queρp = ρ0(ρ1⊗ ρ2⊗ ρ3) est cristalline montre que le produit deρ0 et la
troisièmeρi estégalement cristalline.

Pour la deuxìeme partie de la construction des représentations ǵeoḿetriques, on a
besoin de l’hypoth̀ese beaucoup plus lourde surA qu’elle est une fibre d’une famille de
Mumford. Cette condition est́equivalentèa ce qu’il existe un groupeG⊂GL(H1

B(A))
tel que MT(A)⊂G et que la repŕesentation deG sur H1

B(A) soit à la Mumford. Comme
MT(A) est connexe, on peut supposer dans la suite queG l’est également. On obtient
une donńee de Shimura(G,X) et il était signaĺe dans la section 7 que le corps dual
est un corps de nombres cubiqueF . On sait queG admet une isoǵenie G̃→ G où
G̃∼= Gm,Q× G̃der et G̃der est la restriction de scalaires deF àQ d’uneF-forme de SL2.
Quitte à remplacerK par une extension finie, on peut supposer que la représentation
deGK sur H1

ét(AK,Qp) se factorise parρp : GK →G(Qp). On suppose enfin queG est
scind́e surQp, ce qui est le cas pour un nombre infini dep.

Les conditions impośees dans la première partie de la construction se trouvent ainsi
vérifiées avecGp = GQp. La condition queGQp est scind́e implique quep est scind́e

dansF et les facteurs SL2,Qp deG̃der correspondent alors aux valuationsp-adiquesv1,
v2 etv3 deF . On fait correspondre la représentationρi à la valuationvi .

Soit µh : Gm→GC le cocaract̀ere associé au morphismeh: S→GR définissant la
structure de Hodge sur H1B(A), comme dans les sections 1 et 5. Un théor̀eme de Winten-
berger [51] donne la relation entreµh et le cocaract̀ereµHT assocíe à la d́ecomposition
de Hodge–Tate. On peut en déduire la

Proposition. Il existe un plongement F→ K tel que, pour toute valuation p-adique v
de K, la repŕesentationρi est de premìere esp̀ece en v si et seulement si v|F = vi .
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Choisissons une deuxième varíet́e ab́elienneA′/K, vérifiant les m̂emes conditions
queA, pour un groupeG′ ⊂ GL(H1

B(A)) de type Mumford, connexe et scindé surQp

et tel que le corps dual de la donnée de Shimura(G′,X′) assocíee soit encoréegalà
F . Pouri = 1,2,3 on construit des représentationsρ′,i comme pourA et, quitteà les
renuḿeroter, on obtient le corollaire suivant.

Corollaire. La repŕesentationτ = ρ1⊗ρ′,1 est ǵeoḿetrique.

En utilisant les id́ees derrìere le th́eor̀eme de la section 5 et la théorie des représen-
tations de SL2, on montre la proposition suivante.

Proposition. On peut choisir A et A′ de sorte queτ = ρ1⊗ρ′,1 soit irréductible et que
τ ne soit isomorphèa aucun sous-quotient d’aucune représentation de la forme

H1(AK,Qp)⊗i⊗H1(A′K,Qp)⊗ j(k).

Dans tous les cas où τ est irŕeductible, la conjecture de Fontaine et Mazur affirme
qu’elle vient de la ǵeoḿetrie alǵebrique. Dans [31] on confirme cette prédiction.

Théorème. Si la repŕesentationτ est irréductible, alors elle vient,̀a extension finie de
K près, de la ǵeoḿetrie alǵebrique.

Je montre dans [31] queτ vient même de la cohomologie de variét́es ab́eliennes,
construites explicitement. Pour la construction de ces variét́es, on se ram̀ene d’abord
à un cas plus sṕecial. SoitA′′ une fibre sṕeciale d’une famille de Mumford, associée
à une donńee de Shimura(G′′,X′′) avecG′′ scind́e surQp et dont le corps dual est
encoreégalà F . La construction ci-dessus peutêtre appliqúeeà la repŕesentationp-
adique deA′′ et on obtient des représentationsρ′′,i pour i = 1,2,3. On peut choisirA′′

de sorte que lesρ′′,i se d́ecomposent en somme directe de caractères, en particulier
ρ′′,1 = ψ⊕ψ−1. On montre comme avant que, après renuḿeroter lesρ′′,i , le produit
ρ1ψ est ǵeoḿetrique. Commeτ = (ρ1ψ)⊗(ρ′,1ψ−1), il suffit de montrer queρ1ψ vient
de la ǵeoḿetrie, apr̀es extension finie deK. Notons que ce fait ne suit pas du résultat
de Taylor [49], parce queK contient le corps dual du type CM deA′′, ce qui implique
queK n’est dans aucun cas totalement réel.

On va construire des variét́es ab́eliennesB etC sur une extension finie deK telles
queρ1ψ soit un sous-quotient d’un groupe de cohomologieétale deB×C. La construc-
tion s’inspire des remarques de Deligne dans [6] sur les«mod̀elesétranges» de Shi-
mura.

De la discussion dans la section 7, on déduit qu’il existe une alg̀ebre de quaternions
D sur F et un morphisme deQ-groupes alǵebriquesD∗ → G tels que le morphisme
h: S→ GR déterminant la structure de Hodge deA se rel̀eveà h̃: S→ (D∗)R. Via la
repŕesentation deD∗ sur D par multiplicationà gauche, cela donne une structure de
Hodge surD sur laquelleF opère par endomorphismes.
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La classification des points spéciaux des variét́es de Shimura de Mumford, obte-
nue dans [32], montre qu’il existe une extension quadratique imaginaireL deF telle
que le groupe de Mumford–Tate deA′′ est un quotient deL∗ (vu commeQ-groupe
algébrique). On d́efinit un morphismeS→ (L∗)R

∼= S3 parz 7→ (z,z,1), où la compo-
sante triviale est dans le facteur correspondantà la place ŕeelle deF où D est scind́ee.
Via la repŕesentation deL∗ surL, on obtient une structure de Hodge surL, sur laquelle
F opèreégalement. Le produit tensorielD⊗F L est isomorphèa la structure de Hodge
sur H1

B(BC), pourBC une varíet́e ab́elienne surC. La th́eorie des mod̀eles canoniques
des varíet́es de Shimura permet de montrer queBC se descend̀a une varíet́e ab́elienne
sur un corps de nombres.

Ensuite, on construit une variét́e ab́elienneC de type CM avec alg̀ebre d’endomor-
phismesL et on montre que,̀a extension finie deK près,ρ1ψ est un sous-quotient
de

H1
ét(BQ,Qp)⊗H1

ét(CQ,Qp).

Pour montrer ce dernier fait, on prouve plutôt l’existence d’un isomorphisme entre
les motifs correspondants, dans la théorie des motifs pour les classes de Hodge abso-
luesélaboŕee dans [12]. Pouŕetablir un tel morphisme de motifs il suffit, d’après le
théor̀eme de [10] qui affirme que les classes de Hodge sur les variét́es ab́eliennes sont
des classes de Hodge absolues, de montrer l’existence d’un isomorphisme entre les
structures de Hodge associéesà ces motifs. Ceci termine l’esquisse de la démonstra-
tion du th́eor̀eme.

Après le corollaire dans la section 8, cette construction donne une deuxième id́ee
pour attaquer la conjecture de Mumford–Tate. Supposons en effet que la variét́e ab́e-
lienne A vérifie uniquement les conditions de la première partie de la construction
de τ, c’est à dire que la représentation galoisienne associée est̀a la Mumford, mais
le groupe de Mumford–Tate est peut-être plus grand. Si on peut montrer la première
proposition de cette section dans ce cas, alors la représentationρ1ψ, construite comme
ci-dessus, est encore géoḿetrique. La conjecture de Fontaine–Mazur affirme que cette
repŕesentation vient de la géoḿetrie alǵebrique. Si elle vient de la cohomologie de
variét́es ab́eliennesB et C comme ci-dessus, alors le fait que la conjecture de Mum-
ford–Tate est vraie pourB etC implique la conjecture pourA.

10 Autres remarques sur la conjecture de Fontaine–Mazur

Soit ρp une repŕesentationp-adique du groupe de Galois absoluGK d’un corps de
nombresK qui provient de la ǵeoḿetrie alǵebrique. Comme le remarquent Fontaine et
Mazur, les conjectures standards de la théorie des motifs impliquent queρp poss̀ede
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des propríet́es remarquables. En premier lieu,ρp est non-ramifíee en dehors d’un en-
semble finiS de places deK. On a vu que cela implique que, pour toute valuation
v 6∈ S, l’imageρp(Frv) d’un élément de Frobenius env est d́efinieà conjugaison près.
La théorie des motifs implique que le polynôme caract́eristique deρp(Frv), a priori
dansZp[T], est en effet dansE[T], pourE un corps de nombres.

Pour formuler la deuxième propríet́e motivique d’une représentation provenant de
la géoḿetrie, on rappelle la notion d’unsyst̀eme compatiblede repŕesentations galoi-
siennes̀a valeurs dans un corps de nombresE. Par cela un entend la donnée, pour
toute place finieλ deE, d’une repŕesentationEλ-linéaireρλ deGK, avec les propriét́es
suivantes. D’abord, il existe un ensemble finiS de places deK tel que, pour touteλ,
la repŕesentationρλ soit non-ramifíee en dehors deS∪ S̀ , où ` est la caract́eristique
résiduelle deλ et S̀ l’ensemble des valuations deK de caract́eristique ŕesiduelléegale
à`. Pour toute valuationv 6∈Set touteλ dont la caract́eristique ŕesiduelle est diff́erente
de celle dev, le polyn̂ome caract́eristique deρp(Frv) est alors bien d́efini et la condition
que(ρλ) soit un syst̀eme compatible est que ce polynôme caract́eristique est̀a coeffi-
cients dansE et ind́ependant deλ, pourv 6∈ Sfixée etλ comme ci-dessus variable.

D’après les conjectures standards, une représentation galoisienneQp-linéaireρp de
GK provenant de la ǵeoḿetrie fait partie d’un système compatible de représentations.
Ceci veut dire qu’il existe un corps de nombresE et un syst̀eme compatible(ρλ) à
coefficients dansE tels que, pourλ appropríee de caractéristique ŕesiduelleégaleà p,
la repŕesentationρλ est l’extension de scalaires deQp à Eλ de la repŕesentationρp

donńee.
La conjecture de Fontaine et Mazur implique que les propriét́es d́etaillées ci-dessus

sont v́erifiées pour toute représentation ǵeoḿetrique. Dans ce contexte, je m’intéresse
à une ǵeńeralisation de la construction de la section préćedente. SoientG le groupe de
Mumford–Tate d’une variét́e ab́elienneA sur un corps de nombresK et, pour tout̀
premier,ρ` : GK→G(Q`) la repŕesentatioǹ-adique associéeàA. On noteh: S→GR

le morphisme donnant la structure de Hodge deA et µh le cocaract̀ere deG assocíe,
comme dans la section 1. SoientG→G′ un morphisme central de groupes algébriques
etµ′h et ρ′` les compośes deµh et desρ` avecG→G′ respectivement.

Si G̃→G′ est une isoǵenie centrale telle queµ′h se rel̀eveà G̃C, alors un th́eor̀eme
de Wintenberger [52] implique que, après avoir remplaće K par une extension fi-
nie, le syst̀eme desρ′` se rel̀eve à un syst̀eme ρ̃` : GK → G̃(Q`) de repŕesentations
géoḿetriques. Un travail en cours traite la question si(ρ̃`) est un syst̀eme compatible
de repŕesentations galoisiennes. Un outil important dans ce travail, et la raison princi-
pale de se borner aux représentations associées aux varíet́es ab́eliennes, est le th́eor̀eme
de [28] sur la classe de conjugaison du frobenius.
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[48] J. Tate. Classes d’isogénie des varíet́es ab́eliennes sur un corps fini (d’après
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