Presentation des travaux scientifiques

Introduction

Ce document a pour but de donner une vue d’ensemble du contexte et des prin-
cipaux Esultats de mes travaux, en particulier les articles reproduits dans le dossier.
Quoigu’il s’agisse d’un travail original, je n’ai pas inclus de discussion surdmoire
[25], rédige sous la direction de J. H. M. Steenbrink en vue de I'obtention ddmtigl
« doctoraals.

Le premier article dont le contenu est expalsns cegsung est [5]. Celui-ci trouve
son origine dans le sujet de recherche (la conjecture de Colemareexgpass la sec-
tion 2) qui metait propoée par mon directeur dedbe F. Oort. La principale raison
d’inclure cet article, relativement pelelau reste de mon travail, dans ésung, est
le fait que celui-ci a jo& un ©Ble important dans I'orientation de la suite de mes re-
cherchesa commencer par maéke de doctoraf [26].

Mes travaux depuis la &se concernent deux domaines assteaitement les. Il
s’agit d'une part de la #orie des vaétes de Shimura et des questions arigticues
les concernant, notamment des questions de construction ddea@th caraétistique
mixte. Pour cette raison, je donne, dans la se¢tion 1, un apercu @otéetbes vaétes
de Shimura. La section 3 traite mon travail touchaé construction de medes en
caracéristigue mixte. Dans la sectigh 7 on trouve wiede @taillee de familles de
varieétes aleliennes paragtrées par des vaies de Shimura construites par Mumford.
Dans chaque cas, legsultats trouvent des applications dans le dewe domaine
conceri@ par mes travaux.

Ce deuxeme domaine de recherche concergéude de ref@sentationg-adiques
du groupe de Galois absolu d’un corps de nombres, et plus pagtienient des repr
sentations provenant de la cohomologiadique de vaétes aleliennes. D’'une part,
on consi@re, dans les sectiofis 4 et 8, comment on pedtigle certaines prog@ies de
bonne &duction et de&duction ordinaire d’'une va alelienne des propeiés des
repiesentations galoisiennes asges. D’autre part, on peut utiliser des edgs de
Shimura pougtudier des questions concernant les@spntations galoisiennes elles-
mémes. Cette@marche porte surtout ses fruits si I'on corseldes prol@mes faisant



intervenir les groupes de Mumford—-Tate des&@s algliennes en question.

Mes derniers travaux, exp@s dans les sectiofis 9[ef 10, concernent une conjec-
ture de Fontaine et Mazur. Ceux-ci ont conjeétgu’une repesentation galoisienne
avec certaines profies de bonneéduction provient d’un groupe de cohomologie
étale d'une vagte algebrique. Dans une pregre pépublication édiee a ce sujet,
je construis des repsentations avec les progiés en question et je montre qu’elles
viennent effectivement de vates algbriques. Un deukrime travail, encore en cours,
vise a \érifier des comsquences motiviques» de la conjecture de Fontaine et Ma-
zur. Les premier@sultats ont tendance confirmer la conjecture ou certains des ces
corollaires.

1 Variéetés de Shimura

Méme si letude moderne des vatés de Shimura&bute avec les travaux de Shi-
mura, certaines de ces \@iis ontéte étudiées depuis beaucoup plus longtemps. Par
exemple, la droite affin&! surQ est le mo@éle canonique (sur le corps des rationnels
Q) d’une varété de Shimura. En tant que véié analytiqueC = A'(C) est le quotient
du demi plan de PoincaH = {1 € C | imt > 0} par I'action du groupe arithétique

SL,(Z) par homographies,
ab at+b
i :
c d ct+d

La fonction modulairej: H — C correspondh la projection canonique. On constate
que le quotient (analytique) de par I'action de Sk(Z) est I'espace analytique des
points complexes d’'une vate algebrique quasi-projective s@ et que cette vagite
algebrique posisde un modle sur un corps de nombres, en I'occurence le corps des
rationnelsQ.

Dans ce cas classique, I'existence d'une structure (par ailleurs peu cananique
premere vue) deQ-variét sur le quotient Si(Z)\H semble assez triviale. Pourtant
cette structure cache une inte¥tation arithnétique extemement riche, en terme de
modules de courbes elliptiques. Paur H, on consié@re la courbe elliptiqué; surC
définie parE;(C) = C/(Z +Zt). Par courbe elliptique s, on entend ici une courbe
algébrique projective et lisse s@rde genre 1 e, (C) désigne I'espace analytique de
ses pointsa valeurs dan€. La valeurj(t) est l'invariant modulaire de la courli#,
c’esta-dire que, SE; peutétre donie par lequation affing? = 4x3 — ga(T)x— g3(1),
alors

1728(1)*
02(T)% - 27g3(1)?’

M=



Il est bien connu qué&; = Ey si et seulement sj(t) = j(t’), ce qui implique que la
variett Al est un espace de modules (grossier) pour les courbes elliptiques. La structure
de Q-variéte donree ici est la seule avec la prog que si la courb&;/C admet un
mockle sur un corpK C C, alorsj(t1) € AL(K). Ceci donne un sens au fait gaé est

le mockle canonique sup de la varéte SLy(Z)\H.

La théorie des vagtes de Shimura &réralise cet exemple. Saoif un domaine
hermitien syrétrique et soif” un groupe arithratique agissant proprement disconti-
nument suH. Un theoeme de Baily et Borel (voir.[2]) implique que le quotidnt{H
est alors I'espace analytigue as&iune vate quasi-projective sut. Shimura (voir
exemple [44] et[45]) a monéy;, pour beaucoup de ces \&#s, I'existence de mades,
dits canoniques, sur des corps de nombres.

Dans la suite, on utilisera le langage de Deligne, egplass|i6] etl[8], pour donner
une esquisse de ladbrie. Pour cela, so= Reg /r Gm la restriction de scalaires du
groupe multiplicatif, donc le groupe @grique suR tel que SA) = Gm(A®R C)
pour toutR-algebre A. On notez et z les caraares (complexes) d& Soit G un
groupe alébrique éductif surQ, soit G(R)™ la composante connexe (topologique)
de G(R) et soitX uneG(R)"-classe de conjugaison de morphisries: Gg. Via la
representation adjointe dé sur Lie(G), tout élémenth € X définit une structure de
Hodge sur Li€G)r et, commeX est une classe de conjugaison, le type de cette struc-
ture de Hodge ne&pend pas de. On dit que(G, X) est unedonree de Shimurai

(S1) touth € X induit une structure de Hodge de type-1,1),(0,0),(1,—1)} sur
Lie(G)R,

(S2) linvolution int(h(i)) induit une involution de Cartan da’ et

(S3) le groupeGa n'admet pas de facteur s@ sur lequel la projection da soit
triviale.

La condition S2 veut dire que le tordu @ecorrespondara I'involution int(h(i)) est
compact. Sous les conditions S1-X3gest naturellement munie de la structure de
domaine hermitien sy#atrique. Feciproquement, tout domaine hermitien gtrique
peutétre obtenu comme une classe de conjugaison de morphisrSekmds un groupe
algébrique suRr.

SoientA I'anneau des asles etA ; 'anneau des atles finis d&Q. Pour tout groupe
compact ouverk C G(A¢) on pose

KMc(G,X)(C) = G(Q)\ (X x (G(A1)/K)) .

C’est un espace analytique qui est éumion disjointe de quotients du domaine her-
mitien synetrique X par des sous-groupes aritbtigues deG(Q). Le theoeme de
Baily—Borel ci€ plus haut implique alors queMc (G, X)(C) est I'espace analytique



des points complexes d'usclema quasi-projectifMc (G, X) (ce qui justifie A pos-
teriori, les notations utilises).
Pour une donee de ShimurgG, X) eth € X, on cefinit le cocaracre

Hh: Gmc — Gc

commeeétant le compasder: Gyc — S, dual du caraétrez, et dehc: S — Ge.
La classe de conjugaison gg ne cepend que d¢G, X) et on cefinit le corps dual
E(G, X) commeétant le corps deéfinition dansC de cette classe de conjugaison. Le
modele canonique de la vé&te de ShimurgMc(G, X) est un modle sur le corps dual
E(G, X) vérifiant une condition arithétique.

Pourénoncer cette condition, on conareé d’abord le cas particulielide groupe
G =T estun tore. Dans ce cas, la classe de conjuga{sest €duita un pointh et les
varietes de ShimurgMc(T, {h}) sont finies. Erécrivant simplemeri pour le corps
dual E(T,{h}) et en utilisant le morphismg = p,: Gmg — Tg défini ci-dessus, on
définit

N
E* —H Reg,oTe —> T,

ou E* designe le groupe alprique Res o Gm et Regt est le morphisme obtenu par
restriction de scalairea partir dep. Comme la tkorie des corps de classes fournit
un isomorphismaé.: Gal(Q/E)2® — mp(E*(Q)\E*(A)), on en @duit, pour tout sous-
groupe compact ouveld C T(A¢), un morphisme

kre(T,{h}): GalQ/E)™ — T(Q\T(Af)/K,

défini parA—! et le compoé Ne /g o Regu Ceci induit une action de G&/E) sur
la variéte finie kMc(T,{h}), la munissant de la structure @escreéma (fini). Tout
ceci est fonctoriel ek et on obtient ainsi le systne des mogles canoniques des
kMc(T,{h}).

Retournons au casegeral de la vaétt de ShimuraMc (G, X). Un mockle ca-
noniguede cette vaéte est un moéle kM(G, X) dexMc (G, X) surE(G, X) avec la
propriéte que, pour tout morphisme de d@as de Shimurér, {h}) — (G, X) avecT
un tore, les morphismag Mc(T,{h}) — kMc(G, X) se descendent sur le compos
E(G,X)E(T,{h}). Notons ici que les points deM (G, X) qui sont dans l'orbite sous
I'action deG(A+) par correspondances de I'image d’un des morphismes

krM(T, {h}) — kM(G,X)

(pourT variable) sont appék lespoints sgciauxdexM (G, X).
Il est connu, voir par exemplé! [§5], qu’une varete de Shimura admed, isomor-
phisme pes, au plus un made canonique. Le fait que les pointe€smux d’'une vaéte
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de Shimura forment un sous-ensemble dense (pour la topologie euclidienne) joue un
réle important dans la@monstration de ce fait. L'existence d’un nédel canonique est
connu dans deés nombreux cas, cf.[8].

Soit (G, X) une donée de Shimura et soit une repesentatiorQ-linéaire deG.
Tout h € X induit une structure de Hodge swuret la condition S2 implique que cette
structure est polarisable. CommnXeest une classe de conjugaison, le type de cette
structure de Hodge neegend pas db € X. On peut en éduire une variation d@-
structures de Hodge sur les \&téis de ShimurgMc (G, X)(C).

Un cas particuBrement ingressant se produit & admet une re@sentation sym-
plectiqueV telle que le type commun de ces structures de Hodgg edt 0), (0,—1)}.

On obtient alors, pour chaque sous-groupe compact overtG(A+) suffisamment
petit, une va@te de Shimura qui peudtre consié@ree comme espace de modules de
varietes aleliennes, munies de certaines structures @upphtaires. De telles vates

de Shimura sont appgsdsde type HodgeMes travaux concernent uniqguement des
varietes de Shimura de ce type.

Un cas encore plus particulier se produit pour desaiside Shimura paraatri-
sant des familles de vates aleliennes de type PEL. Une telle Vi@t de Shimura peut
étre interpéette comme espace de modules pour degt@rleliennes (de dimension
fixe g) munies de structures sugphentaires qui sont purement é@ligiquesa savoir

(P) une polarisation,
(E) une action par un anneau (ou unesdige) d’endomorphismes et
(L) une structure de niveau (level structure).

Du fait que des structures de type PEL peuare ckfinies sur n'importe quelle base,
des varetes de Shimura de ce type peuvétreétudies avec des techniques classiques
de ceonetrie algbriques comme celles de Schlessinger [37] et de Mumfard [24].

Le premier exemple des vates de type PEL est celutid’anneau d’endomor-
phismes est trivial @duita Z) et on trouve alors les espaces de modules deéteari
akeliennes polarises de dimensiog et munies de structures de niveau. Dans [24], on
trouve la construction de Mumford gétablit I'existence de ces espaces de modules
Ay n SUrQ. Dans le cas des vates algliennes principalement polagiss, orécrira
Agn pour 'espace de modules et dans le casen plus, la structure de niveau est
triviale, on le notedy.

Le fait qu’un espace de modules de type PEL est legteodanonique de la véte
de Shimura correspondant s’ensuit du fait que les poiréisiapx correspondent aux
variétes algliennes de type CM. On utilise la description par Shimura et Taniyama [46]
du comportement des classes d’isomorphie de€#araleliennes de type CM et de
la torsion de ces vagtes sous I'action du groupe de Galois.

Rappelons que I'on dit gu’une véite alelienneA définie sur un corpK estde type
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CM s'il existe un produit fini[] E; de corps (commutatifs) tel qUE[E; : Q] = 2dimA
et une injectio] E — End’(Axses) = End(Axser) @ Q.

2 Une conjecture de Coleman

Dans [3], Coleman a conjectique pour tout entieg > 4 fixé, il n’existe,a iso-
morphisme p&s, qu’un nombre fini de courbes aliyiques projectives et liss€ssur
C telles que la jacobienne J&) soit de type CM. Dang[5], il est momrque cette
conjecture est fausse pogie= 4 et pourg = 6. Pour les autres valeurs deelle esta
ma connaissance, toujours ouverte.

Les exemples dor@s dans([5] font appaitae des vaites de Shimura qui sont de
type PEL, donc en particulier de type Hodge. On comgddes familles de courbes
projectives et lisses (s@) dépendant d’un ou plusieurs paraires, par exemple

y° =X(x—1)(x—N\).

Cetteéquation @finit une famille de courbes projectives et lisses de gentg-4,M,
ol M = Ag\{0,1}. L'application de Torellij: M — 44 envoieX € M(C) sur le point
J(A) € A4(C) correspondara %, = Jad ().

Comme(/M posgde un automorphisme d’ordre 5 dé@war(x,y) — (x,e2™3y),
on obtient une inclusioQ[{5] — Enoo(]A) pour toutA € M(C). Ici {5 désigne une
racine primitive ®me de l'unié. Il s’ensuit assez facilement gles’envoie dans une
variéte de Shimura de type PEL et un calcul de dimensions montrg @dg est en
effet une composante de cette edfride Shimura. Les faits que les point€siaux
sont denses et que ces points correspondetés va@tes algliennes de type CM
impliquent alors qu’il existe un nombre infini de courbes complexes de genre 4 dont la
jacobienne est de type CM.

L'exemple dong ici montre en effet urésultat un peu plus fort que celui expas-
dessus. Pour&noncer, on n’a besoin que du fait gu&1) est une composante connexe
d’'une varéte de Shimura de type PEL. Il esécessaire d’introduire la structure de
groupe de Serre—Tate sur I'espace éédmnations d’'une vagié atelienne ordinaire
sur un corps algbriquement clos de carécistique positive. L'article de Katz [18] est
une excellenteaférence pour cette &orie.

Soientk un corps algbriguement clos de carécistiquep > 0 etAg/k une varete
akelienneordinaire de dimensiomg, ce qui veut dire que le module de Tate

TyAo = lim Ao[p"| ()

est de rang. Le foncteur des &formations dé\g est le foncteurﬁAzlAO, sur la caégorie
des anneaux locaux artinieRsavec corpsésiduelk, donré par

4a,(R) = {A/Rvariéte akélienne, munie déy = Ao}/ =
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Dans le cas d'une va alelienne ordinaire, ce foncteur est strictement pro&sen-
table (dans le sens de Schlessinger [37]) p&l (k)-sctema formel

Homy, (TpAo®TpA{),CA5m> .

Ici W(k) est 'anneau des vecteurs de Wittkjeon écrit A} pour la varéte atélienne
duale deAg et Gy, est le compte formel du groupe multiplicatiGm (k) le long de
la section uni¢. Cette description déAo implique en particulier que cet espace de
déformations est canoniquement muni de la structure de groupe fornwel(kurPour
tout annealk comme ci-dessus, le lement de&dy correspondara la section uné
de fZIAO(R) est appe# le relevement canoniquée Ag. En passané la limite sur les
W(k)/p", on obtient un sobma formel,&gan surW(k) qui releveAy. Comme une pola-
risation deAg se rebvea AS?", ce sciema formel est le comgé d’un sclema aklien
A52"surW(k), toujours appd le rebvement canonique d%. L'anneau des endomor-
phismes dé\{?" estégala celui deAq. Dans le cas ok est une dture alg@brique d’un
corps fini, cela implique que le ®fement canonique est de type CM. De facon simi-
laire, on construit des revements dé\y sur des extensions cyclotomiques\Wek)
correspondant aux points de torsionﬁ%. Ces reévements, ditgjuasi-canoniques
ont la mréme al@bre d’endomorphismes qég et sont donc toujours de type CMisi
est une dture algbrique d’'un corps fini. Bciproquement, tout revement deg en
caracéristique 0 qui est de type CM est ungeément quasi-canonique.

Supposons que la véte Ay soit munie d’'une polarisation principale, comme
c’est le cas pour Iaerductlon de la jacobienne d’une courbe. On peut alétsrchiner
le sous- espacsailp0 2 de 4p, correspondant auxédormationsA de Ag auxquels la
polarisation se relve. Moyennanko, on identifie les modules de TatgAg et ToA, et
;ZlAO s’identifie alorsa Hony (TpAo®TpAo Gm) Les iesultats del[18] impliquent que
JZLAOJ\O est le sous-espace des applications &yiques. En particulier, il s’agit d'un
sous-groupe d@le.

Pour tout entien premiera p, I'espace de moduledy, des varétes aleliennes
principalement polarées de dimensioget munies d’'une structure de niveaadmet
un mockle surZ[1/n}, toujours noé Ay n. Une varéte atelienne ordinairedg, munie
d’'une polarisation principal@g et d’'une structure de niveau, correspandn point
ag € Ay n(k) et le compéte dedyn enag s’identifieaﬁA&Ao. Ce qui pecede implique
donc que ce compié est naturellement muni de la structure de groupe formel.

SoitM une varété de Shimura de type PEL contenue dﬂaﬁﬁ, Ou une compo-
sante connexe d’une telle va# de Shimura, et supposons que l'adinceM deM
dansAg,, contient le pointg. SoitE l'algebre des endomorphismes faisant partie des
structures PEL imp@&s sur la vaéte de Shimurav. Alors tout point deM correspond
a une vaiete akelienneA avecE ¢ End’(A) et M est 'espace de modules de \&igis
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akeliennes principalement pola@ss, munies d’une structure de niveau et d'une cer-
taine action d& par isognies (ou une composante d’un tel espace de modules). Le fait
queag € M (k) implique queAg estégaﬂgment munie d’'une actionEe Le compéte
de M enag est un sous-sé@ma formelMy, C ’aAoJ\o- Il est clair quesMp, est contenu
dans le sous-espace ﬁgoy)\o parangtrisant les dformations dé\o auxquelles I'action

de E se rebve. Les ésultats del[18] montrent que ce sous-espace est un sous-groupe
et un calcul de d[n\ensions montre que ce sous-groupe est denta mimension que

M. Il s’ensuit queMp, est Eunion finie de translas de sous-tores formels di, sur

des points de torsion. Oreduit en particulier que pour tout point ecorrespondant

a une vate akelienneA ayant bonneé&duction ordinaire emp, il existe un nombre
infini de points spciaux deM correspondana des vagtes algliennes avec la éme
réduction modul@ queA.

Pour la conjecture de Coleman, ceci a pour éguuence que éme le nombre de
courbes algbriques avecaduction modulg donrée et dont la jacobienne est de type
CM parfois infini. La finitude conject@&e n’est donc @me pas vraie localement, au
moins pourg = 4 etg = 6.

3 Linearité des varétes de Shimura de type Hodge

Soient, comme avant(, X) une donge de Shimura &l = kM (G, X) le mockle
canonique suk = E(G, X) de la varéte de Shimura assa@a un sous-groupe compact
ouvertK C G(A¢). SoientV une repésentation d& de type Hodgd (—1,0), (0,—1)}
donnant une applicatiod — Ay n g et M I'adhérence déVl dansdgp, o.. On vient de
Voir que, si la famille de vagtés algliennes éfinie par ces dorees est de type PEL,
alors le compdte deM dans un point en caramistiquep correspondard une vate
akelienne ordinairdy est la union de translas d’un sous-tore formel dﬁAO (pour
la structure de groupe de Serre—Tate).

Un exemple & a Mumford, doni dans([23] et&sun& dans la sectiofi 7, montre
gu'il existe des va#étes de Shimura de type Hodge avec une inttgiion modulaire
qui ne soit pas de type PEL. Il est naturel de se poser la questi@nsii& ci-dessus
est vrai pour toutes les vates de Shimura de type Hodge. Cette quesétait le
sujet principal de ma #se de doctorat [26]toon trouve une&ponse affirmative.
Le theome suivant, pulkdi dans [29], §reralise €gerement le @sultat de ma #se.
Dans l'enon@, 4y n/Z[1/n] est 'espace de modules de \&ieis aleliennes principale-
ment polariges de dimensiog et munies d’une structure de niveaik est un corps
algébriqguement clos de carécistiquep > 0 ne divisant pas etK est le corps des
fractions de I'anneau des vecteurs de Witk).

Théoreme. Soient MC Agn e limage d’'une varete de Shimura de type Hodge et



M C Agn 'adhérence de M comme ci-dessus. Supposons eeiKune extension
finie de K et a& M(K’) un point tel que la vaét akelienne A correspondarit a a
bonne éduction ordinaire 4 modulo 'ideéal maximal. Soit @< Ay n(K) le point cor-

respondané Ag. Alors la compktee Mp, de M en & contient une unique composante
irr éductible

CC ﬁAO C :‘Z\lAO = Homg, (TpAO®TpAB,é'm>

contenant a. En plug; est le translat d’un sous-tore formel dﬁAO sur un point de
torsion.

Pour donner une &k de la émonstration de ce &o®me, on a besoin d'une
deuxiéme interpetation de la structure de groupe de Serre—Tate. Cette igtation
repose sur une description d@par Deligne et lllusie [11] de la structure de la co-
homologie de De Rham de |&fbrmation universelle dag sur A4a,.

SoientRI'anneau des fonctions d%AO de sorte QU =W (K)[[ta, ... ,tz]], et soit
Ro = R/(p). En choisissant un isomorphisme

~ 2
Ap, = G§,

on obtient un systme(d; j)i j—1,... g decoordonrées canoniquegansk. On peut choi-
sir 'isomorphisme ci-dessus tel qu&,, », Soit donré par lesequationsy; j = g, ce
qui présente un avantage estijue. SoitH le premier groupe de cohomologie de De
Rham de la dformation universelle d&g sur Ap,. Il est bien connu quél est unR-
module libre de rang@, naturellement muni de la structure d’&nAcristal de Hodge
ordinaire de niveaw 1. En particulierH est muni

— d’une filtration de Hodge, nége Fil, de longueux 1,

— d’'une connection iggrablel]: H — H ®rQr/w (k) €t,

— pour tout rebvementp: R — R du frobenius deRy, d’un automorphismep-

linéaireF (@)¢*: H — H.

On a une écompositionH = U @ Fil'H telle queF (@)@ soit inversible sutJ
pour tout@ et il existe des basdsy, ... ,aq) deU et (by,...,by) de FilH jouissant
des propites de transformationds particukeres sous? et sous led=(¢)¢*. Entre
autres, on ala; =0, F(@)¢*a = g et

g
Ob; = Z aj®dlogg; j,
=

ou lesq j sont les coordor@es canoniques introduites ci-dessus. On ne donne pas
ici la formule pourF (@)@‘b;. L' équation pour leslb; indique une relation entre la
structure de groupe de Serre—Tate et la structuté.de
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Retournonsa la varéte de ShimuraM, assogea une donée de ShimurgG, X).
On supposera dans la suite que I'entigoit assez grand pour qu&, Soit un espace
de modules fin. Il existe alors un srha alelien universeft: X — 44, et la restriction
de X aM porte des classes de Hodge

& e HY (/M)

On fixe un nombre fini de telles classes tel @ueoit le groupe fixant 'ensemble des
&;. Les classeg; sont horizontaux pour la connection de Gaul3-Manin, appartiennent
au cran Fil pour la filtration de Hodge et sont rationnelles dans tout poirtl¢€),
c’esta-dire qu’elles appartienneatla cohomologie euclidienne dg,(C)/M(C) a
coefficients dang), cj.\la sectiorﬂS. Les classésdonnent des classes, éeséi, dans
Ha,, la restrictiona Ma, du F-cristal H. On aDéi =0 etéi € Fil""Hy et on peut
montrer que leg§; se transforment sous frobenius par

F(@@'& = p"&,
pour tout®.

En utilisant la description dR-moduleH donrée ci dessus, on montre qu'il existe
un sous-scma formel ireductible maximalC C EIAO tel que les classgg)a se pro-
longenta des classefﬁ € H, avec les propétés ciees. On montre ensuite queest le
translaé d’un sous-tore formel dEAO par un point de torsion et que digh= dimM.

Le theoeme s’ensuit.

Signalons que dans 26, 3.2], un algorithme est éopour céterminer leequa-
tions deC en termes de la structure de Serre—Tatpartir de la donee de Shimura
(G, X) définissanM. Ce €sultat n'a pagté publé ailleurs que dans maéhe [75].

Pour terminer cette section, notons que dans [20] and [21], Moonen montre que le
réciproque du teoreme esegalement vrai. Sile comEe d’'une sous-vagté connexe
M C Agn en un point correspondaatune vate akelienne ordinairég est le trans-
laté d’un sous-tore formel d@le, alors la fibre gnériqueM@ est une composante
connexe de I'image d’'une v&té de Shimura de type Hodge.

4 Représentations galoisiennes eeduction ordinaire

Un autre ésultat de ma #se de doctorat concerne un €ré pour qu’une vagitée
akelienne sur un corps de nombrésait reduction ordinaire en un grand nombre de
places d&K. Ceci gereralise un teoreme d’Ogus([33] affirmant que pour une surface
akelienneA/K, il existe une extension finik’ deK telle que I'ensemble de places de
K’ oll Ax: ait bonne eduction ordinaire a denéitle Dirichletegalea 1. De telsésultats
sont utiles en vue de la condition deduction ordinaire @sente dans le &oeme de
la section3.
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Avant d’eénoncer le critre, commencons par quelques rappels concernant I€s repr
sentations galoisiennésadiques assoees aux vaétes alg@briques et en particulier
aux varetes algliennes. Ces rappels seront d'ailleurs utiles dans toute la suite de ce
document.

Soient pour l'instanK un corps quelconqué,un nombre premier diffrent de la
caracéristiqgue deK et A une varéte alggbrique suK. On fixe une dbture algbrique
K deK et on poseGk = Autk (K). Pour des entierset n on peut @finir les groupes
de cohomologieetale deA a coefficients dang /¢"Z notes H,(Ag,Z/¢"Z), voir par
exemple [19]. Cette construction est fonctorielleAgnet il s’ensuit queGk agit na-
turellement (et contiiment) sur les groupe§et(IAK,Z/£”Z). Pouri fixe etn variable,
les H'ét(AK,Z /¢"Z) forment un systme projectif et on pose

HL(AZ¢) = lim Hiy(Age. 2/ 72)

et Hy, (Ax, Qr) = He(Ax, Zo) ®z, Qo Ainsi Hy (Ax, Z¢) (resp. H(Ag, Qr)) estunZ,-
module (respQ-espace vectoriel) muni d’'une action continuegie

On s’interessera particélrement au castoA est une vaét€ alelienne. Dans ce
cas, la cohomologiétale/-adique deA estétroitement lge au/-module de Tatd,A
deA (voir la sectiorR)egalement muni de I'action naturelle dg&. On a les isomor-
phismesGk -équivariants

Hi’et(AKazé) = /\iH%t(AKaZ@

et H(Ag, Z¢) = Homg,(T/A, Z,). De [27], on cite le thome suivant, quigréralise
le theoreme [26, 3.3] de ma dse.
Théoréme. Soit A une vaiéte atelienne de dimensio?? sur un corps de nombres

K. Supposons que, pour un nombre prendjdtadhérence de Zariski &de I'image de
la représentation degk surHL(Ag, Q) vérifie

Lie(Gy) = ¢ sl(2)2HL,

avecc central \erifiantdime = 1 et all 51(2)21 opere surHZ(Ag, Q) par le produit
tensoriel des refsentations naturelles des facteurs. Alors il existe une extension finie
K’ de K et un ensemble P de places dalK densi¢ 1 tels que A/ a bonne &duction
ordinaire en toute place & P.

Pour montrer le taoeme on choisit d’abord une extension fikie> K suffisam-
ment grande. On conside ensuite 'ensembl@ des valuations non-raméfiesv deK’,
de caradristique esiduelle diferente de/ et de hauteur 1, telles qui a bonne
réduction erv et telles que I'image du frobenius gengendre un tore maximal @&.
Il est connu qué® est de dengit 1. Il suffit de montrer quég: a reduction ordinaire
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en toute place de. Soientv € P, p la caracéristique ésiduelle erv et Fy, € Gk un
element de Frobenius en Les valeurs propres deJFagissant sur g-{(AK, Q) sont

des entiers algpriques. |l suffit de montrer que, pour une valuatpadiquew fixé

de Q, la moitié des valeurs propres de,Bont des unésw-adiques. Ceci se fait en
s’inspirant des arguments de|[33] et en utilisant les relations (multiplicatives) entre ces
valeurs propres, imp@gs par la condition sus;.

5 Autour de la conjecture de Mumford—Tate

Certains de mes travaux sont ingsrpar la conjecture de Mumford—Tate et pour
d’autres il y aégalement besoin d’introduire la notion de groupe de Mumford—Tate
d’une varéete atelienne.

SoientK un corps efA une vareté algebrique propre et lisse de dimensibsurK.
SurA, on consi@re le complexe

. 1 d

La cohomologie de De Rham deest par @finition la hypercohomologie de ce com-
plexe (dans la topologie de Zariski) JH(A/K) = H'(A, Q) )- Les Hyr(A/K) sont
desK-espaces vectoriels de dimensions finies. La filtratieteb de Q‘A/K par

0 si k<p

. K
O'ZD(QA/K) _{ QK/K si k>p

induit la suite spectrale de Hodge

EPT=HP(A, Q) ) = HBR(A/K),

dont I'aboutissement est fdtration de HodgeFil" sur la cohomologie de De Rham.
Ainsi on associé A des groupes de cohomologie de De Rham, munis de la filtration
de Hodge.

Supposons qu'il existe un plongememt K — C. Par changement de base, on
obtient une vaéte Ac = Ag c surC et la topologie euclidienne d& induit la topo-
logie euclidienne suAc(C). La cohomologie de Betti, ou analytique, A€par rap-
porta o) est la cohomologie du faisceau const@npour cette topologie. On la note
HiE;7G(A) = H'(Ac(C),Q). Le lemme de Dolbeault affirme que le complexe analytique
assocd au complexe de De RhaﬁTA/K est une esolution du faisceau constatsur
Ac(C) et on peut en@duire le tleoeme de De Rham qui donne un isomorphisme

HIDR<A/K) ®Kk,oC= HiB,c(A) ®qC.
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Si | désigne la conjugaison complexe, alors il y a un isomorphisme canonique
Hg o(A) = Hy (A) impliquant que la filtration de Hodge surH(A) ©q C est op-
pofea sa conjugée complexe. On peut montrer que la suite spectrale de Hazlge d

gérere enk;. Cela donne uneatomposition

Hp o(A) © C = Hpr(A/K) @6 C = €D HPA,
prg=i
OUHPA=HP(A, QX/K) ®g C. Tout cela fait que, pour toat, le groupe de cohomologie
de Betti H; ;(A) est une structure de Hodge rationnelle de paids

Rappelons de la sectidip 1, R-groupe algbriqueS= Reg/r Gm. La donrée
d’'une structure de Hodge sur Wrespace vectorigH estéquivalentea la doniee
d’'un morphisme (de groupes &lgriqguesh: S— GL(H ® R) tel queS(C) opere sur
HP9 par le caradre z°Z%. Le groupe de Mumford—Tatde H est le sous-groupe de
GL(H) engende par I'image deén, autrement dit, le plus petit sous-groupeédgque
G C GL(H) surQ tel queh se factorise pan: S— Gg.

Supposons dans la suite gAesoit une vate alelienne (polarige), queK soit
algébriquement clos et que: K — C soit un plongement. On a alors des isomor-
phismes canoniquesH (A) = A'HE 5(A) et Hop(A/K) = ATHER(A/K), donc les
H! determinent toute la cohomologie de On c&finit le groupe de Mumford—Tate
G = MT(A) deA (par rapportac) comme celui de la structure de Hodg%yg(A).

Une deuxéme interpetation du groupe de Mumford-Tate desera utile. On
déesigne paiQ(1) la structure de Hodge s de type(—1,—1) et, pour touteQ-
structure de Hodgeél, on écrit H(n) = H® Q(1)®". Dans la suite, on simplifie les
notations erécrivantH = Hi ;(A). Uneclasse de HodgsurA (relativementi o) est
unélement € H2"(n) de type(O, 0). On dit queg, est cefinie surK si, sous 'isomor-
phisme H; ;(A) ®q C = Hig(A/K) ®k C, elle appartiend Hy (A/K)®2"(n).

CommeA est suppose polarige, on a un accouplement (de structures de Hodge)
(-,-): HxH — Q(-1). Cela donne un morphisnm: G — G, tel que le compas

S _h Gr SN GmRr

et 'action deGp, g surQ par multiplication @finissent la structure de Hodg¥1).
La repésentation d& sur H®?"(n) que I'on en @duit et le morphismé: S— Gg
donnent la structure de Hodge $1if>"(n). Les classes de Hodge shisont invariantes
par I'action deSainsi cefinie et par corsquent aussi par I'action d& On peut montrer
queG est en effeégal au stabilisateur dans @) des classes de Hodge f\rce qui
donne une deugime description du groupe de Mumford—Tate.

Si & est une classe de Hodge gurelativementi o et definie surkK, alors la conjec-
ture de Hodge implique qugest la classe d’'un cycle @brique surA défini surK.
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Il s’ensuit que, pour tout autre plongement complekeK — C, I'image de par les
morphismes

HE o(A) 72 C = Hig(A/K) *2' 6 C > Hbg(A/K) 2" C
HbR(A/K) 2 00/ C 2 H o (A& C

est encore une classe de Hodge. On dit alorségest uneclasse de Hodge absolue
Notons que I'argument dognici montre que la conjecture de Hodge implique que
toute classe de Hodge est une classe de Hodge abséhae sans supposer gieoit
une varéte akelienne.

Pour le cas de vaie aleliennes, Deligne[10] a momrcette consquence de la
conjecture de Hodge. On donne un apercu detlaahstration, qui consiste a se ra-
mener aux vaétes aleliennes de type CM, pour lesquelles on admettraseltat. La
réduction au cas CM est imtessante, car elle joue udle dans[27] et elle a insg@r
[78].

On fixe un plongement: K — C et des classes de Hod§ec H®2" (n;) surA.
SoientG = MT(A) comme avant eX la G(R)*-classe de conjugaison du morphisme
h: S— Ggr définissant la structure de Hodge $dir= Héno(A). On peut montrer que
(G, X) est une done de Shimura et (as avoir choisi une structure de niveau conve-
nable) on y associe une va#& de ShimuraM, qu’on remplace par la composante
irréductible contenant le point correspondand. Si la structure de niveau est as-
sez fine, la re@sentation dé& sur H determine une famille de vaates aleliennes
. X — M. Par constructioni corresponda un pointa deM et les classes de Hodge
se prolongent des sections globalés des faisceauXR1@"Q)®2" (n;) sur M(C).
Comme la valeur ea de chacune de§ est une classe de Hodge, sa valeur en tout
autre point deM(C) estégalement une classe de Hodge. On choisit alors un point
speciala’ € M(C), correspondard une vate akelienneA’ de type CM, et on conclut
gue, par spcialisation, Ie§i donnent des classes de HodgeurA'. En passana un
autre plongement’: K — C et en utilisant le thoreme (admis) pour le cas des \&i#is
de type CM, on conclut que |&€$ sont des classes de Hodge surelativemen& o’

Les arguments dom@s ci-dessus pour le passagefdaA’ permettent de passer éé
aA et impliguent que le§; sont des classes de Hodge Auelativemento’.

Le theoeme de Deligne a des catgiences pour les re&ggentations galoisiennes.
SoitZ un nombre premier. La cohomologiale est invariante par extension de corps
algébriqguement clos, dip des isomorphismes iélfﬂAK, Q) = Hi»et<Ac,Qg>. Avec le
théoeme de comparaison entre conomolagiee et cohomologie de Betti, on obtient
des isomorphismes canoniquel(Bg, Q/) = HiB’c,(A) ® Q. On céduit une inclusion
Go, C GL(HL(A«,Qy)), ol G désigne toujours le groupe MA).

Dans la suite on suppose giesoit un corps de nombres. Le groupe de Galois
Gk opere sur B(Ax,Qy) et le treoreme de Deligne implique que, si toutes les classes
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de Hodge (absolues) dig sont cfinies surK, alors cette ref@sentation dejk se
factorise papy: Gk — G(Qy). La condition que les classes de Hodge soié&iinies
surK est toujours @rifiee apes avoir remplaeK par une extension finie. Lanjecture
de Mumford—Tatgformulée pour la prengre fois dansi22], affirme que I'image ge
est Zariski dense darig,. La conjecture originale affirme aussi que I'imagepd@st
contenue danGgq,, ce qui aéte confirne par le tleoreme qu’on vient de voir.

La conjecture de Mumford—Tate est encore ouverte. Elle impli@apeu de choses
pres, le tleoeme suivant qui est proéwdans([27] (mais qui ne se trouvait pas dans ma
these).

Théeoreme. Soit G le groupe de Mumford—Tate d’une \&ieiakelienne A suC. Alors

il existe un corps de nombres K et une @driakelienne A/K avec groupe de Mum-
ford—Tate G tels que I'image de la regsentatiorf-adiquep, assoceea A soit Zariski
dense dans &)/).

En effet, la conjecture affirme que n’importe quelle &#&riakelienne suiQ avec
groupe de Mumford—Tat& convient, mais elle n’implique pas I'existence d’'une telle
varieté alelienne.

Comme dans le travail de Deligne esg@éissdessus, on commence kndonstra-
tion par la construction d’une vé@te de Shimura assds a la donee de Shimura
(G, X) détermirée parA. On choisit une composantégrétriqueM de cette vaéte,
définie sur un corps de nombres. En choisissant une structure de niveau assez fine, on
peut supposer qud est la base d'une famille de vatés aleliennest: X — M dont
A est une fibre. Le groupe de Mumford—Tate de chaque fibre est contenGdans

La description dévi(C) comme quotient d’'un domaine hermitien sstmque per-
met de montrer que le groupe fondamental topologiquM@@) est isomorph& un
sous-groupe arithétique deG(Q). Cela implique que I'adérence de I'image de la
repesentation galoisienne asseeiau point §rérique deM contientGY", le groupe
derive deG. L étude de la re@sentation galoisienne asseel un point sgcial de
M permet de conclure que I'image de la repentation au pointégérique est Zariski
dense dan&. Une variante du #oeme d'irnéductibilitt de Hilbert permet ensuite
de montrer I'existence d’un point fe@a® deM tel que I'adlérence de I'image de la
repiesentatiorf-adique assoéea A’ = Xy est encor&galea G. CommeM est ckfinie
sur un corps de nombres, le cor@gsiduel ere’ est aussi un corps de nombres. Cela
montre que la vaéité akelienneA’ convient.

6 La classe de conjugaison du frobenius

Soit A une varete alelienne sur un corps de nombi€s- Q C C. On s'interessa
la facon dont les regisentations galoisiennpg (pour/ premier) assoéiesa A varient
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avec/. Un résultat classique,ida Weil, est le suivant (voir par exemple [7] ét [9]).
Soit v une place finie d&K de caradtristique ésiduellep et soit Fi € Gal(Q/K)
un élement de Frobenius en A noter que Fy dépend du choix d’une place de
Q au-dessus de et est alors dtermiré seulemen& unélement du groupe d'inertie
env pres. Neanmoins, sA a bonne eduction erv, alors, pour/ # p, le polyrdbme
caracéristiqgue dep,(Fry) ne cepend que de et esta coefficients dan&. En outre, ce
polyndme ne &pend pas dé+ p. Pour les va@tes aleliennes, il est connu que(Fry)
est semi-simple, donc il s’ensuit que la classe de conjugaison (stalpe)Fte) dans
GL(Hélt(A@ Qy)) est cefinie surQ et independante dé Via 'isomorphisme canonique
(ou en effet n'importe quel autre isomorphisme)

H ( ®Q€ etAQ Qﬁ

on céduit qu’il existe une classe de conjugaisiydans GL(H%(A))G, définie surQ,
telle quep,(Fry) € C,(Q/) pour toutl # p. Précisons que, pous un groupe algbrique
surQ, on entend par classe de conjugaiséfirde surQ une orbite pour I'action d&
sur lui-méme par conjugaison telle que le point correspondant de k& &8pe®|[G|®
des classes de conjugaison stableSdmit defini surQ.

On a vu dans la sectidih 5 que, si le corps de nomKrest assez grand, alors les
representations galoisiennésadiques se factorisent par des morphismes

Pe: Gk — G(Qy),

ou G = MT(A) est le groupe de Mumford—Tate de Dans [41] on trouve la conjec-
ture gu’il existe une classe de conjugaison stéhlee GG’ déefinie surQ, telle que
pe(Fry) € Cy(Qy) pour toutl # p. Sous la condition additionnelle que kduction de
A modulov soit ordinaire, cette conjecture est m@aidans[28].

Théoreme. Supposons, avec les notations éfiditions ci-dessus, que A a bonne
réduction ordinaire en v. Alors il existe E G(Q) et desélements ge G(Qy) tels
quepy(Fry) = ggFggl pour tout nombre premief # p.

A part I'hypothese de&duction ordinaire, Enon@ de ce tBoeme est un peu plus
fort que la conjecture, car elle implique que la classe de conjug@ispos®de néme
un pointQ-rationnel qui est dja conjuge@ a p,(Fr,) par unélement deG(Qy). Il est
facile de voir qu’on ne peut pas &gpr ce ésultat en gréral.

Dans [28] on montre qué estégalement & a la classe de conjugaison de la
transformation de frobenius en cohomologie cristalline.

Une congquence du #oreme est uneéaponse affirmativeéx la conjectureli41,
12.5?] pour un motifvl découge par une classe de Hodge dans le motif d’'unegtari
akeliennea réduction ordinaire. Le polydme caradristique du frobenius sur un tel
motif est le néme pour toutes legalisationg-adiques et pour ladalisationp-adique.

16



La déemonstration du #oreme est inspé du travail de Deligne esquissians la
section[p. On construit encore la @@ de Shimura correspondar la donee de
Shimura(G, X) assodeea A. On suppose qukl est munie d’une structure de niveau
suffisamment fine pour assurer I'existence d’'unrésoh aklientt: X — M dontA est
une fibre. Comme avant, on rempladepar une composante connexgogetrique.
Les esultats de[29Fnoné&s dans la sectidh 3, impliquent qu'il existe un poiréapl
a € M(Q) tel que la vaete akelienneA’ correspondante soit de type CM et qieait
la méme Eduction modulor que A, disonsAg. Les faits queA’ soit de type CM et
queAy soit ordinaire impliquent unégalié End(Ag) = End’(A") dont on dduit que
I'endomorphisme de frobenius @@ se rekveaA’. On obtient un endomorpisntede

HE (A) = (R'EQ)

appartenana G(Q). On transporte finalemehta H%w(A) =~ (R'2"Q) . en identifiant
les fibres d&R2"Q ena et ena’ via un cheminydeM(C) reliant ces deux points. Cela
montre I'existence d&. La construction deg, repose sur le fait que l'identification
Hg +(A) = HE 4(A) respecte les classes de Hodge.

7 Des varités de Shimura construites par Mumford

On a tkja évoque, dans la sectiof] 3 en particulier, I'existence deétasi de Shi-
mura de type Hodge avec une inté@fation modulaire qui ne soit pas de type PEL. On
donne ici un tel exemple,lda Mumford [23]. La construction joue uidle dans mes
publications [32], [30] et[31].

Fixons un corps de nombréstotalement el de dedgr 3 et une algbre de qua-
ternionsD de centre- tel que Cof (D) = Mg(Q) etD®R = H x H x M2(R). Ici,

H désigne l'algbre des quaterniongels. Dans la suite, on consi@ le groupe des
unittsD* de D comme groupe akprique suQ. La « normes» donne un morphisme
N: D* — Corg /(D) = GLg(Q). Le Q-groupe al@briqueG est cfini comme I'image
de ce morphisme. Par construction, ce groupeguessine refsentation fidleV de
dimension 8. L'algbre de Lie de5g est isomorphé ¢ @ 51(2)3 avec centre de di-
mension 1. Cette aéitbre de Lie opre sulV par le produit tensoriel des reégsentations
naturelles des facteurs. Cela implique que lagspntatiolv deG est absolument ie-
ductible.

SoitScomme dans les sectiofis et 5, posons

h: S— H"* x H* XGLZ’R’ED*R
a-+bi— (1,1,( a —b ))
b a
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et soienth = Ng o h et X la G(R)-classe de conjugaison dte Il est facile de voir
que (G, X) est une donee de Shimura, dig pour tout sous-groupe compact ouvert
C C G(At), le mockle canoniqueM de la varéte de Shimura assase. Un simple cal-
cul montre que dimmM = 1. Par la repgsentatiorV/, tout pointx € cM(C) donne une
variete alelienneAx de dimension 4 avec groupe de Mumford—Tate (M) contenu
dansG. Comme dingM = 1, le groupe MTAx) estégala G si et seulement si n’est
pas un point sgcial decM. PourC suffisamment petit, il existe un sefma allien

X /cM dont la fibre en tout point € cM(C) estAy. La repésentatiory étant absolu-
ment simple, on a Erdy) = Z dées que MTAx) = G, ce qui montre que cette famille
pas de type PEL.

Les fibres de ces familles se reconnaissepartir de leur groupe de Mumford—
Tate, de la mamire suivante. Pouk un corps de caragtistique 0,G un k-groupe
algébrique lireaire etV une repesentation fidle deG, on dira que(G,V) esta la
Mumfordsi le centrec de Lig(G) est de dimension 1 et L&), = ¢ ® s((2)3 opérant
surV par le produit tensoriel des réggentations naturelles des facteursABC est
une varéte akelienne telle quéMT (A),H3 (A)) est une re@sentatiora la Mumford,
alors on montre dans32] queest une fibre dans une famille du type construit ci-
dessus.

Il est necessaire de rappeler la notion de polygone de Newton ASaie varéete
akelienne de dimensiog sur un corps de nombrd§ et soitp,, pour ¢ un nombre
premier, la repgsentatioretale/-adique deGk sur I—%t(AK, Q). Fixons une valuation
v deK ou A a bonne eéduction et urelement de Frobenius FE Gk env. Soit p la
caracéristique ésiduelle des. Comme on I'a vu dans la sectigh 6,/5§ p, alors les
valeurs propres dg,(Fry) sont des entiers adpriques qui ne &endent ni du choix
de F¥;, ni de/. Un theoeme de Weil, voir([7] oul[48], implique que, pohmune valeur
propre dep,(Fry), toutes les valeurs absolues architiennes dé sontégalesa ,/q,
ou g est le cardinal du corpgsiduel d&K env. On fixe une valuatiop-adiquew deQ
et on consiére la suitg(ay,...,0pg) des quotientsv(A)/w(c) pourA parcourant les
valeurs propres dp,(Fry), dans l'ordre croissant. Lpolygone de Newtode A env
est la courbe ligaire par morceaux d&? reliant les points

(070)7(17G1)7(27G1+a2)7' .. 7(2g7a1+"'+a29)

dans l'ordre. Lesi; sont lespentesdu polygone de Newton.

Dans [32] jetudie les polygones de Newton possibles pour les fibres des familles
de Mumford, autrement dit la stratification des @8 de Shimura de Mumforceéinie
par les polygones de Newton. Pour les &t@s$ des modules de vates algliennes,
cette stratification, bien plus complige,a ét étudiee entre autres par Oort [34]. Pour
formuler le €sultat del[32], il faut remarquer que, pour le raledcanoniqueM d’une
variéte de Shimura du type en question, le corps duakgat au corps totalemeréel
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F servant dans la construction gil. Le mockle canonique est donc Eisctema. Si,
pourK un corps de nombres,/K correspond un point deM(K), alors cette dorge
détermine un plongemeft C K.

Proposition. SoientX /cM une famille de vaétés aleliennes comme ci-dessus, K un
corps de nombres et A la fibre de cette famille de en un point neciamecM (K).
Soit v une valuation p-adique de K. La liste des polygones de Newton possibles de
A en v @pend uniquement du déglocal de F en v. Dans chaque cas, il y a deux
possibiliés.

— Si[R: Qp] =1, alors le polygone de Newton ebk 0,4 x 1 ou8x 1/2.

— Si[R: Qp] =2, alors le polygone de Newton esk 0,4x1/2,2x1ou8x 1/2.

— Si[R: Qp] =3, alors le polygone de Newton é58x 1/3,3x2/3,10u8x 1/2.

En combinant lesésultats del[32] avec ceux de30], on obtiégalement une
liste des possibilés pour la @composition en facteurs simples de éaluction deA
modulov.

Pourétablir la liste des possibiés pour les polygones de Newton, on n’utilise que
les propréetes des ref@sentations galoisiennésadiques assoeesa A. Les esultats
necessaires se trouvent dans [30] et sontésaitans la sectiofj 8. Pour montrer que
les listes don@es sont exhaustives, on utilise la classification des poigiSayx de
cM donree ci-apes et la proposition suivante, dont lardonstration repose sur un
argument qui ressembiela cemonstration du #oeme de la sectiof 5.

Proposition. Soient G etX/cM comme avant, K un corps de nombres et @M (K)
un point s@cial correspondand une vareté akelienne A= X;. Pour toute valuation v
de K a1 A a bonne @duction A/ky, il existe une extension finie ide K, une valuation
v de K prolongeant v et un point'& cM(K’) tels que la vate akelienne Acorres-
pondanta & a groupe de Mumford—Tate G et que leduction 4 de A en V vérifie
Ao = A

On termine cette section par une esquisse de la classification, obtenué_dans [32],
des points sgciaux decM. On en trouve deux classes. Les pointé@aux de la
premere classe correspondenties vaites aleliennesA qui se dcomposent comme
A~ A x A® ot AD est une courbe elliptique de type CM &t une varete
abelienne simple de dimension 3 de type CM. Les corps CMdeet deA® sont de
la formeE etE ®q F respectivement,oE est un corps quadratiquedeessairement)
imaginaire tel qud ®q E = M»(F ®q E). Rappelons qu® est I'algebre de quater-
nions utilige dans la construction de Mumford et quest le centre d©.

La deuxeme classe consiste exactement degtemide type CMetudis par Pohl-
man dans(36]. Il s’agit de vaiés algliennes simples avec corps de multiplication
complexesE de degé 8 telles que le corps dubldu type CM \erifie [L : Q] = 6,
FCLetD®gL=My(L).
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8 Représentations galoisiennea la Mumford

Comme dans ce qui peede,A est une vaéte atelienne sur un corps de nombres
K et pour tout nombre premiér

pr: Gk — GL(H& (AR Qr))

est la repesentation galoisienne asseei OréecritV, = H%t(AK, Q) et noteG, I'adhé-
rence de Zariski dg,(Gk ) dans GL(V;). On dit quep, esta la Mumfordsi le couple
(Gy,Vy) I'est, au sens de la sectiph 7.

Cette section est consé&er aux propgtes, établies dans [30], des vates aleli-
ennesA avec une ref@sentation galoisienrmeadiquea la Mumford. Comme l'image
de la repesentation galoisienne deest contenue dans le groupe de Mumford-Tate,
les resultats peuvergtre appligés aux vaites aleliennes consigiées dans la sec-
tion precedente. Une prerare proprete remarquable des vates aleliennes avec une
repesentation galoisienrgela Mumford est donge par le ttoeme suivant.

Théoreme. Soit A une vaite akelienne sur un corps de nombres K et supposons
gu'il existe un nombre premiégrtel que la repésentatior/-adique assoéea A esta
la Mumford. Alors A a potentiellement bonréduction en toute place finie de K.

Soitv une valuation d&. Des travaux de Serre[38] et de Pink![35] sur la conjec-
ture de Mumford—Tate impliqguent que les grouf&s pour ¢ variable dans un en-
semble de nombres premiers assez grand, proviennent par extension de scalaires d’'un
méme groupe akgprique suQ. Cela permet de se ramener au cﬁﬁ@er est presque
Q¢-simple pour un nombre premiéravecv(¢) = 0. Par le criere de Neron—Ogg—
Shafarevich, qu’on trouve par exemple dans [43], il suffit de montrer qu’il existe une
extension finiK’ deK et une place’ deK’ au-dessus detels que le groupe d’inertie
enV opere trivialement suv,.

La condition suiG, implique que le€léments unipotents non-triviaux @ (Qy)
sont déchelon> 2, tandis qu’un tBoeme Grothendieck [16, Exped] implique que,
pour une extension finikK’ > K convenablep,(a) est unipotent dchelon< 2 pour
touta dans le groupe d'inertidy ,». Ce groupe d’inertie agit donc trivialement.

Signalons le corollaire suivant, qu’on trouggalement dan$s[30].

Corollaire. Soit A/K une varét alkelienne de dimensiofsur un corps de nombres
n'ayant pas potentiellement bonreduction partout. Alors la conjecture de Mumford—
Tate est vraie pour A.

Les sultats de bonneeduction potentielle peuverdtre ¢grérali€sa d’autres
types de ref@sentations galoisiennes, notamment pour degtearaléliennes leesa
certaines vaétés de Shimura construites par Addingtan [1]. En plus, il est possible de
déduire des@sultats de bonn&duction deA en une placg-adique des propgies de
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la repésentatiorp-adique assoéeaA. Ce travail fait I'objet de la thse que F. Paugam
prépare sous ma direction.

Passons I'étude, @ja utilisee dans la sectidn 7, des polygones de Newton d’'une
variété atelienne avec une regsentation galoisienréela Mumford. PouA une varéte
akelienne sur un corps de nombré€set v une valuationp-adique deK, le polygone
de Newton deA env estégal au polygone de Newton de la repentationp-adique
(pp)uK‘V_ du groupe d’'inertie, €fini ci-dessous. Pougtablir les possibilés pour le
polygone de Newton dé env, il suffit donc detudier les propétes de certaines
repiesentationg-adiques du groupe de Galois d'un corps lopaldique avec corps
résiduel al@briguement clos. Ags I'introduction des notionsaeessaires, le reste de
la section est@die a cetteétude, faite dans130].

En changeant les notations jusgua fin de la sectionK désigne une extension
finie de Q}y, ou Q' est I'extension maximale non-ran&é deQp. Un module filté
surK est unQp-espace vectoriel de d_imension finie muni d’'un automorphisme
linéaire Fr:D — D et d’une filtration(Fil') deD ®qy K. Cette filtration est suppés
décroissante, exhaustivegmagée et de longueur finie. la est 'automorphisme de
frobenius deQ’F‘,r. La théorie de Fontaine, expes par exemple dans [13] ét]14], per-
met d’associer un module fiéra toute repgsentatiorp-adique deGk. Pour le faire,
Fontaine construit 'anneau deénipdesp-adiquesBeris, uneQyy-algebre muniea la
fois de la structure module fitret d’une action d&x. On cefinit le module filté as-
sock a une repesentatiorQp-linéaireV parD = D(V) = (V ®q, Beris) 9. On dit que
la repesentation estristalline si dimg,V = dimQBrD(V). Cette propte peutétre
consiceree comme I'analogue de la notion de egntatiorf-adique non-ramiéie de
Gk pour/ # p. La notion est voisine de celle, plus faible, de BgEmtation de Hodge—
Tate qui e&te étudiee depuis Tate [47], voir aussi[39].8iK est une vaétée atelienne,
alors la repésentation de&x surVp = H}(Ag, Qp) est cristalline si et seulementAi
a bonne eduction.

Soit D un Q-espace vectoriel de dimension finie muni d’un automorphisme
linéaire Fr. Un tBome de classificationida Dieudon® (voir [17]) implique qu'il
existe une suite de nombres rationmalés; < --- < ry/s (avecr; ets premiers entre
eux) telle que

Kk
D=~HD(ri/s),
i=1

ou D(r/s) = Qp[T]/(T®— p") ®q, Qp™ muni de Fr doné par
FrX@A) = (TX)® (a(A)).
En analogie avec ladlinition dans la sectiofj 7, la suite

(r1/s1 (s1 fois),rz/sp (2 fois), . .., rk/sk (s fois)),
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est la suite des pentes du polygone de Newtod det deV). Si la repésentatior’V
vient d’'une varete alelienneA, on retrouve le polygone de Newton Aedéfini dans
la sectiornl.

Proposition. Soient G, un groupe al@brique surQ, et '\, une repésentation de ¢
telle que(Gp, Vp) soita la Mumford. Soient K> QFY une extension finie comme avant et
Pp: Gk — Gp(Qp) une repesentation cristalline polarisable avec pentes de Newton
dans l'intervalle [0, 1]. Alors le polygone de Newton ¢® est parmi4 x 0,4 x 1;
2x0,4x1/2,2%x1;0,3x1/3,3x2/3/1;et8x1/2.

En faisant une distinction selon les@bmpositions d&p, en facteurs presqu@,-
simples, on peut arrivet un Esultat plus pEcis donnant deux possibég pour le
polygone de Newton dans chaque cas.

La demonstration de la proposition repose sur le fait, neodéns([35], qu’il existe
un groupe algbriqueH surQBr, forme inerieure deGp, agissant suD et un coca-
racerep deH telle que la graduation de donree par soit la néme que celle par les

D(ri/s).

9 Une conjecture de Fontaine et Mazur

SoientK a nouveau un corps de nombresjn nombre premiel/, un Qp-espace
vectoriel de dimension finie @ : Gk — GL(Vp) une repésentation continue. On dira
quepp estgéonetriquesi

— pp est non-ramike en dehors d’un ensemble fBile places d& et

— pour toute valuatiorv de K, la restriction depp au groupe d'inertielk v est

potentiellement semi-stable.
La condition détre non-ramite env veut dire que l'inertie ewv opere trivialement.
La condition quepp soit potentiellement semi-stabéstéquivalentea ce que la res-
triction depp a un sous-groupe d'indice fini d& v soit semi-stable. La&finition de
representatiorsemi-stableest differente selon les casida caractristique esiduelle
env estégalea p ou pas. Dans le premier cas, il s'agit de la notiéfinie par Fontaine
dans [14]. La éfinition est analogua celle d’une regsentation cristalline rap
dans la sectiofi 8, aveis rempla&e par l'alg@breBs;. Pour la suite il suffira de sa-
VOir que toute reg@sentation cristalline est semi-stable. Dans le dauricas, 0 la
caraceristique esiduelle erv est differente dep, étre semi-stable veut dire que v
opere de fagon unipotente. Leabeme de Grothendieck sur les répentationgp-
adiques de corps locaukadiques pour = p (voir [16]) montre que, dans ce cas,
toute repesentation ddx i est potentiellement semi-stable.

Sipp estireductible, on dit qu’elleient de la @ornétrie algebriques’il existe une
variete algebriqueA/K telle quepp soit un sous-quotient de la ré&sentation dejk
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sur un groupe de cohomologétale tordu Ijélt(AK,Qp)(n). Commepy, est suppose
irréductible, on obtient uneédinition équivalente si I'on imposa A d’étre propre et
lisse.

Dans [15], Fontaine et Mazur ont forn@ula conjecture suivante.

Conjecture. Une repésentation p-adique igductiblep, de Gk est geonetrique si et
seulement si elle vient de l&gnetrie algebrique.

La partie« si» de la conjecture suit de travail de Tsuji[50] et De Jorig [4]. On
sait beaucoup moins pour I'implicatiogaiprogque. Concernant celle-ci, le casmy
est commutatif est traéétdans [15]. Taylor([49] a mor#rla conjecture dans le cas o
dimV, = 2 etK est totalementael.

Dans [31], les fibres des familles de Mumford sont u&iis pour la construction
de repesentations gonetriques. Dans la premie partie de la construction, des hy-
potheses plus faibles sont suffisantes. On supposé&guest unQ-groupe algbrique
et Vp une repesentatiora la Mumford deGp. Dans toute la suite, on suppose que
Lie(Gp) est scin@. Il existe alors une is@mie centrale

ép = ijQp X SLng — Gp

etV, s’identifie (en tant que repsentation dép) au produit tensoriel de repsenta-
tions naturelles des facteurs.

Soit A une varéte alelienne sur un corps de nombi€gelle que, pour une iden-
tification Vp, = Hét(AK,Qp) convenable, la repsentation galoisienne asseea A se
factorise papp: Gk — Gp(Qp). Pour l'instant, il n’est pasécessaire que I'image soit
Zariski dense, ni qu&p = MT (A)q,. D’apres le titoeme de bonnetduction poten-
tielle traitt dans la sectiofj 8, on peut remplakepar une extension finie telle qpe
soit non-ramifée en toute place finie déde caradristique esiduelle diferente de
et cristalline en toute place de caastique ésiduelleégalea p.

PourK assez grandyp se rebvea une repésentatiop: Gk — Gp(Qp). En com-
posant avec les projections sur les facteurég,ecela donne des reggentations

ph,p% p%: Gk — SLa(Qp)

etun caractrep?: Gk — Gm(Qp). Commep est non-ramike en dehors des valuations
p-adiques d&, il est clair que, pouK assez grand, lg® (pouri =0, ... ,3) sont aussi
non-ramifées en dehors des valuatiopsadiques. Pour les placgsadiques on a le
théoeme suivant.

Théoréme. Si K est assez grand, alotg®) 2 est le caractre cyclotomique d& .
Pour toute valuation p-adique v de K, il existe i 1, 2,3} tel quepp' soit cristalline
en v et quep! soit triviale sur Ik v pour j#i.
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En particulier, ni lep' ni lesp®p' sont geonetriques. On dira qug' est depremier
espceenv si la restriction dep%' a Ik v est cristalline, et dsecond esgcesi la
restriction depi a Ik yest triviale.

Pour donner une &k de la @monstration du #o®me, on fixe une valuatiop-
adiquev de K et onétudie les restrictions des r&sentations en question au groupe
d'inertie I = Ik ycorrespondant. Une regsentation cristalling, (ou meme une reg@-
sentation semi-stable) est de Hodge—Tate et cela implique que la filtratidfvgpest
scincke sur le corp€p, le competé deQ,,. On en @duit une graduation dé, @ Cp,
donree par un cocaragtepr: Gmc, — GL(Vp® Cp). Un theoeme de Sen, voir par
exemple [39], implique que I'aditence dep(7) dans GL(V,) estégal au plus petit
sous-groupe de GV,) (défini surQp) contenant I'image dewr. Le fait que la gra-
duation de Hodge—Tate est en deux crans impliquaugyese projette trivialement sur
un facteur de&529 et un seul. On @duit que la rBme chose est vraie pour la projection
depp(I) surG¥4Qy). Cela prouve la trivialé de deux d’entre lgs; (pouri = 1,2, 3).

Le fait quepp = p°(p' ® p? ® p°) est cristalline montre que le produit g et la
troisiemep; estégalement cristalline.

Pour la deuxéme partie de la construction des eg@ntations @onetriques, on a
besoin de I'hypothse beaucoup plus lourde gugu’elle est une fibre d’'une famille de
Mumford. Cette condition egtquivalentex ce qu'il existe un group®& c GL(HL(A))
tel que MT(A) C G et que la repsentation d& sur H; (A) soita la Mumford. Comme
MT (A) est connexe, on peut supposer dans la suite3jlest également. On obtient
une donie de ShimurdG, X) et il était signad dans la sectiofl 7 que le corps dual
est un corps de nombres cubigke On sait queG admet une |sosgrneG — G ou
GG, mQ X GYer et GYe' est |a restriction de scalaires Bea Q d’'uneF-forme de Sk.
Quitte a remplaceK par une extension finie, on peut supposer que leésgmtation
de Gk sur H,(Ag, Qp) se factorise papp: Gk — G(Qp). On suppose enfin qu@ est
scinck surQp, ce qui est le cas pour un nombre infini ple

Les conditions impases dans la premie partie de la construction se trouvent ainsi
vérifiees ave&p = Gq,. La corldition queGq, est sciné implique quep est sciné
dansF et les facteurs Siq, de GY' correspondent alors aux valuatiopmdiquesv,

v, etvz deF. On fait correspondre la regsentatiorp' a la valuationy;.

Soityn: Gm — Gc le cocaradtre asso@ au morphismé: S— Gg définissant la
structure de Hodge suriA), comme dans les sectidis {let 5. Uadieme de Winten-
berger [51] donne la relation entpg et le cocara@repyt assode a la cecomposition
de Hodge—-Tate. On peut egdlire la

Proposition. Il existe un plongement F K tel que, pour toute valuation p-adique v
de K, la repésentatiorp' est de prendire esgce en v si et seulement i v= v;.
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Choisissons une dewstine varete akelienneA’ /K, vérifiant les némes conditions
queA, pour un group&’ C GL(HL(A)) de type Mumford, connexe et sciagurQ,
et tel que le corps dual de la dazmde ShimurdG', X’) assodge soit encorégala
F. Pouri = 1,2, 3 on construit des repsentation®’' comme pourA et, quitted les
renuneroter, on obtient le corollaire suivant.

Corollaire. La représentationt = p! @ p’! est geonetrique.

En utilisant les i@es dergre le tleoreme de la sectiofi 5 et laébrie des ref@sen-
tations de Sk, on montre la proposition suivante.

Proposition. On peut choisir A et Ade sorte que = p' ® p"! soit irréductible et que
T ne soit isomorpha aucun sous-quotient d’aucune régentation de la forme

HY(A, Qp)® © HY (AL, Qp)®I (K).

Dans tous les casua est ireductible, la conjecture de Fontaine et Mazur affirme
gu’elle vient de la gonetrie algbrique. Dans[31] on confirme cetteegiction.

Theoreme. Sila repesentatiort est irreductible, alors elle vieng extension finie de
K pres, de la @onétrie algebrique.

Je montre dans [31] quevient méme de la cohomologie de vagés algliennes,
construites explicitement. Pour la construction de ce<is; on se ragme d’abord
a un cas plus $ial. SoitA” une fibre spciale d’'une famille de Mumford, asséei
a une donée de ShimurdG”,X") avecG” scince surQp et dont le corps dual est
encoreégala F. La construction ci-dessus pegtre appligéea la repésentatiorp-
adique deA” et on obtient des repsentation®”"' pouri = 1,2,3. On peut choisi®”
de sorte que lep’"' se decomposent en somme directe de canas, en particulier
p’1 = Y@ P~1. On montre comme avant que, apmrenuréroter lesp””, le produit
ply est gonetrique. Comme = (py) @ (p1y~1), il suffit de montrer quety vient
de la geonetrie, apés extension finie d&. Notons que ce fait ne suit pas desultat
de Taylor [49], parce qui contient le corps dual du type CM d¥¢, ce qui implique
queK n’est dans aucun cas totalemegel

On va construire des vates aleliennesB etC sur une extension finie d€ telles
queply soit un sous-quotient d’'un groupe de cohomol@gae deB x C. La construc-
tion s'inspire des remarques de Deligne dans [6] sukle®dklesétranges- de Shi-
mura.

De la discussion dans la sectign 7, @ddit qu'il existe une akgbre de quaternions
D surF et un morphisme d@-groupes algbriquesD* — G tels que le morphisme
h: S— Ggr déterminant la structure de Hodge Aee rebveah: S— (D*)gr. Via la
representation d®* sur D par multiplicationa gauche, cela donne une structure de
Hodge suD sur laquelle= opere par endomorphismes.
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La classification des points gpiaux des vaétes de Shimura de Mumford, obte-
nue dans(f32], montre qu’il existe une extension quadratique imagibaleg- telle
gue le groupe de Mumford—Tate @€ est un quotient d&* (vu commeQ-groupe
algebrique). On éfinit un morphismeés — (L*)r = S° parz+— (z,z,1), ol la compo-
sante triviale est dans le facteur correspondaatplace eelle deF ou D est scinée.
Via la repesentation dé&* surlL, on obtient une structure de Hodge susur laquelle
F opereégalement. Le produit tensoriBl®r L est isomorpha la structure de Hodge
sur H(Bc), pourBg une varété atelienne sulC. La theorie des mogles canoniques
des varetes de Shimura permet de montrer d¢ese descend une vate atelienne
sur un corps de nombres.

Ensuite, on construit une vate alkelienneC de type CM avec akgpore d’endomor-
phismesL et on montre qued extension finie d& prés,ply est un sous-quotient
de

H%t(B@ Qp)® Hét(C@ Qp)-

Pour montrer ce dernier fait, on prouve f@ut'existence d’'un isomorphisme entre
les motifs correspondants, dans léahie des motifs pour les classes de Hodge abso-
luesélaboke dans([12]. Pougtablir un tel morphisme de motifs il suffit, d'as le
théoreme de([10] qui affirme que les classes de Hodge sur lest@sialéliennes sont
des classes de Hodge absolues, de montrer I'existence d’un isomorphisme entre les
structures de Hodge asseesa ces motifs. Ceci termine I'esquisse de &nbnstra-
tion du treoeme.

Apres le corollaire dans la sectiph 8, cette construction donne unecteexiée
pour attaquer la conjecture de Mumford—Tate. Supposons en effet quedte \edi-
lienne A vérifie uniguement les conditions de la préng partie de la construction
deT, c’'esta dire que la ref@sentation galoisienne asseeiesta la Mumford, mais
le groupe de Mumford—Tate est pedtte plus grand. Si on peut montrer la prenei
proposition de cette section dans ce cas, alors l@semtatiop’(, construite comme
ci-dessus, est encorégretrique. La conjecture de Fontaine—Mazur affirme que cette
repiesentation vient de laégpnetrie algebrique. Si elle vient de la cohomologie de
varietes algliennesB et C comme ci-dessus, alors le fait que la conjecture de Mum-
ford—Tate est vraie pouB etC implique la conjecture pouk.

10 Autres remarques sur la conjecture de Fontaine—Mazur

Soit pp une repeésentatiorp-adique du groupe de Galois abs@ju d’un corps de
nombreK qui provient de la §onetrie alggbrique. Comme le remarquent Fontaine et
Mazur, les conjectures standards de keottie des motifs impliquent qus, pos®de
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des proprtes remarquables. En premier ligy, est non-ramie en dehors d'un en-
semble finiS de places d&k. On a vu que cela implique que, pour toute valuation
v ¢ S, I'image pp(Fry) d’'un éément de Frobenius enest tfiniea conjugaison @s.

La théorie des motifs implique que le polyme caradristique depp(Fry), a priori
dansZ,[T], est en effet dang[T}], pourE un corps de nombres.

Pour formuler la deuxime propite motivique d’'une ref@sentation provenant de
la geonetrie, on rappelle la notion d’usyséme compatiblele repesentations galoi-
siennesa valeurs dans un corps de nombEesPar cela un entend la doas, pour
toute place finie\ deE, d’'une repésentatiork,-linéairep, de Gk, avec les propétes
suivantes. D’abord, il existe un ensemble e places d& tel que, pour toute,
la repésentatiorp, soit non-ramifee en dehors d8U S, ou ¢ est la caradristique
résiduelle de\ etS, I'ensemble des valuations #ede caradristique ésiduelleegale
a/. Pour toute valuation ¢ Set touteA dont la carad@ristique ésiduelle est diffrente
de celle dev, le polyrbme caradristique depp(Fry) est alors bien&fini et la condition
que(p,) soit un systme compatible est que ce pobyne carad@ristique esh coeffi-
cients dan& et independant da, pourv ¢ Sfixée et comme ci-dessus variable.

D’apres les conjectures standards, une&spntation galoisienr@y-linéairep,, de
Gk provenant de lag&pnétrie fait partie d’un sysime compatible de repsentations.
Ceci veut dire qu’il existe un corps de nombiest un systme compatiblép,) a
coefficients dan& tels que, poul approprée de caraéristique ésiduelleégalea p,
la repesentatiorp, est I'extension de scalaires @@, a E, de la repéesentatiorpp
donree.

La conjecture de Fontaine et Mazur implique que les patgsicetaillees ci-dessus
sont \erifiees pour toute repsentation gonetrique. Dans ce contexte, je manesse
a une @réralisation de la construction de la sectioag@dente. Soier® le groupe de
Mumford—-Tate d’'une va&ite alkelienneA sur un corps de nombrés et, pour tout/
premier,p,: Gk — G(Qy) la repesentatiorf-adique assoéeaA. On noteh: S— Ggr
le morphisme donnant la structure de HodgeAdet i, le cocaradire deG assock,
comme dans la sectidh 1. Soi€ht— G’ un morphisme central de groupesétigiques
ety etp, les compoés deyy, et desp, avecG — G’ respectivement.

SiG — G est une isognie centrale telle qud, se rebvea Gc, alors un tiéome
de Wintenberger([52] impliqgue que, & avoir remplae K par une extension fi-
nie, le systme dey; se rebvea un sysmep,: Gk — G(Q,) de repésentations
géonetriques. Un travail en cours traite la questionifsi) est un systme compatible
de repésentations galoisiennes. Un outil important dans ce travail, et la raison princi-
pale de se borner aux r&ggentations ass@ms aux vaétes aleliennes, est le #foeme
de [28] sur la classe de conjugaison du frobenius.
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