
 

Nombres complexes

1 Opérations L'ensemble des nombres complexes est un ensemble
d'élements sur lesquels on peut faire certaines opérations
Cet ensemble peutêtre vu principalement de 2 3 façons et
chacune est utile pour expliquer une opération

Représentation i I E L points du plat
it zee représentation affine z xtiy
mÉÉÎ si z represente le point g

représentation exponentielle pex coordonnées polaires

Lien entre les deux écritures affines exponentielles
ou cartésienne polaire pe peso ipsinO plasO isin0

xtiy donné p Fyr O
ArecosçT

biendéfini à A près
et sgn sino sgny

Représentation n 2 le vecteurs du plan

z 13 3 toujours claires

ÎÎAddition de nombres complexes

ztz latiytlatiy até tilyty

Remarque l'addition des vecteurs est beaucoup moins facile
à écrire en coordonnées polaires il n'est
pas evident de trouver le module et l'argument
de z z à partir des modules et argumentsde z et de z
Donc on ne sait pas ajouterdes nombres
sous forme trigonométrique

p é tp é peso ismo pleso isiro

p co p'aso ilprino plan
On doit passer par la forme cartésienne



Représentation n 3 Un nombre coplexe représente une similitude
directe vectorielle pè e pro Cecipeutde
définir un produit

MÀJ pz.pe 3 office de pro a

ou pè l'é composition des similitudes associées

pp étaisdilater de p tonnes de 0 dilater de p tournerde 0 c'estpareil
que dilater de pp et tourner de Oro
Remarque si z per fé z frtd.pe 1 tapé

Prop retig n ig un yy ilay sigh
Preuve posons ntiy pè donc x paso isiro

n iz pré
Alors fatiglutig pp él ppcoloto info

pp cosocoro_Smosino ifasoamo cososino
pas0 piano panoplie't il pcosopigno
x x yy il a y n'y B

Théorème bilan e est l'ensemble des points du plans munis
d'opérations qui vérifient 3 3 w zur z n

e zz a z z
Z z gaz

3 pilée

Selon les differentes fores ces quations s'écrivent
Kriy n'tiy serai il y y
pè p é a pp écoté

e Ixxiy n ig xx yy il xy'tn'y

Exercices 1 3,45



2 Quelques calculs

Norme None de z longueur du vecteur associé
121 Fyr si zextiy

p si zapée
Remarque Iziezz car zz fig a iz

y i 0 131

Conjugué le conjugué de z noté z est
a ig si zentiy
pè si z per

Inverse On a vu pè Ça a fé
Question

II Rappel on ne saitpas toujourstrouver
les formes trigonométriques

Solution on multiplie par la quantitéconjuguée

Î ÊIenis III Éifi
Exos 2

Pracine On appelle racine carrée de z un nombre coplexe
dont le camé vaut z
Exemple il_i i RR RR RI f e sColi 0 1.1 0 1

Rappel si EEP soit t O et F est biedéfini
Eso et E Et LA F Et

donc t a deux racines carrées Fet F
soit too et F n'est pasdéfini Mais
Ft oui et fifille if E 2x t t

fifreifEt
Donc to a deux races copleras imaginaires
pures

Théorème Tout nombre complexe a deux racines complexes
si zapé les racines de z sont Ifé
si zextiy les routes de z sont x tig avec

x y PFI f n'a_yes se

2xy y

Preuve e Ifé 1 J'f42 pé



Si x tig est une racine de retiy en e

létig'IExtiy n
2
y régli a iz

dae x y x

Xy y
De plus la'tiy'lEletiy donc d y FH D

En pratique avec les deux premieres equations on calcule
facilement n et y Mais cela donne 4 possibilités
avec les signes la 3eéquation permet d'écoutes
2 possibilités Ce sont les 2 racines

Exemples On cherche les races cornées de 1 i
e Possibilité 1 soit sexiy une roue corée de 1 tie Alors

1 i Inti g si y t Zixy dose x y l
2x yat

et latiytentil doc alty E

t à_y 1

On utilise et c x HÉ je 5

Donc x IFÉ
y II

Donc exige IJF JE 4 possibilités

Mais on sait que 2xy z donc si x 20 y o

si x2 0 y o

Il reste donc 2 racines JFtifEonfF IEP
Possibilités Astuce qui ne marche pas à tous les coups

Ati Ex F é Donc les rames de 1 i

sont IIIeme
Remarque permet de calculer cerf
Fast FE E JET FÉFÉ
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3 Applications en trigonométrie

On a vu que le calcul de noce peut de calculer
les ces V2 qd on connait cost

Plus generalent on peut trouver cska en factiondeux

cesse HÉ _3È
4 coin_3 corn

On peut aussi linéariser les expressions trigoneetriques
de façon systématique avec les arbres

coasini fin È
El é te tsé e

a feinté

El é t e _Zé 3è zéine fér
3 é t zéia bein aise éta
Zé

z é é é é ein ein

Est cox eux

Exercice 12,13



3 Polyromes Plz anz azzltanztao aaa en El

Def Une racine d'un polyrome est un robre E z tel quePlzko

a de degré2 azatbzte
Theoreme tout polynome de degré 2 m C a exactement

deux racines

Exemple J do a 2 racines les 2 recites contes de a

Preuve du the calcul des racines
PG azrtbzte afzrtbzrgfaffztfjt.ee II

a zrzj.tt
On pose D b 41 r une racine carrée deD

la à
a zot E rt f
a ztb rfzt.be

Donc Plz O z _BEI donne deux solutions D

Exercices 7 8

b _de degré n

Théorème Tout polyroe de degré n nul a exactement n racines
cophées avec multiplicité Il s'écritL an x za __ Ca_zu avec art 2rem

Remarque il n'est en general pas possible d'obtenir de formule
pour les racines d'un polyroe de degrén
Mais on a des techniques numériques qui fonctionnent
bien



c Division euclidienne

On peut diviser des polymes entre eux On le fait sur des
exemples F43 HÉ Donc X73 x DCAD 4

K

Théorème si degré de P2 degré deQ on peutÉÏÏ armera ancora

P QS R où S est le quotient de la devise
de P par Q

Exemple important a EE On divise P par X a
On obtient deg R O donc R est une constate
Donc P X a S cote
Alors Pla 0 teste donc cte Pla

Donc Pa X a S Plat

Conséquence si Pla O P K a S où deg5 degP I
En particulier si on connait une racine d 1 polynae
de degré 3 on peut connaitre toutes ses racines

4 Fractions rationnelles décomposition en élémentssimples

Def Une fraction rationnelle est le quotient de deux polyroes
Fcz ÇI

Notre problème déterminer une forme la plus empli possible d
une fraction rationnelle

En faisant la division euclidienne de P par Q on peut
ecrire P QS R avec degRadegQet alors

F YI St PE s polynôme
dors d'Q

Il reste donc à trouver une forme sple de ÇOn peut aussi supposer que Q est unitairecad Q XY en incorporant le coefficient dominant deQ
dans R



Théorème décomposition en éléments simples

Si Q x a h K ad avec aseart tac Alors
il existe des constantes fî __ fi fi pt __ telles que

f E
s g strate Étant

ÎE Ît text
East ÉÉ

Pb On sait calculer S Mais comment calculer les constantes
fi

Réponse dans le cas où Q X a X a Cad La Lui
ce qui est le plus courant c'est facile La formule
donne S et Ça II t IE
Alors Ça Eat Ia

Ça ft r

On évalue en ariIIEeaf tot

to.dorcon connait pa on fait pareil pour fr
Exercice 1.18

5 Decomposition en éléments simples d'une fraction rationnelleréelle

On suppose RQ ERES Cad ont des coefficients réels On cherche
à amplifier Plq

si Q a toutes ses racines réelles le the dudessus
reste valable et les pist redsSi Q a des racines coplences celles ci vontpar pairede
racines conjuguées avec la à multiplicité k p 2m
Q X a l afr X KICK 5 K ba E

le by bmEIR
De plus 4 b C bi est un polyroe du seconddegré
de discriminent negatif
En appliquant le theoreme précédant et en regrouper les terres
conjugués on obtient un décoposition réelle



Exemple IIIE Ène.FI t Et
K D EIJI la f x D

on evolue en 1 f3
x D ça pr x ai

on évalue en i ÊTE
On simplifie pa a ÉÜÎ È

îlet
par EPH 3

On sait que pr P II Mais vérifions

ai
Etape pet ai

on evolue en i pr III T
Doe ÉTÉ FÈ ÎÎ Es
on regroupe t3i ÏjÎ II

Ï En
Ex Ètats

Theoreme Si Q X a X ap Et baxter XI bmx c
avec ai bi ci ER

Il Rtbixtei come
ai 9 bi ci by g

et si deg R c degQI

E t E IIIE IIIE
où les Li Bi ti sont tous des nombres réels

Application Si on connait les racines de Q on sait trouver
des primitives des fractions rationnelles

ça fit e E E SÈTE hexaki
D


