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UIIE CLASSE DE COURBES ELLIPTIQUES A N'LTIPLICATIOII COfiPLQ(E

liorbert Schappacher

Gtittingen

K un corps quadratique lnaginaire et 0 son anneau

!lo{s flxons une fois pour toutes un plongsnent de K dans

On.considare des caractares de Hecke cooplexes 0 de

duct€ur F , tels gue, pour chaqle c dans x* prcnier e

K , de con-

F,onait
0(q0) =c, si a=lnpdF.

Les courbes elliptlques annonc6es pir le titre se constnrlsent ;
partlr de tels caractires 0 : - Soit F une extension finie
ab6llenne .de (., telle que le caractire V = O' F/K de F prenne des

val€{rs dans K* m les id6aux entlers de r preniers i son con-

ducteur. Alors F cootient forc6rcnt le corps d€ classes de Hilbert

H de ( . Le caractire V d6tennlne une classe de F-iso96nie de

coudes elllptlques E sur F telles que Endtt : 0 et que V soit
le Grdssench.ralter attach;.i e/r ' cr' [s]' sg.

Les notations r6$n6es ci-dessous seront util ls6es p€ndant tout

I'expos6:

EI
G=6al (F/K)

abel ien

EndFE = 0

r/r v = vE/F

F=cond0

6 = pp6(cond F/K, F)

n=[F:l(]
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B. EXEI.|PLE

Si K = Q(/-p) avec- p premier, p : 3 nod 4 , p : 7 , et que
'I 'on pose 0(cr0) = 1o = x2 (mod Ei O) , on obtient E =l(o) ,u" n ,
dans les notations de [5].

C. Les courbes el'liptiques introduites dans (A) repr6sentent des

outils puissants dans l'6tude des caractires de Hecke des corps quad-

ratiques imaginaires. Cet expos6 va en donner un exslple. D'autre
part, elles fonlent la plus grande classe de courbes elliptiques pour
laquelle on sait d6nontrer le

THEOREI.IE DE COATES ET |ILES. 5i E(F) est infini, alors
L(V,l) = 0 voir [l] et [2].

Le point essentie'l est qu'on contr6le l,arithn6tique de E/F par
]a th6orie du corps de classes de K

D. PLAi{ DE L' EXPOSi

Dans (E), on caract6rise 'les courbes envisag6es de diffdrents
points de vue. Les donn6es sont ensuite <i6velopp6s -- (F) ; (K) --
afin de pr6parer les 6nonc6s de rationalit6, (L), pour les valeurs
sp6ciales de fonctions L : L(t,l) et L(rp,l) , pr6dits par la con-
jecture de Del igne, (l',1).

E. EQUIVALENCE5

Soient F une extension ab6lienne de K ; E une courbe
eliiptique sur F telle que EndFE = 0 , de Griissencharakter associ6
U Alors les conditions suivantes sont 6quivalentes:

t.
(l) Il existe un caractire O de K , tel que V = 0. flf(2) F(Etors) , le corps engendr6 sur F par les coordonn6es des

points de division de E , est ab6lien !!I_-! .

(3) Pour tout premier e ,la repr6sentation IndF/Kpf(E) , in-
duite par rapport i c(Q/F) *G(OK) par la repr6sentation
4-adique p[(E) attach6e e E sur F , est ab6]ienne.

(4) Pour I = Rc/,E ia restriction de scalaires se'lon tieil, on ar/ K

End*88Q = .,1,, 
t, =, t
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oi chaque Ti (i = 1,...,r) est un corps de type Cfi cont€nant K,
et I tT.:Xl .n.

t?l '

F. Volcl coonent on peut visuallser 'les r corps Ti i par r des
donn6es q et F : {, 6tant O"ilF/K , on voit facllarnnt que

l'ensable des caractar€s O,de ( sa sfaisant V = 0,.ilF/K est
{Ox : x.6} tes corps Ti (l . 1,...,r) correspondent uio", 

"r,orbltes de cet enss$le sous AutX0 Ainsi, si Ti = X(0) et
[Tr:K] . n,, , on aura qu€

{Oo: o. Aut*t} - {0,0x, , . . , ,oxn' }

Ensuite T2 = K(oxnr+1) , pour un cert.ln Xnl+l , etc.

Si l'on est dans 'le cas partlcull€r oD f 69ale H , le corps de
classes de Hllbert de K , il est d6montr6 daas [6], que r = I

O Appelons t (""tp, fi ) tes quasi-caractares d,td;les attach6s --
s€lon [7], Th. l0 -- i e/r (resp. 8/K ) 0n a donc

tu**tU:FA*K,Vlr*=tlF/K;

et de V O lfir,q se d6duisent, par'tes deux ptong ents possibles

de K dans 3 , les deux caractires complexes V et V . De mare,

t ' xi * 1* , tlr* = (Oiag.) ; et les caractires cqnpl exes 0x, pour

x e G , ainsi que leurs conjugu6s conplexes, se d6duisent de

t g (.*por. i 1'-1-l par les diff6rents l-horbnorphisms de

T=IIi dans l,

H. Solt o un id6al entier de X prsnier I 6 (notation de (A)).
L'actJon de l'endonDrphlsme fi1o1 ru" un point de G-division P de

B est alors donnde par 'le sjn$o'le d'Artin od de l'ld5al o :

|1o11e; = poo

fi101 tngutt donc une isog6nie , : ,oo . 
"(5i" 

o est une norre de F

alors E o . E et on voit aussitAt que i. 0atp7x ).
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I. DU POINT OE VUE AIIALYTIQUE...

Choisissons un plongement de F dans C qui est compatible au

plongement fix6 de K , et tel que l'invariant j alg6brique de E

s'identifie; I'invariant nodulaire j (O) Choisissons 6galenent
une fonne diff6rentielle de preniire espEce o de E d6finie sur F

Le couple (E,o) d;temine donc, par 'la th6orie de Weierstrass, un

r6seau L du plan complexe qui, dans notre cas, s'6crit sous la
forme L = 0d , pour un 0e0i On fixe un aes l0*l choix poss-

ibles de la p6riode n

Pour q come dans (H) , on note 1Eo, ,o) le modite conjugu6

de (E,{,r) par od Soit Ld le rdseau dans 0 correspondant.

D6finissons I(o) e F* par la formule

,t(o)6 = fi101*1ra 1

Cette constante l(c) d6pend du choix de o : si l'on passe de

o i co (a. f*) ,,t(o) se multiplie pu" o(l-oo) . On voit tout de

suite que l(o) est un hononorphisme crois6 par 't 'action de G :

,,t(cr1 = l1o 10bn1o 

'
Nous avons le diaqraflne comutatif suivant

- lJeierstrassL-tlL

tt"l | 1.n,",I
Ed uei erstrass O/Lo

La th6orime principal de la ru'ltiplication conp'lexe des courbes

elliptiques -- t8l, Tl,. 5.4 -- dit que Lo s'6crit Lo = l(o)oo-1
En d'autres tennes, d(o) induit une isog6nie E * Ea de noyau

isonorphe ; o-l/o .

J. Posons o(o) =;(o)l(o)-l € (T gK F)* Alors il est facile de

voir que 0(o) d6pend uniquement de oo{, c G (Ceci n'est pas vrai
au niveau des l(o) !).

0n obtient donc une application

0:G-(TgKF)
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qui est visiblenent un l-cocycle, si l'on munit (T 0K F)* de I'action
de G qui est triviale sur T et natureile sur F t,ne l6gare
g6n6ralisatlon du "th6orirne 90" de Hilbert fournit donc un 6l6ment x
de (T 9K r)* (uien d6tennine i r* pris) tel que o(d) = x(o-l) ,

pour tout o€G.

K. On note e un 6l6rnent de J := Honr*(T,t) Par le plongsnent

choisi de F dans a -- voir (I) -- T 0K F s'iniecte dans
_lTB*0=G"

0n associe donc i e la composante x. de l'6'l6ment x con-

struit p'lus-haut. De nr6me, q. est l'616n;nt de {OX : x e 6} qui se

d6duit de { au royen de e - voir (c) Enfin, notons Te I'image

dee
La fonne diff;rentielle ne = I- (ro)" oo € Ho(B,ollT") est une

ocG
forfle propre pour I'action de T Plus pr6cis6ment, on a

t(").(n-) = o-(o).n-. 0n deduit de cela que, pour chaque cycle

c,'. H,(i,4 ,'l'intEg""'le J.n. "uut 
x.e , i un 6l6nent de Tl n"is'

(J.n.). i* xo e (T o* t) . '

L. TNEOREI.IES DE RAT IOIiALITE

0n qarde les notations pr6c6dentes

r) (L(6e,1)).1xn. (r o* c)*

2) L(t,l) l6.n(^(o)n)

oi o = aet(4) l0 , pour un systime o-libre d'6l6nents fi ( F

(i = 1,-..,n)
prelE-rr-i 6

; et o d6crit un ense{$le d'id6aux entiers de K

dont les syrbol es d'44j! q9!!I9!! G sans r6p6tition.

l.l. 0n v6rifie que l) 6quivaut a la conjecture d€ Deligne, [3]' 2.8'
pour le motif RK/o Hl(B) En fait, on a H.t(B) = 1i114-11 aans tes

notations de [3], li.l. De rnime,2) 6quivaut i la conjecture pour

RF/Q Hl(E) , le tenne i aroit de 2) 6tant celui de la proposition 8'16

de [3].

N. La danonstration des 6nonc6s de (L) repose sur deux r6sultats
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cruclaux.

l) Pour ocG, pGons L(o,o,s) . I o(o)ilo-s, pour Re(s)

rssez gnnde, pour obtenlr un. fonctlon toofirttcttc prr prolong*nt
anllytlque. Elle se d6compose en sqme de s6rlcs d'Elscnsteln: Solt
p€nKr tel Cue frO =!, rr" rn ld6rl entter h de K pratcr I
G.

On noter! 8 un €ns€ible d'ld6rux entlers b de K prtrlrl: i
e repr*entrnt les classes de r4yon rDd.G de ( dont le sJ,laolc
d'Artin fue F.

Flnll$ent, EI est lr s6rle d'Elsrn3teln dont la v.ldr .n L €t
z I L seralt tr(z,t) . I (r*r)-l , sl cett! dcnfirc serle con-' o€L
vergeait... -- voir [9], III -- et on note Ei l! fonctlon L-
parlodlque d&ulte de E.| : [9], YM.
, Alors on trouye, pour tout e e Hcr*(T,C) et tout (a,c) . I .
l! for rle

iotons E(o,b)
prs, en falt, de

terms d€ la some i drolt€. tls ne d€pendeit

2) 0n ddnontre (volr [4], t6] que E(q,b) .ppartlent au corps

des rayons nFdulo G de K , €t qu!

E(o,b)oo . E(o,b) . E(!,o)ob

Pour plus d€ d6tails de l. d€mnstratlon de (L), volr [4], !7.

o-( oh)

li;;;- lq'oon.t1 ' oI, 
E1(0"(b)it(o)o,Lo)
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