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UNE CLASSE DE COURBES ELLIPTIQUES A MULTIPLICATION COMPLEXE

Norbert Schappacher
Gottingen

A. Soient K un corps quadratique imaginaire et 0 son anneau
d'entiers. Nous fixons une fois pour toutes un plongement de K dans
C.

On considére des caractéres de Hecke complexes ¢ de K , de con-
ducteur F , tels que, pour chaque o dans K* premier 3 F , on ait
¢la0) =a , si a=1mod F .

Les courbes elliptiques annoncées par le titre se construisent a
partir de tels caracteres ¢ : - Soit F une extension finie
abélienne de K*, telle quelle caractere U = ¢°NF/K de F prenne des
valeurs dans K en les idéaux entiers de F premiers a son con-
ducteur. Alors F contient forcément le corps de classes de Hilbert
H de K . Le caractéere ¥ détermine une classe de F-isogenie de
courbes elliptiques E sur F telles que EndFE = 0 et que ¥ soit
le Grossencharakter attache a E/F . Cf. [5], 59.

Les notations résumées ci-dessous seront utilisées pendant tout

1'exposé:
Bnsithds <6 " EndgE = 0
Coetien | ™IF:K] Nep R
K ] F = cond ¢
G = ppem(cond F/K,F)
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B. EXEMPLE

Si K=0(/-p) avec p premier, p=3mod4 ,p>7, et que
1'on pose ¢(aQ) = o = xz (mod v=p 0) , on obtient E = A(p) sur H,
dans les notations de [5].

C. Les courbes elliptiques introduites dans (A) représentent des
outils puissants dans 1'etude des caractéres de Hecke des corps quad-
ratiques imaginaires. Cet exposé va en donner un exemple. D'autre
part, elles forment la plus grande classe de courbes elliptiques pour
Taguelle on sait démontrer le

THEOREME DE COATES ET WILES. Si E(F) est infini, alors
L(y,1) =0 . Voir [1] et [2].

Le point essentiel est qu'on controle I'arithmétique de E/F par
la théorie du corps de classes de K .

D.  PLAN DE L'EXPOSE
Dans (E), on caractérise les courbes envisagées de différents

points de vue. Les donnees sont ensuite développés -- (F) a (K) --
afin de préparer les énoncés de rationalité, (L), pour les valeurs
spéciales de fonctions L : L(%,1) et L(V,1) , prédits par la con-
jecture de Deligne, (M).

E.  EQUIVALENCES

Soient F une extension abelienne de K ; E une courbe
elliptique sur F telle que EndcE = 0, de Grossencharakter associé
¥ . Alors les conditions suivantes sont equivalentes:

(1) 11 existe un caractere ¢ de K , tel que Y = ¢oNE g -
(2) F(Etors) » le corps engendré sur F par les coordonnées des
points de division de E , est abélien sur K .

(3) Pour tout premier % , la représentation I“dF/Kpi(E) , in-
duite par rapport a G(Q/F) =*G(Q/K) par la représentation
f-adique ©y(E) attachée @ E sur F , est abélienne.

(4) Pour B = RF/KE la restriction de scalaires selon Weil, on a

no=-s

EndKBsm = ! Ti =2 T 4
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ou chﬁque Ti (i =1,...,r) est un corps de type CM contenant K ,
et [T.:K] =n .
it

F. ’Voici comment on peut visualiser les r corps Ti a partir des
donnees ¢ et F :y étant ¢°NF/K » on voit facilement que
I'ensembleﬁdes caractéres ¢' de K satisfaisant ¢ = ¢'°NF/K est
{¢X : X € G} . Les corps Ti (i = 1,...,r) correspondent alors aux
orbites de cet ensemble sous Auth oL AinsY, s1 Ti = K(9) et
[T]:K] =N, , on aura que

o - T -
675 0 AIRD = 100, 0K )

Ensuite T, = K(¢Xn]+]) » pour un certain Xn]+] , etc.

Si 1'on est dans le cas particulier ol F égale H , le corps de
classes de Hilbert de K , i1 est démontré dans [6], que r =1 .

6. Appelons $ (resp. $ ) les quasi-caractéres d'ideles attachés --

selon [7], Th. 10 -- a E/F (resp. B/K ) . On a donc
* *
m . FA + K 3 $|F*= NF/K H

et de ¢ 8 NE&R/KBR se déduisenf, par les deux p1ongequts possibles
de K dans € , les deux caracteres complexes ¥ et ¥ . De meme,
$ i K; + T* s $|K* = (diag.) ; et les caracteres complexes ¢X, pour
X €6 , ainsi que leurs conjugués complexes, se deduisent de

E @ (compos. a 1'w)'] par les différents @-homomorphismes de

i =]'[T_i dans € .

H. Soit a un ideal entier de K premier a G (notation de (A)).
\

L'action de 1'endormorphisme ¢(a) sur un point de G-division P de

B est alors donnee par le symbole d'Artin o de 1'idéal a :

Y
§(a)(P) =

0
¢(a) inguit donc une isogenie E = £* . (Si a est une norme de F ,

alors E® =E et on voit aussitot que w ¢mNF/K ;
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I. DU POINT DE VUE ANALYTIQUE...

Choisissons un plongement de F dans € qui est compatible au
plongement fixé de K , et tel que 1'invariant j algébrique de E
s'identifie a 1'invariant modulaire j (0) . Choisissons également

une forme différentielle de premiere espece w de E definie sur F .
Le couple (E,w) détermine donc, par la théorie de Weierstrass, un
réseau L du plan complexe qui, dans notre cas, s'écrit sous la
forme L = Q0 , pour un Q e’ . On fixe un des |0*| choix poss-
ibles de la periode @

Pour a comme dans (H) , on note (Ea, @) Te modele conjugue
de (E,w) par o, . Soit L. e réseau dans € correspondant.
Définissons A(a) ¢ F- par la formule

*
Ma)w = §la) (")
Cette constante A(a2) dépend du choix de w : si 1'on passe de

(1-0a) On voit tout de
suite que A(@) est un homomorphisme croisé par 1'action de G :

- * 3 -
w a ow (aeF ), Ala) semultiplie par «

%
Alab) = A(a) “A(b)
Nous avons le diagramme commutatif suivant

Weierstrass /L

$(a) J A(9)

E® Weierstrass C/L,

La theoreme principal de la multiplication complexe des courbes
elliptiques -- [8], Th. 5.4 -- dit que L, s'écrit Ly = A(a)ﬂu'] :
En d'autres termes, $(u) induit une isogénie E + E° de noyau
isomorphe a 10 .

J. Posons ®(a) = ?ﬁ(a)!\(a)'1 e (T BK F)* . Alors il est facile de
voir que @(o) dépend uniquement de UQ‘F € G . (Ceci n'est pas vrai
au niveau des A(a) !).

On obtient donc une application

*
¢ : 6+ (T GK F) 5
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qui est visiblement un 1-cocycle, si 1'on munit (T BK F}* de 1'action
de G qui est triviale sur T et naturelle sur F . Une légeére
généralisation du "théoreme 90" de Hilbert fournit donc un €lément x
de (T 8 F)* (bien détermine 3 T  pres) tel que &(g) = x(o-1) s
pour tout o e G .

K. On note € un élément de J := Hom, (T,€) . Par Te plongement
choisi de F dans € -- voir (I) --T BK F s'injecte dans
Te C=0 .

On associe donc a € 1la composante Xe de 1'élément x con-
struit plus haut. De méme, ¢_ est 1'élément de {¢X : X € 6} qui se
deduit de ¢ au moyen de e - voir (G) . Enfin, notons T, 1'image
de €.

La forme differentielle 5. * 1 (xo)e W’ € HO(B,R]/TE) est une
o€G
forme propre pour 1'action de T . Plus precisement, on a

E(a)*(n ) = ¢E(a)-nE . On deduit de cela que, pour chaque cycle
c < H, (B o, intégra1e n, vaut x @, a un élément de T pres:
(J n } LFexRe (TR0 LC

L. THEOREMES DE RATIONALITE
On garde les notations precedentes

— *
1) (L(<I>E"|))E xae (T8, )
2) L(y,1) ¥ 6. E(A(ﬂ)ﬂ)
ol det(f ) # 0, pour un systeme (-libre d'éléments f, eF
i,0

(i=1,...,n) ; et a décrit un ensemble d'ideaux entiers de K

premiers a G dont les symboles d'Artin couvrent G sans repetition.

M. On vérifie que 1) équivaut a la conjecture de De11gne [3], 2.8,
pour le motif RK/m H1(B) i aEn fa1t: on a H1(B) M~ ) dans les
notations de [3], 8.1. De meme, 2) equivaut a la conjecture pour

RF/Q Hi(E) , Te terme 3 droit de 2) étant celui de la proposition 8.16
de [3].

N. La démonstration des énoncés de (L) repose sur deux résultats
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cruciaux.

1) Pour o € G, posons L(d,0,8) = J #(a)Na™S | pour Re(s)
=0

assez grande, pour obtenir une fonction Lcnpartie]]e par prolongement
analytique. Elle se décompose en somme de séries d'Eisenstein: Soit
o€k tel que % 0= % , pour un idéal entier h de K premier &
2 4N

On notera B un ensemble d'idéaux entiers b de K premiers a
G représentant les classes de rayon mod.G de K dont le symbole
d'Artin fixe F .

Finalement, E, est la série d'Eisenstein dont 1a valeur en L et
z ¢ L serait E](z,L) = wEL (z+cu)'1 , si cette derniere serie con-

vergeait... -- voir [9], III -- et on note E; la fonction L-
periodique deduite de E, [9], VI s2.

- Alors on trouve, pour tout € € HomK(T,t) et tout (a,6) =1,
la formule

o_(ah) "
Kemp_ L(F_0 1) = DEB £y (6. (b)A(a)p,Ly) -

Notons E(a,b) les termes de la somme a droite. I1s ne dépendent
pas,en fait, de ¢ .

2) On démontre (voir [4], §6) que E(a,b) appartient au corps
des rayons modulo G de K , et que

E(0,6)® = E(a,b) = E(a,0) P

Pour plus de détails de la démonstration de (L), voir [4], §7.
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