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La situation, le but

Soient K un corps de type CM , x son sous-corps maximal totalement réel.
On notera p : K + K 1la conjugaison complexe sur K, et n le degré [x : @].
Pour la plupart des arguments qui suivent, on va supposer que n>1, ce qui n'ex-
clut qu'un cas bien connu, cf. [GS]. Soit T un CM-type de K . Pour faciliter
quelques arguments algébriques a la fin de 1'exposé, on va le supposer primitif
(i.e., les variétés abéliennes a multiplication complexe du type (K, T) sont toutes
simples).

On se donne un caractere de Hecke @ de K de type T , c'est-a-dire, que pour

tout a GK* congrua 1 mod. le conducteur § de ® , ona

Cp(a.(SK)= _I—I c,r . On étudiera, pour tout entier positif k , la série L suivante
TeT ’
- -k -5 _T7 -k -s -1
L@ ,s)= ¥ ®(¥).N¥« =] | (-9 (P.NP ),
(¥4,3)=1 DS
U entier .

ou Re(s)> 1+§ , et 4 (resp. P) décrit les idéaux entiers (resp. premiers)

de K, premiers a § . Le prolongement analytique et 1'équation fonctionnelle
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de ces séries 1L sont bien connus. On dit qu'un entier j est critique pour Eﬁk 3
si les facteurs gamma intervenant aux deux cdtés de 1'équation fonctionnelle de
L(ak, s) n'ont pas de pdle en s=j ;(cf. [D], 1.3). On trouve que ce sont précisé-
ment les j avec 1=j<k, c'est-a-dire les points entiers dans ce qu'on appelle

souvent la bande critique de notre fonction L : O<Re(s)<1+k .

Une conjecture de Deligne exprime les valeurs L(ak , j) aux points critiques
en termes de certaines périodes, a un facteur dans le corps des valeurs de @
pres :(voir [D], 2.8). On va se rapprocher de cette conjecture en utilisant la
décomposition des valeurs L(Cﬁk, j) en séries d'Eisenstein, valeurs de formes
modulaires de Hilbert relatives 3 » , et en s'appuyant sur 1'étude de ces séries
dans le cadre de Katz, voir [K]. Les résultats qu'on obtient ici sont encore loin
de la conjecture, Ceci est di, en grande partie, au fait qu'on utilise des séries
d'Eisenstein tres classiques dont la traduction, en langage de [KJ], est un peu

lourde. J'espére revenir sur ce point ailleurs,

Par 1'équation fonctionnelle et 1'application de certains opérateurs différentiels,

on se ramene au

CAS CLE. - Etude des L(ch,k), pour k=1,2,3,...

La décomposition en séries d'Eisenstein

-k
Soit B un idéal entier de K premier 3 {§ . Au lieu de L(%¥ , k), nous allons
en fait étudier la série partielle

L(F5,8,8)= £ lcEk(m.Nm“s ,

A8

prise en s=k (par prolongement analytique, si k<3), oW ¥ décrit les idéaux

entiers dans le rayon de 53_1 mod. J .
Choisissons un élément w de K tel que
K=u(w) ;

Im(wr)> 0, pour chaque plongement T : K ©— C appartenanta T .
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Avec ce choix de w , soient a un idéal fractionnaire et g un idéal entier

de # , tels qu'on ait ces inclusions de Gn-réseaux dans K :
ag3 +a8.wWCH.BCBCata.w
En particulier, J§ divise g.(BK 5
On notera z la variable sur le demi-plan supérieur généralisé attaché a y ,
§ = [xek ®DG|knbU>D 0} .
K =n(w) est plongé dans § par T . On écrit

# #
N k®C) —— C

l'application déduite de la norme absolue de x , i.e., le "produit des conjugués'.

(2:5) la fonction caractéristique du

Etant donnés a,be ¥ et z¢® , écrivons Xz

sous-ensemble
(a+bz) + (e g+ag.z)
de o +a.z .

Avec ces notations, les séries d'Eisenstein introduites par Hecke et Kloostermann

dans les années vingt s'écrivent :

» b ,b -k =
Ef{a Mgy = § xia ’ezﬁ—i-).ma .]malsto,

(a); € 2mi(a+a z)

la somme étant prise sur les éléments du réseau indiqué, modulo 1'action des

*’+
unités de x totalement positives et congrues a 1 modulo g , SK g
]

Alors on trouve sans difficulté (cf. [s2],§ 3) la décomposition :

[@’;“e:@*’ﬁ K kn _(a, b
tleefiaden e D", 4,00 (2mi) " £ ) (w)
v (3)

(a+bw); €3
atbw=1 ()
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(2, b)

Propriétés des Ek

Les séries d'Eisenstein de Hecke et Kloostermann sont des formes modulaires

de Hilbert de poids k sur

_¢ 148 g .
Tl ={(,° 454030 SLy00) -

(Elles sont toutes holomorphes & cause de notre hypothese que x # D .)

En fait, on trouve pour une matrice A = ( 3 g ) gSLZ(@K) "

(a,b) ,az+p A'(z’ k
E (Yz+6):Ek (z). R(y=z+d) .

En plus, Hecke et Kloostermann ont explicitement calculé les coefficients du

""g-développement"
E(a'b)(z)=a(k;a,b)+ \ a (k;a,b)e(traz),
k o Z_ >

«d
a €(gbd)
a>>0

ol b estla différente de » sur D .

Les propriétés de rationalité des aa (k;a,b), pour a>>0, sont évidentes 2
partir de leurs expressions explicites. D'autre part, c'est un fait non-trivial que

le terme constant se comporte de la m&me fagon :

THEOREME (Klingen et Siegel). - Pour tout a ,

Jfd . aa(k;a,b)eﬂ(ug) "

ou d estle discriminant de x , et g est le plus petit entier positif contenu

dans g

Traduction dans le cadre de Katz

Pour une exposition de la théorie des formes modulaires de Hilbert selon Katz,
nous renvoyons au premier chapitre de [K] , etau § 5 de [DR]. Nous allons

considérer des formes sur roo(f) au sens de [DR], p. 266/267.
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En fixant le triplet ((agd) ,a,e) comme parametre d'une ""pointe', ol €
est un isomorphisme quelconque de g._z/@ sur g -2(0 gb)/(a gb), on trouve
n ~
alors (par une proposition analogue 3 [DR], 5.7) un élément Eka’b) de
2
Emk(l"oo(g ), C), dont la valeur prise en le réseau (ag+a.w), muni d'une pola-
risation A et d'une structure de niveau i(e) adaptées i la pointe donnée, est
précisément le nombre
k ’
(2mi)® £(3P) (g
k
Or, d'apres le théoreme de Klingen et Siegel, joint au 'principe du gq-dévelop-
(a, b) : 2 .
LB E 3 b

pement'’, K appartient en fait a i)?k (1;0(3 Vs Q(ug)) . Pour déduire des
renseignements de rationalité sur sa valeur en (a g+a.w) , il s'agit donc de
trouver une variété abélienne de Hilbert-Blumenthal (i.e., dont l'anneau d'endo-
morphismes contient (9%) définie sur un ''petit'' corps de nombres, et qui est

isomorphe a (ET/( ag+a.w) sur €. Pour cela, on va puiser dans la théorie

des variétés abéliennes a multiplication complexe

Comment algébrifier le réseau (ag +a.w) ?

Soit F'c C le corps de modules d'une variété abélienne polarisée a multipli-
cation complexe, de type (K, T,ag+a.w,}). (Voir, par exemple, [S1], §3.)
C'est une extension finie du corps réflex K' de (K,T). Avec un peu de chance,
on trouve la variété abélienne souhaitée définie sur F' . Plus précisément, par-
fois la condition (5.2) de [S1] est satisfaite par (ag+a.w)c K : voir, par
exemple, [S1], proposition 7 et la remarque suivante. Et elle permet de cons-
truire une variété abélienne A sur F', de type CM (K, T), qui est isomorphe
a (ET/(a g+a.w) sur €, ettelle que la polarisation )} provienne d'une polari-

sation rationnelle sur F'.

Si la situation n'est pas aussi favorable et que la condition (5.2) de [S1] ne
peut pas &tre vérifiée, il faut se contenter d'un corps F' plus large que F'
comme corps de définition de A . Celui-ci peut @tre construit, par exemple, en
utilisant le théoreme de Casselman ([S1], th. 6) avec, comme point de départ,

un caractére de la forme @' N ol @' estun caracteére de Hecke (pris

F”/K' ’
au hasard) de type (K', T'), réflexde (K,T).
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En tout cas, étant donnée une variété abélienne de type (K, T,ag+a.w,1)
définie sur une extension convenable F de K', fixons une forme différentielle
w définie sur F qui est une base de HO(A, QI/F ) sur ®x®F . F étant plongé
dans €, le couple (A,w) correspond A un réseau bien déterminé

#*
((a g+a.w)c0:T, avec Qe ®C)

Alors on voit finalement, qu'on a obtenu le

THEOREME :
1

Jd.m Q~

=Kk . k
L@, 8,k)eF(A,, ¢) .
8

Ici on a ajouté 3 F les coordonnées des points de gz-torsion de A, pour
garantir la rationalité de la structure de niveau i(e) attachéed (ag+a.w) ,
et les valeurs de Cpk , dont une apparaft dans la décomposition en séries
d'Eisenstein de la fonction L partielle. Le corps de rationalité des séries

d'Eisenstein, Q(ug), est déja contenu dans F(A 2) -
8

Si 1'on fait la comparaison entre ce théoréme dans le cas de dimension 1
(i.e., * =@ : le cas exclu pour la démonstration présentée ici) et les résultats
précis connus dans ce cas -voir [GS]-, on voit qu'on a attrapé le bon corps de
rationalité des séries partielles, A ceci prés que gz peut 8tre remplacé par g
ce carré, nous l'avons perdu ici dans la traduction des séries d'Eisenstein
classiques dans le cadre de Katz. D'autre part, nous ne connaissons pas suffisam-

. ~(a,b . "
ment bien les Eéa ) -de nouveau : parce qu'ils ont été construits dans un cadre
différent- pour étudier le comportement sous Galois des nombres dont nous venons

de construire un corps de rationalité.

Pour conclure, écrivons le résultat qu'on obtient du théoréme en appliquant
les opérateurs différentiels étudiés en [s2] et [K], ch. II
_ : Kk _.
COROLLAIRE. - Si 0< E<J5k , alors

 k-j
217 -k . 1 k
: L(cp,QS,J)gKga.F(AZ.CP).

J&'.mnk 8

ou Kgal est la clfture normale sur D de K.
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