PROPRIETES DE RATIONALITE DE VALEURS SPECIALES
DE FONCTIONS L ATTACHEES AUX CORPS CM

N. SCHAPPACHER

Soit (K,T) un "type CM", c'est-a-dire que K est un
corps de nombres totalement imaginaire, extension quadratique
d'un corps totalement réel k , et que T est un ensemble de
n = [k:Ql plongements de K dans € gqui induisent tous les
plongements différents de k dans R .

Soit ¢ un caractére de Hecke de K , "de type T" : Si
§ est le conducteur de % , et que o €K est congru a 1
modulo § , alors @(ad ) = [] o'
K T€T

Pour les entiers j »1 nous allons étudier la fonction

L donnée pour Re(s) 1+% par

LEl,e) = T .= T (1-8®-1
(¥, 3)=1 IS Np°®

od % (resp. D) décrit les idéaux entiers (resp. premicrs)
de K , premiers & 3 . (On considére le conjugué complexe de
mj pour des raisons de normalisation qui n'apparaitront que
plus tard, en particulier dans la décomposition de la fonction
L en séries d'Eisenstein). Rappelons que L(ﬁj,s) peut &tre
prolongée & tout le plan complexe en satisfaisant & une équa-
tion fonctionnelle reliant les valeurs en s et en Jj+l-s .

D'aprés Deligne [D], les points s=1 pour lesquels on
attend un résultat de rationalité pour la valeur (g3, 1),
divisée par une "période" convenable, sont les entiers i
(appelés "critiques") tels que les facteurs gamma des deux
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cdtés de 1'équation fonctionnelle n'aient pas de pdles en

. : + , .
s=1i . Mis a part le cas i = 152 (la coordonnée de l'axe de
symétrie de 1'équation fonctionnelle), si c'est un entier, il

s'agit d'entiers i +tels qu'on ait nécessairement
L(39,1) # 0 # L(37, j+1-i) .

On trouve facilement que les entiers critiques pour 3
sont les i tels que 1 (i'gj . Grce a 1'équation fonction-
nelle, il suffit d'en étudier la moitié : j/2<i<j .

Dans ce cas, Deligne précise une période c€ €" attachée
4 @ , telle que la relation suivante soit conjecturée (en
fait, simultanément pour tous les caractéres 50 , pour
0€Gal(@/@)) - voir [D], 2.8 et [as], §9):

(2ri)3~t
RIS e
de.cJ
Ici, 4 est le discriminant de k sur @ et Q(®J)

k :
est le corps de nombres engendré par les valeurs de R

si 0¢3/2¢i{5 , alors L(C—Pj,i)EQ(wj).

Le but de cet exposé est de présenter une technique de
démonstration pour cette conjecture. Toutefois je ne la dé-
montre pas ici, voir le §4, ol je donne des rapnrochements
successifs. Les difficultés qui subsistent sont probablement
liées au fait, qu'on ne sait pas encore raffiner de fagon
adéquate les calculs faits (& @ prés) dans [D], aux

alentours de la proposition 8.20.

Pendant tout ce qui suit, on ne considére que le cas
clé : j=iy1l . La conjecture que je viens d'esquisser se
déduit formellement de ce cas particulier ; et la théorie de
certains opérateurs différentiels algébriques permet d'étendre
les résultats obtenus par la m2thode suivie ici aux i tels
que j/2<i{j : [KZJ, chap. II.

Mentionnons que Harder a récemment développé une méthode
trés générale et puissante pour la démonstration de résultats
de rationalité de valeurs spéciales de fonctions L . Voir

par exemple sa contribution dans ce volume. Il serait inté-
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ressant de mieux comprendre les analogies de ces deux voies

d'accés & certaines valeurs spéciales de fonctions L .

Je remercie N. Katz et K. Ribet de m'avoir expliqué
quelques points de la théorie algébrigue des formes modu-

laires de Hilbert.
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§1. FORMES MODULAIRES DE HILBERT.

On aura besoin d'une variante de la théorie algébrigue
des formes modulaires de Hilbert, assez analogue a celle
exposée au premier chapitre de [KZ] et au §5 de [DR]. Pendant
tout ce paragraphe, je fais tacitement appel & ces deux

articles.

1.0. Soient k wun corps de nombres totalement réel, & son
anneau d'entiers, n = [k:Q] son degré et 0 sa différente

sur @ . On suppose que k#Q

1.1. Soient R une Q-algébre et A une variété abélienne
de dimension n sur R , & multiplication réelle par G .
L'espace tangent Lie(A/R) est donc un S®ermodu1e libre
de rang 1 (cf. [R], §1). On notera «w une base choisie du
6® R-module des différentielles de premiére espéce de A

définies sur R .

Soit N un entier positif. Une structure arithmétique

de niveau N de A/R est un isomorphisme B8-linéaire
ns (0 hTEATH (1) x ¥Tle/s 5 AR)

ou A(R)N est le O6-module des points de N-torsion de A
rationnels sur R . La notation (N 0~ /71)(1) signifie le
"twist 4 la Tate" : (N 00 i1n"l)y(1) =719 by - J'appellerai
T  simplement une T (N)-structure de A (sur R) - cf.
[x1), chap. II.
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Les composantes connexes de 1'espace grossier de modules
des variétés abéliennes (polarisées) a multiplication par &
correspondent de facon biunivogue aux classes restreintes
d'idéaux de k . Cette correspondance est fournie par le
6-module projectif de rang 1 , P(A), des homomorphismes
B-linéaires symétriques de A a sa variété duale A , muni
de la notion de positivité définie par le cbne des polarisa-
tions, P+(A) (voir [R], §1). Ceci améne 3 considérer les

" [

polarisations de nos variétés abéliennes "a l'action de &
prés". Plus précisément, 2tant donné un idéal fractionnaire

¢ de k , on appelle c¢-polarisation de A un isomorphisme

de G-modules avec positivité
@ : (P(A),P _(A)) == (c,{c€clec?’O})

La classe restreinte de ¢ est donc bien déterminée par A.-
Quoi gu'il en soit, les polarisations ne joueront aucun rdle

essentiel dans nos constructions.

1.2. Une forme modulaire de Hilbert £ de type ¢ sur L[(N)
de poids j définie su: RO (qui, dans cet exposé, sera
toujours un corps de caractéristique zéro) associe a chague
quadruplet (A,o,w,M) défini sur une Ro-algébre R une
valeur f£(A,,w,M), telle que :

- cette valeur ne dépende de (A,w,x,n) qu'a

R-isomorphisme prés ;

- 1'évaluation en (A,o,%w,M) commute avec des homomor-—
phismes arbitraires de Ro-algébres, R —> R', et l'extension
des scalaires correspondante ;

- pour tout A€ (GSZR)* on ait :
£(a, o, e,y = @) £(a,0,w,m) .

Ici, of: (GSZR)* —>R" est 1'application déduite de 1la

* *
norme k —0 .

1.3. Voici 1l'interprétation analytique de ce cadre sur C :
un couple (A,w) se traduit comme un O6-réseau & dans

lcgb C , de sorte que 4 soit 1'image par
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[ Lie(Aan) —> k® € du groupe fondamental T 22") gu tore

1 (

comple:ze A?"  donné par A . Une c¢-polarisation o devient
alors une forme alternée 6-bilinéaire 8 : £ X —> b_lc~1
identifiant Agi avec D_lc_l . Enfin, comme 1'exponentielle

nous donne un isomorphisme privilégié sur € entre N_lZ/Z
et ., une T'(N)-structure arithmétique sur <& devient
simplement un isomorphisme G-linéaire

a

NI x vlse = Nl

De ce point de vue, une forme modulaire de Hilbert £ de
poids j sur T(N) définie sur € est une fonction analy-
tique de triplets (&,8,1) telle que, pour X € (xk®c)"

on ait
L T “1.s _ 39
FATEAXBL,ATN) = AUE(E,B,M) .
1.4. Chaque réseau muni d'une c-polarisation, (£,8), est

isomorphe & un réseau de la forme

Sy p(2) = ami (™ LqL

+ bz)
muni de la polarisation canonique
B, p(2mi(a+bz),2mi(c+dz)) = ad-bc ,

ol a,b sont des idéaux fractionnaires de k tels que

ab""=c¢c , et =z est un élément du demi plan supérieur attaché

5 ={z€x®c|lim(z) >0} .
De plus, chaque isomorphisme
€ : (N_lG/G)z 2y N1 x

induit (en tensorisant par >t dans la premiére composante)
une T'(N)-structure de ia b(Z)’ notée Tn(e).
Les paramétres a, b et € étant fixés, une forme modu-

laire f de poids j sur I (N) définie sur € fournit une
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fonction holomorphe £ , . sur f , invariante par 1'opé-
r r

ration

az+tb
fa.b.E cz+d)

1+N6 N(abd )_‘)

N(abd) 1+NG

’

o - -3
(£, 5. 125 (2) = dlezta)

si (2 ]g) appartient & T(N;e,b) = Sthk)ﬂ (

Il s'agit la, en fait, d'une correspondance biunivogue
f —>f

-

a,b,e

1.5. Cette observation entraine en particulier 1'existence,

sur € , d'un développement de Fourier de f (ou de £, b 9.
’ ’

de la forme bien connue depuis les travaux de Blumenthal,

Hecke et Kloostermann :

£(£, o (2),B  (um(e)) = £ (2) =a_(fra,b,8) +
T 3 a (fra,b,e) e(tr(2Z)) ,
b v N
v>> 0

ou e(7) = exp(2riT). On écrit parfois qg au lieu de

e(tr(3)).

Rappelons que les réseaux 4 (z) et, par conséquence,

les "développements de Fourier" pgdient 8tre algébrisés par
des variétés abéliennes Au'b(q) sur un anneau de séries
formelles en Ay + analogues & la courbe de Tate du cas
elliptique. Aprés extension de scalaires par une Q@Q-algébre
on trouve une base canonique wa,b des différentielles sur
Aq’b(q). La suite exacte

1,-1

0 —a e — (A (@) — N o —0

N

permet de tirer une T (N)-structure 7(e) sur A, b(q) de
chaque isomorphisme € comme avant.

Terminons ce paragraphe par le théoréme qui justifie en
quelque sorte la construction esquissée d'une théorie algé-
brigue des formes modulaires de Hilbert :
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1.6. "Principe du développement de Fourier".

(i) Si le développement de Fourier attaché a un triplet
de paramétres (a,b,e) d'une forme modulaire £ de type
¢ = ab”! sur T(N) définie sur la D-algébre R, est zéro,

alors £=0 .

(ii) Si, avec les mémes notations, les coefficients du

développement de f en (a,b,e) appartiennent tous a une
sous-algébre Roo de RO , alors f provient, par extension
de scalaires, d'une forme définie sur ROO .

(iii) Dans (ii), il suffit de supposer que les coeffi-
cients non-constants appartiennent a Roo . Alors le terme
constant, lui aussi, appartient a ROO .

La partie (iii) se déduit du premier théoréme de [kal.
- Pour (i) et (ii), cf. [R], 6.7.

§2. SERIES D'EISENSTEIN.

Fixons un idéal ¢ de k (comme module de polarisaticn)
et deux entiers positifs N et Jj . Notons dk le discrimi=-
nant de k sur Q@ .

2.1. THEOREME. Soit F : N 10 '/n"! x v ls/o —> € une fonc-

tion "de parité (-1)3 ", c'est-a-dire que, pour toute unité
e€6" , ona Flex,ey) = We)d F(x,y) = (de)”? F(x,y). Alors
la formule (cf. 1.3)
-1
; = 5 F(n " (at+))
By, p(Ee2m) = Z1, da’ ldral %S |s=0
aEN g, a a | s=
a mod O

(ot la valeur a droite est calculée par prolongement analy-
tique en s , si j=1 ou 2) définit une forme modulaire du

type ¢ de poids Jj sur I'(N) définie sur C .
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En fait, son développement de Fourier en (a,b,€)
[cf. 1.5] vaut :

(£, ,(2), B pum(e))

e 3 (-1)3"

X v

P S—— P P ) a (a,b,e)g '

(j-l)!n { o vEab v N}
v>>0

Ej,F

o, pour v)>?0 ,

a,(osb,8) = IS sgnli) w3 B e
V=AU
AEaq,uEb
p mod 87
avec

BoOLe) = I F((e) (atgz)leltra)) .

g1 ==l

(N

(Nous n'explicitons pas ici le terme constant, bien que ceci

ne soit pas difficile).

La démonstration de ce théoréme peut &tre laissée au
lecteur, car elle ne présente aucune nouveauté essentielle
s

par rapport a EK]. (3.2) et [DR]. §6. - Rappelons que les
calculs remontent a Hecke.

Les formules explicites des coefficients de Fourier,
jointes & la version la plus forte du principe du développe-

ment de Fourier, 1.5 (iii), donnent immédiatement le

P

2.2. THEOREME. Pour tout F , THL Ej "est" une forme modu-
laire définie sur le corps Q(uN,F), le plus petit sous-corps
de € contenant les valeurs de I et les N-iémes racines

de 1l'unité.

2.3. Remargue. Les valeurs des séries d'Eisenstein corstruites
ci-dessus ne dépendent pas, en fait, de la ¢-polarisation 2.
La construction est donc "la méme" pour toutes les composantes

connexes de 1'espace de modules de nos variétés abéliennes.
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§3. DECOMPOSITION DES L(?oj,j) EN SERIES D'EISENSTEIN.

Nous revenons aux notations de 1'introduction.

Soit N 1le plus petit entier positif contenu dans le

conducteur 3 SK du caractére de Hecke ¢

Soit € un ensemble d'idéaux entiers de K premiers a

N représentant les classes d'idéaux de K .

Alors on trouve pour Re(s) assez grand

: Ny o (8)° $(a )
nEls) = XAy ..
9%€C  3(u) aty A
a mod &) K/
K
Gla 8,)
Posons X(a) = ———— , pour a€K (avec X(a)=0 , si
a

(a,N)#1). Ici, K est plongé dans k®@€ par T , le type

-T

—_ T
cM de ¢ , de sorte que #a = || 3 = || a . On obtient
TED TET
alors, en considérant le caractére &7 comme étant défini
modulo N :

! S ) () 3
L(%,s) = xo @ —x-(a)
u;c 33 (u) }a;ﬁ: dal |Ha|2(5-3)
a mod @;

_ n(j -2s) ; Kdﬂ) ¥ . x3 (Na) .
[of: 6" & 53 () sen-ly 9’ g | 248503
a mod &%

Or, a +—> %(Na) induit une fonction sur N_lﬂl/ﬂ
Etant donnée une ['(N)-structure 7 sur % , on peut donc
poser, pour tout j»1

-1.-1

F(¥,1) : ¥ "1t

X N 1s/6 — ¢

(x,y) — X (N, y)) .

Ceci donne finalement, dans les notations du §2 :
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:oj(su)Ej )(QI.E,'H)

* * in
of:a”] N
Lo L(8d,5) = d

(3.1) —
de %EC \a,

Tk
ol B est n'importe quelle polarisation du réseau Y .

Les numérateurs des termes de la somme a droite sont les
valeurs en s=7j des fonctions L partielles de 5 rela-

¢ -1
tives aux classes des ¥ , pour UEC .,

§4. DES VARIéTﬁS ABELIENNES A MULTIPLICATION COMPLEXE.

La théorie des variétés abéliennes d multiplication com-
plexe nous permet d'algébriser les réseaux Y EC qui appa-
raissent dans 3.1 et ensuite, d'étudier le comportement sous
Galois des variétés qu'on a obtenues. Je présente dans ce
paragraphe une suite de résultats de plus en plus précis.

4.1. Soit Y un idéal de K . On note H(Y)<SC le corps des
modules de n'importe quelle variété abélienne polarisée de
type CM (K,T) définie sur € , isomorphe & ET/M : voir
[Sl]. §3. C'est une extension abélienne non-ramifiée du corps
réflex de (K,T) (mais nous allons utiliser trés peu ce cdté
de la théorie). Partant d'un certain caractére de Hecke du
corps réflex de (K,T), on démontre qu'il existe une variété
abélienne A(%) sur H(®) de type CM (K,T) gqui, aprés
extension des scalaires & € , est isomorphe sur € &

CT/U : voir [81], §5, en particulier la phrase suivant la

proposition 7.

Choisissons une forme différentielle w(¥) sur A(Y)
définie sur H(¥W), base du 6@ H(Y)-module HO(A(N),ffW. Soit
(%) une polarisation sur A(Y) dans le sens de 1.1
c'est une (NK/kﬂ).b-polarisation. pour un idéal b de Kk
dont la classe restreinte est un invariant de 1'extension

K/k

Alors
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(A(H), (%), (U)) (cT/anu,8 (1) ,

/C
pour un élément QU)E€ (k®cC)” et une (NK/kﬁ)b—polarisation
B(U) Au réseau QY)Y . Fixons (U) ainsi gu'un tel iso-
morphisme.

Notons HN(H)iJH(M) le corps de rationalité des points
de N-torsion de A(%). (Par suite de la construction citée
de A(Y) - [s1], §5 -, HN(N) est toujours une extension
abélienne du corps réflex de (K,T)). Chaque I (N)-structure
QU)n de QU)YU provient évidemment d'une T(N)-structure
C(U) de A(Y) définie sur HN(U).

D'aprés 2.2, on a donc immédiatement (dans les notations
de 3.1) 1'énoncé suivant concernant la rationalité des va-

leurs des fonctions L partielles de &9 :

CRIC.ON
\\/d_k Q(M)j JIF(B’[IT])

(2,8,1) € H () (4, 97)

En fait, on pourrait supprimer uy de cet énoncé, car

on a automatiquement que uNCZHN(u).
4.2. Considérons de plus prés les constructions des A(Y)
sur H(¥). D'abord, il est clair que H(Y) ne dépend que de

la classe de 1'idéal % . Appelons F (resp. F,)) le composé

N
dans € des corps H(Y) (resp. HN(N)), pour YE€C (un

systéme de représentants des classes d'idéaux de K comme au
§3). F est donc toujours contenu dans le corps de classes de

Hilbert du corps réflex de (K,T).

Considérons toutes les variétés abéliennes A(%) sur
F . Supposons que, dans les constructions des différentes
A(Y), on a toujours employé le méme caractére de Hecke du
corps réflex. Alors les caractéres de Hecke de F attachés
aux A(¥) par la théorie de la multiplication complexe sont
tous égaux. Notons
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Yoz F;/F* —;-K; — (G:T)*
cet unique vecteur de caractéres de Hecke (indexé par les
places & 1'infini de K , ou bien les éléments de T) - cf.
(st], 1a fin au §7.

I1 s'ensuit que les A(Y) sont toutes isogénes entre
elles sur F . Par conséquent, les f¥) sont tous égaux, a
des facteurs dans (k®F) <c(k®a)” prés, - disons & 0 .

L'action de Gal(FN/F) sur les points de N-torsion
des A(%), donc aussi sur les [ (N)-structures C(¥), est
décrite par ¥ . On obtient donc de 3.1 (joint au fait que
1'évaluation des séries d'Eisenstein commute avec cette

action par la définition méme des formes modulaires) :
o
(5.4

L(33,3) € Flug,09)

ot EEF" est tel que, pour un idéle x€ Fl: de symbole
d'Artin OE€ Gal(Fab/F), on ait
EU = # (=) g
F(Y(x))

ol @ est interprété comme quasi-caractére continu sur
K /x*
- 3

4.3. Conservons les notations précédentes. Voici un cadre
permettant une analyse plus fine du comportement par Galois
des valeurs des séries L partielles.

Soit SCGK tel que {aGK!aE s} ait le méme cardinal
que S et soit un systéme de représentants des classes de
rayon modulo N des idéaux principaux de K premiers a N .
Supposons que 1€ S . Pour chaque idéal a¥ , avec atS$S et
YWEC , choisissons une [ (N)-structure n(al) telle que, si
B et B' sont deux idéaux de cette forme, on ait pour tout
beEB : 1(8') 1(8) " Y(b) = b (mod N6, ). (C'est un exercice
facile de voir que ceci est possible).
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Pour tout %E€C , fixons (A(YU),w(¥),v(Y)) sur F

comme avant, 4.1. On a donc un isomorphisme fixé
(A, we),om) 2B (T, a) |

avec une certaine polarisation B(%) de QU)U

Pour a€S , posons f(all) = a~'Q(U) et écrivons
C(a%) 1la T (N)-structure de A(YU) (définie sur FN) telle
que

(A(2), (W), o (U),C (ak)) HaMW=BWL (0T o oy ant, 8 (alt), 2(a2)1( aRd).

Si maintenant % est un idéal quelconque de K premier
4 N, alors on écrit B = ec.ay pour a€s , UEC et =1
(mod NBK), on pose £AB) = Qa¥),n(B) = en(a¥) et on fixe
1l'algébrisation

(AU, e(U) 0 (¥),C (a)) 2BI=OEL (0T /0g)g,8(a),08)7(8)) .

Etant donné 0 €Gal(@/@), rotons V(o) € Gal(K?P/K) 1e
"demi-transfert" attaché a T :

V(o) = T wg,} ow, (mod Gal(@/k2P)) ,
TET

ou Wi o pour un plongement t:K <~ € , est un prolongement

choisi de t & @ tel que w-=w, . Soit x¢€ 5& un ideéle

de K tel que

(x,K)"1 = Vo(0) et xx€X(0).K*,

ot X :Gal(@/@) —» Z  est le caractére cyclotomique

@ _ &9

€ , pour chaque racine de 1'unité dans @ . Le

théoréme de Tate et Deligne sur la conjugaison des variétés
abéliennes & multiplication complexe implique alors, pour
YEC , 1l'isomorphisme suivant (cf. {T] et [L], chap. 7) :
. o 0(x¥ oT .
(A(Y) (), o(u),5(H)) T (¢ /M (YU,0)0(xU)xY, 8,
AY,o)Q(:20)n () ,

pour une polarisation # convenable et un élément
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A(U,0) € (k®F)"c (x®@)" ,

bien déterminé i multiplication prés par une unité de K

congrue & 1 modulo N .

vu le choix des [ (N)-structures 7(%), n(x¥), ceci
entraine, pour tout € Gal(@/Q), la relation (dans les nota-
tions du §3)

J 5
([Q (u) Ej,F(“,ﬂ(ﬂ))(Jia(m)’ﬂ(m))]a
ng .o d

U j G 1
(7)1 (W) B gyt n (o) OB D)
Va, . darxu)?

(¢7 (x8,) ) (u,0)73

Quand 0 fixe Mg e ceci est essentiellement la valeur

2 -3,0 i N

en s=7j de la fonction L partielle de (3 relative a
la classe de 1'idéal (xﬂ)dl , multipliée par le facteur

(07 (x6,) #A(,0))"T L

4.4. Pour passer du dernier énoncé a un théoréme concernant
la valeur L(5j.j), il faudrait comparer les A(%,0), pour
les différents % dans C . Ceci est possible, par une géné-
ralisation sans anicroche de la proposition (4.10) de [GSE
aux variétés abéliennes de dimension > 1, pourvu que ©

fixe le corps réflex de (K,T) et qu'on soit dans un cas ou
"]'équation de classes est irréductible", c'est-a-dire que
toutes les A(Y), pour UEC , sont conjuguées entre elles,

3 isomorphisme prés. C'est le développement d'une telle
méthode dans le cas général qui m'échappe encore. Ce probléme
semble dtre lié au fait, mentionné dans 1'introduction, qu'on
ne dispose pas encore d'un raffinement adéquat des arguments
de "réflexion" dans [pl, 8.19 ss.
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