
PROPRIfTfS DE RATIONAIITf DE VAIEURS SP6CIALES

DE FONCTIONS L ATTACHiES AIIX CORPS CM

N. SCIIAPPACHER

soit (K,T) un "tt4)e cM", c'est-a-dire que K est un

corps de nordbres tolalement imaginaire, extension quadratique
d'un colps totalement r6el k , et que T est un ensenible de

" = [l< tO1 plongementa de K alans c qui induisent tous les
plongements diff6rents de k dans R .

soit I un caractdle de Hecke de K , "de tlPe T" I si
J est Ie conducteur de q| et que d € K* est congru i 1

npduto 3 , .tot" c(a0*) = T-I o"
t€T

Pour les entiers j ) I trol.t" allons 6tudier Ia fonction
-iL donn6e pour Re(s) ) l+t par

L(9J,s) = 6jru).r.ru-" = Tf tr-el!.y-t ,
T iJ I$"( !1.3 )=1

oi U (resp. p) d6crit Ies ld6aux entj,ers (resp. premiers )

ile K , premiers i 3 (on considare Ie conjugu6 cornplexe de

,pj pour des raisons de nornati-sation qui n'apparailront que

plus tard, en particulier dans Ia d6composition de Ia fonction

L en s6ries d'Eisenstein). Rappelons que r,(Ql,s) Peut atre
prolong5e i tout le plan complexe en satisfaisant ii une 6qua-

tion fonctionnelle reliant les valeuls en s et en j+1-s .

D'apras Deligne [oJ, fes Points s= i poul lesquels on

attend un r6suLtat de rationalit6 pou! la valeu! L(01,i),
divis6e par une "p5riode" convenable, 6ont les entiers i
(appel6s "critiques") tels que les facteurs glanEna des deux

267



268

c6t6s de 1'6quat'i on fonct-i-ounelle n'aient pas de p6les en

s= i . ILis d par:'c l-e cas i = + (Ia coordonn6e de l'axe de

syrm6trie de 1'6quati-on fonctionnelle), si c'est un entier, iI
s'ag-i-1 d' enti ers i tels qu'on ait nr-acessairement

L(Oj,i) / o / r,(6j, j+r-i)

On trouve facilement que 1es ent-i-ers critiques pour 6j
sont 1es i tels que 1(i(j . GrAce i l'6quation fonction-
nelle, i.l suffit d'en 6tudier la noj-ti6 z j/2 ( i r( i

Dans ce cas, Deligne pr6cise une ptlriode c € C* attach6e
a 0 , telle que la relation suj-vante soit conjectur6e (en

fait, simultan6ment pour tous les caractdres 6q , porr"
q€ Gat(d,/o)) - voir [o], z.e et [csl, g9):

si o ( j/z( i ( j, arors t,4t'j;t r(Fj,i) €a(ej).
VF*..'

Ici, dO est le'discriminant de k sur (D et O(,pj)
est Ie corps de nombres engendr6 par les valeurs de qj

Le but de cet expos6 est de pr6senter une technique de
d6monstration pour cette conjecture. Toutefoj-s je ne la d6-
montre pas ic-;-, vo-i-r 1e $4, oir je donne d.es rapprochements
successifs. Les difficult6s qur subsistent sont pr-obablement
1i-6es au fait, qu'on ne sait pas encore raffiner de facon
acl6quate les calculs faits (A 0* prds) dans [o1, .nr,
alentours de Ia proposition 8.2O.

Pendant tout ce qui su!-t, on ne considd::e que le cas
c16 : j = L\I . La conjecture que je v:Lens d'esquisser se
d6du-i-t formellement de ce cas parti culier r et la th6o:-i.e de
certains op6rateurs drff6rentiels alg6br.iques permet cl,6tendre
les r6sultats obtenus pal: la mSthode suivi-e ici aux i .cels
que j/2 < i.( I , [xzl , chap. rr.

Mentionnons que Harder a r6cemrnent d6velopp6 une m6thode
trds g5n6rale et puissante pour la d6monstration de r6rsultats
de rationalit6 de valeurs sp3ciales de fonctions L . Voir
par exemple sa contribution dans ce volume. Il serait int5-

I



ressant ile mielx comprenalre les analogies cle ces aleux voies
d'accds i certaines valeurs sp6ciales ale fonclions L .

Je remercie N. Katz et K. Ribet de m'avoi! expliqu6
quelques points de la th5or:ie alg6brique ales formes nodu-
lair.es de Hilbert.
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$ 1 . TDR}4ES IToDUITAIRES DE HILBERT

$2. SERIES D'EISENSTEIN
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$3. DEcoMposrrroN DEs L(0r,j) EN sERrEs D'ETSENSTETN

$4. DEs VARIETES ABELIn.INES A MUI,.TIPLICATIoN coMPLExE

$ 1 . FoRMES I.,IoDI,LAIRES DE HILBERT .

On aura besoin d'une variante de Ia th6orie alg6brlque
des formes noalulaires de Hilbert, assez analogue e celle
err.pos6e au premier chapitre de [K2] et au $5 de [DR]. Pendant
tout ce paragraphe, je fais tacitement appel ii ces deux
articles.

1.O. Soient k un corps de nonibres tot'alelnent' r6el, 0 son
anneau d'entier., tt = [f rQ1 son degr6 et D sa diff6rente
sur O . on suppose que k/O

1.1. Soient R une O-algAbre et A une vari6t6 ab6lienne
de alimension n sur R , ii multiplication r6elle par g .

L'espace tangent Lie(A/R) est donc qn g8U R-nodule libre
de rang 1 (cf. [n], $1). on notera &i une base choisie du
08 R-rnodule des di f f6renti-e lles de premiare espdce de A

d6finies sur R .

Soit N un entie! posj-lif. Une stlucture arithm6tique
de niweau N de A/R est un isomorphisme g-lin6aire

'l | (N -D -/b -)(r) x N 'Olo -=-t A(R)N ,

o,i a(n), est le o-nrodule des points ale N-torsion ate A
rationnels sur R . La notation (N-10-1/D-1) (1) signifie le
"trrist a ra Ta'.e" , (N-1D-1,/D-1)(1) = D-1apN . J'apperrerai
1'l simplenent une l(N)-structure de A (sur R) - cf.
lxr1, ct'"p. rr.
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Les composantes connexes de 1'espace grossier de moilules
des vari6t6s ab6liennes (polaris6es) e multiplication par o

corarespondent de faqon biunivoque aux classes restreintes
d'id6aux de k . Cette corresponalance est fournie par le
o-module projectif de rang 1 , P(A), des homomoiphismes
g-Iin6aires slm6triques de A i sa vari6t6 duale i. , muoi

ale la notion de positivit5 d6finie par le c6ne des polarisa-
tions, P+(A) (voir [n], $1). ceci amdne e consid6rer les
polarisations de nos vari6t6s ab6liennes "e 1'action de g

prds". Plus pr6cis6rnenl, Stant donn6 un idi-'a1 fractionnaire
c ile k , on appelle c -p9-LaEiqe!i9g q9 A un isomor.phisme
de g-nodules avec positiviL6

La classe restreinle ale c est donc }:,ien d6termin6e par. A.-
Quoi qu'iI en soit, les polaraisatj-ons ne joueront aucun sdle
essentiel dans nos constfuctions.

a.2. TJoe fome rnodulaire ale Hilbert f de tvne c g-C-€ f (l.I)
de Do-ids i dif.i-nie su- R (qui, dans cet expos6, sera
Loujours un corps de caract6ristique z6ro) associe i chaque
quadruplet (A,d,.c,l) d6fini sur une Ro-a]g6bre R une

valeur f(A,o,(!,1), telle que :

- cette valeur ne d6pende de (A,ct,.!,1) qu'd
R-isotnorphisme p::ds ;

- I'6valuation en (A,o,-,1) conrnute avec des homomor-
phasmes arbatraires de R -algdbres , R ------+ R' , et I ' extensj on_o
des scalaires correspondante ;

q : (P(A),p+(A)) -:-+ 1c,{c€ c c )\ o};

- pour tout I € (gBzR)* on ait :

f(A,d,).-1r,- ) = (/^ )j f(A,a,r,')

Ici, #: (OazR)* -.---t R

nortne k* .....-a*
est l'application d6duite de la

1.3. Vorci I ' inlerpr6tation analytique de ce cadle sur C

un couple (A,l!) se traduit cotnne un 9-r6seau I dans

l(8^ C , de sorLe que j soit f inage par!u'



1.4. Chaque r6seau muni

isomorphe d un r5seau de

)1)

c,.l: Lie(Aat) +k8C du groupe fondamental 7I 1(Aan) du tore
comple:<e Aan donn6 par A. Une c-polarisa"ion o devient
alors une forme altern6e 9-bi-lin6aire F : SxS + D-1c-1

2-t-t
identi-fiant AgS avec D 'c ' . Enfin, contrne 1'exponenti-erle
nous donne un isomorphisme privil6gr6 sur C entre a-12/z
et p,, , une l(N)-structure arj-thm6tique sur I' devient

I\

simplement un i somorphisme 9-1in6aire

tr : N-10-1/o-1 * ll-1e7o ---7 11-1"t75

De ce point de wue, une forme modulaire de Hilbert f de

po-i-ds j sur r(u) d6finie sur c est une fonctj-on analy-
tique de trlplets (t,9,1) telle Que, Pour ). € (fe c)* ,

on ait

r(l-1s,1f.p,tr-1.r) = rj.r(s,9,rr)

so,6(t)

d'une c-po13r'isation, (L,9), est
1a forme

-1 -1= 2rti(D 'o '+bz)

mun'i de la polarisatiou canonaque

9 o,o 
(2ni(a+lrz),2ni(c+dz) ) = ad-bc

orj o,b sont des id6aux fractj-onnaires de k

ob -' = c , et z est un tll6ment du demi plan1

ka

6 = {z € ka cl r*(") )) o}

De plus, chaque isomorphisme

. . (N-10/o)2 -+ *-10-170-1 x N-1b,6

induit (en tensorisant par D-1 dans la premidre composante)

une l(N)-structure de So,n (z), nottle rl ( € ) .

Les paramAtres 0, b et e 5tant fix6s, une forme modu-

lai re f de poids j sur f(N) d6finie sur tD fournit une

tels que

sup6rieur attach6



fonction holomorphe fo,b,e sur 0 , invarianLe par I'op6-
ration

(ro,o,.lt! !lltrl = #(cz+a)-j ro,o."(#*) ,

si (l !) anpartient a r(Nio,b) = slr(k)" (rl:::,
Il s'agit 14, en fait, il'une corresponalance biunivoque
f r.---+ f 0,0,€

1.5. Cette observation entralne en particulier I'exj.stence,
sur C , d'un deCg-I9pp94e4!__d-e_ de f (ou d. fo,u,J,
de la forrne bien connue depuis les travaux ile Blumenthal,
Hecke et Kloosterlnann :

f(So,o(z),90,0,11(.)) = fo,b,€(2) = ao(fro,b,e) +

F au(f;o,u,E) c(tr(f )) ,
v€ob
u) ) o

oi e(r) = exp(2fii). on 6crit parfois qf au lieu de

e(tr(I:,,.

Rappelons que les r6seaux So,o (z) et, par cons6quence,
Ies "d6veloppements ale Foulier" peuvent atre alg6bris6s par
ales vari6t6s ab6liennes Ao,b (q) sur un anneau ile s6ries
formelles en qN , analogues d la courbe ale Tate du cas
elliptique. Apras extension ile sca.Laires par une Q-algdLrre
on trouve une base canonique oo,b daa diff6rentle11es sur
Ao,b (q). La suite exacte

o + o-rb-] I ,* 
- 

(Ao, 
b 

(s) )" --+ lr-lt/o ------+ o

permet de tirer une I(N)-structure 1(€) sur Ao.b (q) de
chaque isolrDrphisme € contne avant.

Terminons ce paragraphe par le th6ordme qui justifie en
quelque sorte la construction esquiss6e d'une th6orie alg6-
brique des forrnes noclulaires de Hilbert :

nt ou o l-l
1+NO /
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1.6. "Principe du d6veloppernen! de qrief".

( i ) Si le d6veloppement de Fourier attach6 i un tr-i-plet
de param6tres (o,b,e) d'une forme modulaire f de type

" = ob-1 sur f(N) d6finie sur 1a O-algdbre Ro est z6ro,
alors f=O.

(ii) Si, avec les m6mes notations, Ies coefficients du

d6veloppement de f en (o,b,e) appartiennent tous d une

sous-alg6bre Roo de Ro , alors f provient, par extension
de scalaires, d'une forme d6finie sur Roo .

(iii) pans (ii), il suffit de supposer que les coeffi-
cients non-constants appartiennent i Roo . Alors 1e terme
constant, lui aussi, appartient d *oo .

La partie (iii) se d6duit du premier th5ordme ae [xf].
- Pour (i) et (ii), cf. [n], o.z.

$2. SERIES D,EISENSTEIN.

Fixons un id6a1 c de k (comme modu.le d-e polarj-sation),
et deux entiers positifs N et j . Notons df 1e di scrimi-
nant de k sur A

2.1. THEoRtun. soit F, N-1D-1 ]u-7 * lt-1s/s +c une fonc-
tion "de parit6 (-1)j ", c'est-d-dire que, pour toute unit6
e€ g" , on a r(ex,ey) = (/e) j r(*,y) = (/re)-j r(x,y). Al-ors
Ia formule (cf. 1.3)

F /e R r\ _ f. f'(l-r(a+1,))loj,F'- 'l/ 'l '' t - 
"#r, 

,rr]Tlffi l==o
a rnod 6*

(ori la valeur A droite est calcu16e par prolongement analy-
tj-que en s , si j=f ou 2) d6finit une forme modulaire du

type c de poids j sur f(N) d6finie sur c .
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En fait, son d6veloppement ale Fourier en

fcf. 1.51 waut :

Ei,l,($ o,l (z),P 
o,b '1(e))

(o,b,e)

tro [E- t-r)]" ( 
- 

.,ria (o.b.e ) +4-- a"( 0,b,. )eNJ ,

(j_1)!n ( o 
u)zo

oir, pour v))o,

a (o.b,e) = sgn(#l ) (,ltl) j-1 i.tl,,) ,

tr€a,u€b
u lIDd o*

i. {r ,,, ) = E p1'1")-r(a+ts))e(tr(ra))
.N'. 'D '

a! 

--:_"-:-
6 'D _

(Nous n'explicj-tons pas ici Ie terme constant, bieo que ceci
ne soit pas difficile ) .

La d6nonstralion de ce lheorame peut Atre laiss6e au

lecteur, car elle ne pr6sente aucune nouveaut6 essentielle
par rapport a [K], (3.2) 

"t [Onl, $6. - Rappelons que les
calculs remontent e Hecke.

Les formules explicites des coefficients ile Fourier,
joinLes i la version la plus forle du principe du d6weloppe-

ment ale Fourier, 1.5 (iii), donnent ifiLn6diatemeot le

2-2. THlbRi E. Pour tout r, ',trn e3,r "est" une forme nodu-

laire d6finie sur 1e corps O(r,",F), Ie plus petit solrs-corps
de c contenant les valeurs de F e! Ies N-iames raciDes
de 1 ' unit6.

2.3. &gJeEgcg. Les valeurs des s6ries d'Eisenstein col'strui-'es
ci-alessus ne al6pendent pas, en fait, de la c -polarisation 9.

La constluction est donc "la mame rr pour toutes les composantes

connexes de I'espace ale rnodules ale nos vari6t6s ab6liennes.
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g:. oicowosrrrolr oEs r.(6j. j) eN sfntns D'ErsnrsrErN.

Nous revenons aux notations de l'inlroduction.

Soit N le plus peLit entier positif contenu alans Ie
conducteur J c S., du caractdre de Hecke (p .

Soit C un ensenible d'id6aux entiers ale K premiers A

N repr6sentant les classes d'id6aux de K .

Alors on trouve pour Re(s) assez grand :

r,(dj,s) = E 
*'Y=or"l" 

E 
6j(" s*)

qec pr(U) a€tj N-.,-(a)'
a rbd gi tvvr

posons x(a) - 
0(a gK) 

, pour a€K (avec x(a)=o, si
[;

(a,N)+1). rci, K est plong6 dans kEo par T , le tx)e
cM de L de sorte que cf5 = TT A" = TT "' . on obtientr€T .tgT

alors, en consid6rant le caractdre Fj 
"on*. 

6tant d6fini
modulo N :

r,(oj,s) =trW H rpr_*i,:ir
a nrod gi

_ 
"n(j-zs) 

\- NxTq(u)' \- *j(*u)- ;;- fee;* "ff'" Eil*"ixff
a nlod g"

or, a r----> x(Na) induit une fonction sur N-1Q-ll .
Etant tlonn6e une l(N)-structure I sur Ql , on peut donc
poser, pour tout j)r :

F(U,"]) : N -D /D x N '0l0 -----r c.
(x,y) r.---+ xl (n.l (x,y) )

Ceci donne finalement, dans les notations du $2 :
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,j{u)e. o,o, , )(u,s, )

r,t;l,j)=D '":'q€C id*

orj p est n'impolte quelle polarisation alu r6seau U '

Les num6rateurs des termes de la sorune i dr:oite.sont les
valeuls en s = j des fonctions L partielles de 6l rela-
tives aux classes ales Ql-l , porr. gi € C .

$4. DEs VARIE"IES MELIB\INES A I'4IJLTIPLICATION COMPLEXE.

La th6orie des vari6t6s ab6liennes i nultiplication con-

plexe nous pernet d'al-g6briser 1es r6seaux 1l€C qui appa-

raissent alans 3.1 et ensuite, d'6tudier Ie comportenent sous

calois des vari6t6s qu'on a obtenues. Je pr6sente dans ce

paragraphe une suite ale r6sultats de plus en plus pr6cis'

4.1. soit !l un id6al de K . on note H(U)cC Ie gggp.g--geg

!gd!l-gc de n'importe quelle vari6t6 ab6lienne polaris6e de

type cl4 (K,T) d6finie sur c , isomorphe d cT/.t , voir

Istl, $:. c'est une extension ab6lienne non-rarnifi6e alu corps

i6f1ex de (t(,T) (mais nous allons utiliser trds peu ce c6t6

de la th6orie). Partant al'un certain caractdre ale Hecke 
'lu

corps r6flex de (K,T), on al6nontre qu'il existe une vari6l6
ab,6lienne A(21) sur H(!I) de type cl'l (r,r) qui, aprds

extension ales scalailes i c . est i somorPhe sur c A

cTfI : voir [srl, $s, en particulier ra phrase suivant la
proposition 7.

Choisissons une forme diff6rentiell-e (!(U) sur A(tl)

cl6finie s!1r H(u), base at'. 08 H(Ql)-modure Ho(A(u),Ot1) . soit
a(U) r,-ne ?olarisat:on sr.rr A(U) ala:ls le seDs de 1.1 :

c ' est une ( N.. ,, E ) .b -polarisation, pour un id6a1 b de k
T\/ K

dont Ia classe restreinte est un invaliant de t'extension
K/k

Alors
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(A(u),or(!I),o,(U) ) = (cTln(u)eJ,B (!J) ),
/a

pour un 6l6ment fl(U) € (k8O)* et une (NX/.U)b-polarisation
p (ll) du r6seau O(u)?l . Fixons O(q) ainsi qu'un tel iso-
morphisme.

Notons HN(SI) rH(U) le corps de rati-ona1it6 des points
de N-torsion de A(tj). (par suite de la construction cit6e
de A(?l ) - [sr], $S -, HN(XI ) est tou jours une extension
ab6tienne du corps r5flex de (K,T) ). Chaque f(N)-structure
O( !I)rt de O(U)ll p::ovient 6videmment d,une l'(N)-structure
e (cI ) de A(ll) d6finie sur \(!l) .

D'aprds 2.2, on a donc irun6diatement (dans 1es notations
de 3.1) I'6nonc6 suivant concernant la rationalit6 des va-
Ieurs des fonctions L parti-e11es de 0l t

ej(q) ,
\Q o(!r) j "j'F(eJ'rr) ({,9,1) € HN(u)(u*,*l

En faj-t, or-r pourrait supprimer *N d.e cet 6nonc6, car
on a automatiquement que u,OcH*(QI).

4.2. Consid6rons de plus prds les constructions d.es A(U)
sur H(U). D'abord, il est clair que H(!l) ne d6pend que de
la classe de I'id6al !.1 . Appelons f (resp. FU) le compos6
dans 0 des corps H(!J) (resp. H*(AJ) ), pour ?t € C (un
systdme de repr6sentants des classes d'id6aux de K comme au
$3). F est donc toujours contenu dans le corps de classes de
Hilbert du corps r6flex de (K,T).

Consid6rons toutes les vari6t6s ab6liennes A(U) sur
F . Supposons que, dans 1es constructions des diff6rentes
A([I), on a toujours employ6 le m6me caract6re de Hecke du
corps r6flex. Alors les caractdres de Hecke de F attach6s
au>( A(!J) par 1a th6orie de la multiplication complexe sont
tous 6gaux. Notons
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v I F?E- .---> K; ' 1611* = 1:<8 c)'

cet unique vecteur de caracLdres ale Hecke (index6 par les
pl-aces e f infini ale K , ou bien les 616ments de T) - cf.
[srl, r. fin du 97.

I1 s'ensuit que les A(QI) sont toutes isoganes entre
elles sur F . Par consaquent, les O(U) sont tous 6gaux, ii
des facteurs alans (kAF)*c (1ac)* prds, - disons i O .

L'action de Gaf ( Fr,/F) sur les points de N-torsion
des A(!l), alonc aussi sur les l(N)-slructures 6(l,l), est
d6crite par I . on obtient donc de 3.1 (joint au fait que

1'6valuatlon des s6ri.es al'Eisenstein cottrttute avec cette
aclion par Ia al6finiLion m6me ales formes modulaires) :

fidx 
= 110j,]) € r(r,.,,,pj)

( g ..fo) r

ori 9€f* est tel que, pour un idAle x€Fi ae syrnuofe

d'Altin o € cal(Fab/F), on ait
.q ftr{TT "

0(p(x) )

oi F est interpr6t6 comne quasi-caractere continu su!
*;/.. .

4.3. conservons les notations pr6c6dentes. voici un cadre
permettant une analyse pl.us fine alu comporternent par Galois
des valeurs des s6ries L partielles.

soit Sco( tel que {ao"la€ s} ait le marne cartlinal
que S et 6oit un systAme de repr6sentants des classes ale

rayon nodulo N des id6aux plincipaux de K premiers d N .

supposons que 1( s . Pour chaque id6al atl , avec a € s et
U€C , qngi.i""ons une l(N)-structure rl(agl) telle que, si
S et E' sonL deux itl6aux de cette foflne, on ait pour tout
b€s : r(a') l(n)-1(l) t b (nod NoK). (c'est un exercice
facile ale voir que ceci e6t possible).
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Pour tour U€C , fixons (A(u),@(U),cl(U)) sur F

colune avant', 4.1. On a donc un isomorphisne fix6

(A(u),rd(q),o(u)) e!1)' (arlo(u)u,B(u))/v
avec une certaj-ne polalisation 9(U) de O(U)ll

pour a€s , posons O(au) = a-lO(u) et 6crivons
6 (au) la f(N)-structure de A(!l) (d6finie sur FN) telle
que

(A(u),.d(u),cl(u),6 (au) ) 9l4l:!lg! (orlo(au)a?l,B ( acr ) , o( au ) rr( a?l).

Si rnaintenant E est un id6al quelconque de K premier
ii N, alors on 6crit E = e.atl pour a(S, U€C et e=1
(nod NgK), on pose O($) = O(all),rl(E) = er(aql) et on fixe
I'alg6brisation

(A(u), 0r(ar),cy (u), 6 (au) ) e (s )=ee (!l L (arlo(s )$, B (r ),o(s )r (s) ) .

Etant donn6 o € cal(O-,/O), notons vT(q) € cat (Kab/K) le
"demi-transfert" attach6 e f:

v.(o) = Tf wll ow" (mod cat(d/Kab) ) ,' reT -

od va , pour un plongement t : K G...-+ O , est un plaolongement
choisi de t d 0- tel que w;=ia . Soir x€xi un iddle
de K tel que

(x,x)-r = vr(t) et xi(i(o).r* ,

ori i: cal (Q-,/A ) ------ d* est Ie caractdre cyctoronlique :

o i{o)E- = 5"-' , pour cltaque lacine de l'unit6 dans d . Le
th6ordme de Tate et Deligne sur Ia conjugaison des vari6t6s ;

ab6liennes A nultiplication complexe implique alors, pour
U€c , l'isonorphishe suivant (cc. [r] et [Ll, chap. ?) :

(A(g),.d(u),d(u),6(u))o W {cor21u, o 1c)1*u; *11, p ,

^ 
(U,q)O(><u)'r (xer) ) ,

pour une polarisation I convenable et un 6l6menl

i
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^ 
(u,o) € (k6F)*c (k8 c) * ,

bien d6ternin6 e rnultiplication pras par une unit6 ile K

conqrue d I moclulo N.

vu 1e choix des

entralne, Pour lout
tions du $3) :

Fu* cfo(!l )

{co{*c*).f (u, o )-(e")J(xu) ,r(xal))

ceci esl essentiellement la valeu!
ative aL partielle de ( q' ) rer

-l , rnultipli6e Par le facteur

l(N)-structures I (tl), tt (xll), ceci
q€ ca1(0-/O), Ia rel-ation (dans les nota-

Ouand o fixe PN ,

en s=j ale Ia fonction
la classe de 1'rd6a1 (xu)

- _i
t,o" { xo*) {^(el,o)) '

4.4. Pour passel du clernler 6nonc6 A un lh6oi:ame concelnant

Ia valeur L(Fj,j), il faudrait comparer les A(u'o)' pour

Ies diff6rents !l dans C . Ceci est possible' par une g6n6-

ralisation sans anicroche de Ia proposilion (4'10) de [Cs]

aux vari6t6s ab6riennes de dinension ) r , pggr:alggg o

fixe le corps t6g1s:< 6e (K,T) et qu'on soit dans un cas o'l

"1'6qualion de classes est irr6ductible" ' c'est-e-dife que

toutes les A(1.1), pour Ql€C , sont conjugu6es entre elles'

i isomorphisrne pt;s- c'est le d6veloppement 
'l'une 

telle

m6thode dans Ie cas g6neral qui m'6chappe encole' ce problAme

senlcle etre 1i6 au fait, nentionn6 dans I ' intlo'luction ' qu'on

ne dispose pas encore d'un laffinement ad6quat des alguments

de "reflexion" aans lol , 8.19 ss'
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