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C€ONAefnIE ALGEBRIQUE. - L'inegaliti ile Lojasiewicz ulffamitrique. Note (*) de
Norbert Schappacher, pr6sent6e par Jean-Pierre Serre.

On d6montre I'analogue ultram6trique de < I'in6galit6 de Lojasiewicz > (au sens de [15], V, g 4) pour les id6aux
de fonctions rigides analytiques, g6n6ralisant ainsi un th6orime de M. J. Greenberg.

ALGEBRAIC GEOMETRY. - The Non-Archimedean Analogue of Lojasiewicz's Inequality.

The non-,archimedean analogue of "Lojasiewicz's inequalitt'' (in the sense of Tougeron, Iiliaux ile fonctions
ilffirentiables, Springer 1972, Chap. I/, $ 4) ts prooen for ideals of rigid analytic functions. This generalizes a
theorem of M. J. Greenberg: Publ. Math. I.H.E.S., 3l (1966), pp. 59-64.

En 1958, L. Hormander aussi bien que S. Lojasiewicz aborddrent le probldme, pos6 par
L. Schwartz, de la division d'une distribution, sur un ouvert o de RN, par une fonction
analytique l, en le ramenant d l'6nonce suivant : '

SoientY(fl lensemble des ziros de f ilans dl, et A une partie compacte deQ. Alors il
existe deux constantes rielles c, d>0 telles que, pout tout xe A, on ait :

lf f'll> l'-v(fl nAl'.d.

(Ici, on pose lx- p I :0.)
Hrirmander d6montra cette in6galit6 dans le cas d'un polyn6me I [7], tandis que

Lojasiewicz ([8], [9]) l'6tablit dans le cas analytique. voir [15], v, g 4, pour une discussion
de I'in6galit6 dans un cadre plus g6n6ral.

Ind6pendamment de ces travaux, M. J. Greenberg [6] d6montra, en 1966, I'analogue
ultram6trique du r6sultat de Hormander, ori le compact A est remplace par RN, R 6tant
l'anneau de valuation (discrdte) d'un corps complet K. Plus pr6cis6ment, Greenberg
consid6ra le cas d'un systime f :(fr, . . ., f,) de polyn6mes de R [Xr, . . ., X"]. Les normes
des deux c6t6s de l'in6galit6 se lisent alors comme des normes Sup par rapport aux deux
espaces en question :

l/(r) I : sup lr(') l,l SiSr'

l'-v(ft n R" | :,. 
" lll^ -" :=l=0,* 

l*,- v,l'

Greenberg ayant en fait d6montr6 son th6ordme pour tout anneau hensilien R de
valuation discrdte dont le compl6t6 est s6parable sur R, ce r6sultat est devenu un exemple
<< classique > et particulidrement explicite d'un << th6ordme d'approximation > pour une
classe d'anneaux locaux excellents. Cf. par exemple [l].

on se propose ici de g6n6raliser le r6sultat de Greenberg au cas analytique : ft . . ., f,
seront des s6ries convergentes sur RN tout entier, R 6tant suppos6 complet.

NoreuoNs ET LEMMEs. - Soit K un corps complet par rapport d une valeur absolue
ultram6trique non triviale | | : K --+ R. Nous ne supposons pas que le groupe des valeurs
de K* soit un sous-groupe discret de R. Notons R: {xeKl lrl=lf I'anneau de
valuation de K.

Soit N>1. Nous 6crivons K(X):K(Xr,...,XN) I'algdbre (dite <de Tate>,
cf' $a) des s6ries strictement convergentes d coefficients dans K. Une s6rie ,formelle
/eKItXll appartient donc ii K(X) si et seulement si ses coefficients tendent vers 0
dans K (suivant le filtre des compl6mentaires des parties finies de NN). pour leK(X),
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onnotell/ll.lKlcRlesup.desvaleursabsoluesdescoefficientsdelL'algdbreK(X),
munie de ll ll, est une algdbre de Banach telle 9u€, pour tous lgeK(X),
ll f dll: ll/ll llgll. C'est une algdbre noeth6rienne dont chaque id6al est ferm6. (Mais sa

<boule unit6> K(X)nRttXll n'est un anneau noetherien que si llest d valeurs

discrdtes dans Ra.)
Tous les idiaux deK(X) considiris par la suite sont supposds *0.
Pour un id6al o de K(X) et un point x€RN, posons:

lo(')l: Sup l/(r)le[0, l]cR.
/€o^R[txl]

On 6crira o(x):g au lieu de lc(x)l:0; ceci signifie que /(x):0, pour tout /eo.
Leuue 1. - (i) Pour chaque systime d.e gindrateurs f --(fr, ..., f,) de o, il existe une

constante rielle p>-l telle que, pour tout xeRN, on ait :

#r<ro(')rsoffi
(A gauche et d droite on a 6crit des normes Sup de vecteurs d r coordonn6es.)

$l Etant donnds deux idiaux a, b de K ( X ) , il existe une constante rielle o2l telle que,

pour tout x€RN, on ait :

max ( 
| o (x) 

I , I r t'l I I S | 
(o + b) (') I < o max ( | o (") I , I 

I t'l I l.

Ddmonstration. - (ii) se ramdne d (i). (i) est une cons6quence imm6diate du fait que

chaquegeo s'6crit sous la formeg:Zh'fu ori llftll :O(ll sll). voir [5], I, $4.

Etant donn6 l'id6al (fi, ..., f,):o-"(X ), nous lui attachons un ( id6al jacobien >

J o comme suit.
Pourtoutmulti-indicect:(crr, ..., d") telque l(sSr, Net 1Sa1 <...<cr"Sr,notons

A(a) I'id6al de K(X ) engendr6 par les mineurs d'ordre s de la matrice jacobienne :

(#) i:r' ' 's; "r:r' "'N'

et notons O(a) I'id6al conducteur :

o(cr): {g.ri (x ) lgoc(i,, . . ., t")}.

On pose alors J s: lO(cr).A(a) cK ( X ), I'id6al engendr6 par les produits O(a).A(c),

pour cr d6crivant l'ensimble des multi-indices introduits ci-dessus.

On voit facilement que Jc est, en fait, ind6pendant du systdme choisi (fi, ...,f,) de
g6n6rateurs de o. En outre, la formation de J commute aux automorphismes de K ( X ).

L'id6al o+Jo d6crit le lieu singulier de o. On utilisera la version suivante du < lemme
de Newton >>, due d R. Elkik.

Leuur 2. - Il existe une constante p2l (tlipendant de a) telle que, pour tout xeRN et
0<e< l, I'inonci suiuant soit urai :

St lo(x)lce et si lf olxllt>rp, alors iI existe -yeRN tul que c(x):0 et

l'-y I < epl lJ o (x) I .
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La d6monstration de ce lemme, par approximations successives, se fait en traduisant'

en termes de valeurs absolues, les constructions donnEes par Elkik dans son cadre plus

alg6brique : [3], p. 555-558. (La constante p n'y intervient que pour assurer, d'aprds le

lemme t, I'exisrence de qeO(a),6eA(o) avec llell,llsll S1, tels que l9(x)6(x)l-'?>e et

que, pour tout g6n6rateur fi de o, on ait q|,:IIt;,f. avec des s6ries l";; telles que

llr';ll s t.l
On aura besoin de la notion suivante :

Soit ocK(X) un ideal premier- < L'algdbre affinoide >' d:K(X)/o est donc un

anneau intdgre. on dit que .{ est analytiquement stiparable si I'anneau

t:K(X)/of(X)estr6duit,oiiestlecompl6t6d'unecl6turealgebriquedeK'Dire
que ,il n,est pas analytiquement s6parable, 6quivaut d dirq que K est de caract6ristique

f ,O ", 
que KrrplX iTonlro(X ) n'est pas r6duit - et contient donc un 6l6ment non

irivial dont la puissance p-idme est nulle' Voir l2l, 4 '2' 4 '4'

LEuve 3. - St ,il :K ( X ) /a est analytiquement siparable, alors J a n'est pas contenu

dans a.

Ceci dit que le lieu singulier de o est strictement plus petit que le lieu de o (et est donc

de dimension inferieure). Bien que cette propri6t6 soit I'int6r6t principal de la notion de

s6parabilite analytique, il ne semble pas y avoir une d6monstration de ce fait dans la

litt6rature. Nous renvoyons d [11], Appendice, 2, oti des 6nonc6s analogues sont d6montr6s

dans le cadre des s6ries (localement) convergentes. (Les algdbres E'/I' d'Oesterl6 sont en

fait analytiquement s6parables, dans la cat6gorie des algdbres analytiques sur K') On peut

facilement imiter ces arguments pour obtenir notre lemme, en utilisant syst6matiquement

le th6ordme de pr6paration de Weierstrass pour K ( X ) au lieu de celui pour les s6ries

convergentes - uoir par exemple [5]' I, $ 2'

Le rsEonEue. - Avec ces notations, I'inegalite de Lojasiewicz peut €tre formul6e

comme suit :

TsEonEue' - soit auniddqlnonnuldeK(x ):K(X" '''' Xn ) ' AlorsiIexiste deux

constantes rdelles c, d: cl-},0<d< l, telJes que, pour tout xeRN et 0<a<l' l'dnonci

suioant soit urai :
Si lo(x) l.r' . d, alors il existe yeRN rel que a(y):0 et lx-yl <e'

Ddmonstration. - on se ramdne d'abord au cas of o est un id6al premier : uoir 16l,

p. 59,60. Ensuite la d6monstration se fait par r6currence sur D(o) :N-hauteur (o).

SiD(o):-l,i.e.o:K(X),onalo(x)l:lpouttoutx'Doncc:0ettoutdSl
r6pondent d la question.

Soit D(o) >0. Deux cas se pr6sentent-

premier cas: .{:K(X ) la est analytiquement siparable. - D'aprds le lemme 3, on a

D(c)<D(o) pour les ideaux premiers c contenant o*Jo. L'hypothdse de r6currence nous

fournit donc des constantes c', d' pour I'ideal o*Jo. Soient p>1 verifiant le lemme 2' et

o ) I tel que l'6nonc6 du lemme 1, (ii) soit vrai pour o, J o. Posan t c :2 c' s1 4:1d', lo)2 P- 
|

on verifie alors le th6ordme pour o (si e est suffisamment petit - ce qui entraine I'enonc6

exact du th6ordme avec un d 6ventuellement plus grand), en appliquant le lemme 2 si

l:o1x; l>ec 1d'1o1,et par le lemme I et le choix de c', d'si lJolx;l<e'' (d'lo)'

Deuxidmecas: "il:K(X)lon'estpasanalytiquementsiparable. - Soitge Kl/r(X);
llsll Sl,telquegpeo,maisgtoKrrp(X).SoitK'cKuncorpscontenantlescoefficients
ae go qui est un espace de Banach de type denombrable sur Kp. D'aprds [4], Satz 3' K'

, \.t.
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possdde une base topologique sur Kp, soit { u, } . D'aprds le theoreme du graphe ferm6,

{u,}est < o-orthogonale > pour un cr,0<cr<l : pour toute suite {a"}d'elements de KP

telle que 
Tn,u,converge 

dans K', on a ll o,u,lZaSupla,u,l .Voir[12),3.1.

Ecrivons r, : lro,un, avecg,e K ( X ).

Comme tout ideal de Kr/P(X ) est ferm6 il existe un m tel que g^$a. Par hypothese de

r6currence, il y a donc des constantes c',d'pour I'ideal engendr€ par o etg-. Si o2l
v6rifie le lemme l, (ii) pour o et (g.), on pose maintenant

c:pc' et d:lnf(d'lo, (d'16'loulr.l).

Alors I'hypothdse que lo(x)l <e'. d entraine que l(o+(g.))(")l < e'' .d',ce quinous donne

un z6ro y de o et de g. tel que lt-f I .t.
Remarques. - (l) L'ensemble des c, d v6rifiant I'enonce du theordme ne change pas si

I'on remplace o par g (o), pour un automorphisme g de K ( X ). Ceci est trivial car chaque

automorphisme de K ( X ) est une isom6trie et induit donc un automorphisme de RN.

(2) Si o n'a pas de z6ros dans RN, on peut 6videmment prendre c:0. Si o n'a pas de

points singuliers dans RN, on trouve Ou. ,t{-l(o+Jo11*)1t0, 
et le lemme 2 montre

qu'on peut choisir c: l.
(3) Pour une discussion de probldmes moins imm6diats concernant la nature de la

constante c, uoir ll3].

(*) Remise le 7 mars 1983.
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