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THEORIE DES NOMBRES. - Conjecture de Deligne etf -hypothise de Lichtenbaum sur

les corps quadratiques imaginaires. Note (*) de Catherine Goldstein et Norbert Schappacher,

pr6sent6e par Pierre Deligne.

On d6montre la conjecture de Deligne exprimant les valeurs aux entiers critiques des fonctions L de caractdres de

Hecke des corps quadratiques imagiiraires en termes de p6riodes. Un travail recent de G. Anderson permet d'en
d6duire la f-hypothdse de Lichtenbaum sur tous les corps quadratiques imaginaires.

NUMBER THEORY. - Deligne's Conjecture and Lichtenbaum's f-Hypothesis over Imaginary Quadratic
Fields.

lVe proue Deligne's conjecture expressing the "critical" ualues ofL-functions of Hecke characters d imaginary
quadraticfelds ii terms oiperiods. 

'Receniwork 
ofG. Anderson implies that this prooes Lichtenbaum'sl'hypothesis

oDer any imaginary quadratic field.

1. Lrs REsuLrArs. - Il 6tait moralement clair, depuis 1970, que les m6thodes employ6es

par Damerell [3] (dont une bonne partie remonte en fait au milieu du sidcle dernier, cf. llll)
pennettraient de d6montrer tous les resultats de rationalit6 qu'on pouvait esp6rer pour des

valeurs sp6ciales de fonctions L attach6es aux caractdres de Hecke alg6briques des corps

quadratiques imaginaires. La conjecture de Deligne, expos6e dans [5], fournit un cadre pr6cis

pour 6noncer et verifier ces r6sultats :

l. 1. Turor.EME. - Soient K un corps quadratique imaginaire et E une extension de Q de

degrefini.si Mesl unmotif derang lsurKdcofficientsdansE,prouenantduncaractirede
Hecke algibrique de K d ualeurs dans Eluoir 151,8 . 1 (i)1, alors la conjecture [5]' 2. 8 est uraie

pour R*,oM.
Dans toute cette Note, on appelle motifs sur K les objets de la cat6gorie tannakienne de

motifs obtenue, par le procede usuel, d partir des vari6tes alg6briques de dimension 0 sur K

et des vari6t6s ab€liennes sur K, de type CM sur K, en d6frnissant les morphismes par les

cycles de Hodge absolus, cf.16l,II.6. Cette cat6gorie est appel6e(CM)* dans [6], IV, oi
Deligne montre qu'elle est equivalente (une fois fix6s un plongement de K dans C et le
foncteur fibre H") d la catfgorie des representations d'un sous-groupe sT du groupe de

Taniyama. Comme les caractdres de Hecke alg6briques de K d valeurs dans E correspondent

aux caractCres d6frnis sur E du groupe de Serre S*, quotient de 1T([6], IV, E.1), on peut

effectivement v6rifier(t51,8.1) qu'€tant donn6 un caractdre de Hecke alg6brique X de K d
valeurs dans E, il existe un unique motif M (1) dans (CM)* i coeffrcients dans E dont les

r6alisations /-adiques sont donnees par X.

Le th6ordme 1.1 a 6t6 d6montr6 partiellement dans [8], paragraphe 9. Notre principale

motivation pour compl6ter [8] est liee ]r la l-hypothdse de Lichtenbaum qui exprime les

valeurs aux entiers critiques de la fonction L d'un caractdre du type ( somme de Jacobi >

(dans un sens large pr6cis6 dans [9]) essentiellement en termes de valeurs sp6ciales de la

fonction gamma, d un nombre rationnel pnis. Cette conjecture est demontr6e dans [2] pour

tous les caractdres du type ( somme de Jacobi > des corps quadratiques imaginaires dont le

nombre de classes est impair. Cette restriction est due d I'utilisation, dans [2], de Q-courbes
(au sens de [7]) dont on calcule les periodes par la formule de Chowla et Selberg; ces courbes

n'existent pas pour tous les corps quadratiques imaginaires.

Or, G. Anderson [1] a attach6 i tout caractdre du type ( somme de Jacobi > (dans un sens

d'ailleurs plus large que chez Lichtenbaum), un motif d6duit d'une forme < tordue > d'une

hypersurface de Fermat, dont il peut calculer explicitement la p6riode en termes de la
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fonction I.; ces motili sont tous dans (CM)*. Quand le caractere est Oquivariant sous I'action
de Galois - ce qui est toujours le cas pour les caractdres introduits par Lichtenbaum - la
conjecture de Deligne entraine, grrice d ces calculs, la f-hypothdse de Lichtenbaum : uoir ll],
5. l0 et 6. 2. Notre theordme 1 . I implique donc le :

1 .2. ConorrAIRE. - Lal-hypothise de Lichtenbaum - voir [9], [2] - est uraie pour tout
coractAre du type << somme de Jacobi>> de n'importe quel corps quadratique imaginaire.

L'unicite des motifs attaches i un caractdre de Hecke permet de d6duire de la construction
d'Anderson des versions assez pr6cises de la formule de Chowla et Selberg que nous
donnerons ailleurs.

Par la suite, une rel6rence du type (...) 1resp. { }l renverra au paragraphe indique
de [5] (resp. de [8]); sauf precision contraire, les notations sont celles de [8].

2. Lrs vorrns. - Soient K et E comme dans 1 . l, et soit 1 un caractdre de Hecke alg6brique
de K d valeurs dans E - uoir [4], paragraphe 5. Ecrivons { oo, oo } I'ensemble des

plongements de K dans E. Le type d l'infrni de 1 s'ecrit alors rroo*roo. avec m. neZ.
Posons :

-j:min(m, n); k:max(m, n)+j>0.

2.1. Lrvvr. - Il existe un caractAre d'ordre fni p de K et un caractAre de Hecke
algdbrique <p de K, de type d l'infini oo ou oo(selon que -j:n ou -j:m) tels que :

1:pgfrN- j,

od N esl la norme absolue d'iddaux de K.

2.2. PnopostrloN. - Il existe un unique motif M(y) sur K d cofficients dans E, attachd
d y dans le sens de (8.1, (i) ).

Nous avons indique dans I'introduction comment on peut d6montrer cette proposition en

g6n6ral. Donnons ici une construction 6l6mentaire pour le cas od p:K(p, p), le corps de

valeurs des caractdres q et p de K, qui sera utilis6e par la suite dans le calcul des p6riodes. Le

caractdre g d6termine, pour une extension ab6lienne convenable F de K, une courbe
elliptique 6 dlfinie sur F, d multiplication complexe par I'anneau des entiers de K
- uoir [10]. La variete abelienne B: Ro,* 6 contient un facteur direct B, d multiplication
complexe par le corpsde valeurs K(q) et telle que M(<p-t):H,(Br) - uoir ll}let {9.3}.
Notons que toutes ces vari6t6s abeliennes ne sont bien definies qu'd isog6nie prds. Compte
tenu de ( S.S1, nous obtenons donc un motif M(p,puN-i) d6fini sur K, d coefficients

dans K(,q, p), par tensorisation et dualisation.
2.3. Nous noterons d6sormais M(pgeN-;,) le motif d coefficients dans K(g, p) dont

nous venons d'esquisser la construction. L'6criture M(X) sera, elle, r6serv6e au motif i
coeffrcients dans E.

2.4. Lpuup.. - M(X) (ou, ce qui reuient eu mOme, M(pq*N-i)) esr uitique (au sens

de (2.3)) si el seulement si on a:

k>j>r.

Ceci d6coule imm6diatement de ( S. Z I et ( 1 .3 ).
3. Ln coNrrcruRE DE DeI-Icre. - Nous allons proc6der par r6ductions successives de I . 1.
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3.1. It suJJtt de demonter la conjecture (Z.g) pour M(pqoN-i) 4u lieu de M(7)

- cf. 2.3.
Voir (2.10).
3.2. Il suffit de dimontrer la conjecture ( Z.A) dans les cas oiO<kl2<j<k-
Dimonstration. - On a M(r)- (1):M(i), avec [:p*tf[j-tt+1). La r6duction 3.2

r6sultera donc de la compatibilit6 de la conjecture de Deligne avec l'6quation fonctionnelle,
( S.O). Pour v6rifier cette compatibilit6 dans le cas pr6sent, il sufht de montrer que

det R*,.M(;X) est un motif d'Artin sur Q, tordu i la Tate. En interpr6tant,( comme

caractdre du groupe de Weil W* de K, ceci se d6duit du calcul bien connu de

d6t M(Ind$[(;s)).

3.3. Lrr,,rr*ar. - St M(y) est critique, alors :

c* (R*rq M(x)):c- (R*rq M(r)) e(EOC)*/E*'

Ddmonsftation. - En transposant ( S.tS) pour les espaces ( - > on constate que la

formule de ( 4.16) donne c- ou c* indiff6remment.
3.4. Il suffit de ddmontrer la conjecture ( Z.A1 dans les cas oii:k>|.
Ddmonstration. - En utilisanr ( 5. 1 .8 ) (oi d* :d- :1, selon ( g. ts )) et le lemme 3.3

pour M(pgkN-i), nous trouvons :

c* (Rrzq M(pqo N -i)):(2 ni)k- i .t* (R*,q M(pqr'N- ft)).

Il s'agit alors de montrer une identit6 analogue pour les valeurs des fonctions L.
Soit J(9, p):Hom*(K(q, p), C). Nous avons donc:

L* (R*ro M (pqo N - i)) : L* (M (pgt N - 1; : { (L(rr" 9:, i), L (}r, Ql,./) }..rr,p. ur,

dans K(g, p)@a C. Ici, p" et q" sont les caractdres complexes deduits de lr, g au moyen de t.
Soit F une extension ab6lienne de K comme dans 2.2 et assez grande pour nous permettre

d'interpr6ter lr comme caractdre du groupe G:Gal(F/K). Notons T(fr): n t,(u)

l'algdbre End," B@Q d laquelle on a rajoutE les valeurs de p, cf. t $ 4 ). No,r, -unirlron, t.
produit tensoriel T(p)@"F de l'action de G qui est naturelle sur F et triviale sur T(p); de

m6me pour son facteur direct K(9, p)@r F.
Soit xe(T@1F)*c(T(p)€l*F)* un 6l6ment verifiant le lemme {4.12}. Notons i la

projection de x sur le facteur K(q, p)@" F.
Soit ye(K(p)@*F)*c(K(q, p)@xF)* tel que p(o):y"-1, pour tout o€G. Un tel

el6ment existe d'aprds le < th6ordme 90 > de Hilbert appliqu6 au l-cocycle p, d valeurs dans

un G-module d action triviale.
Enadaptantlad6monstrationde{g.t}dlasituationpr6sente,ilvientde {+.12},{5.2},

{s.z} et {6.1} que:

(3.s) f (znt)r- i

t*=tr
Ceci 6tant vrai pour tous p, g, nous en d6duisons 3.4. Nous pouvons egalement v6rifier

comme dans la d6monstration de { 9.3 } I'identite suivante :

c*(R*,oM(t qN-r;;:1yiO, yiO).(f (.p, p)@aC)*/K(<p, p)*,

L(rr"ol,i) 
|..r,*.u,eK(q, 

p)cK(q, F)@r c'

(3.6)
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puisque M(t 9 N* t): tvt((fr,p)- 1), facteur direct de H, (B).

3.7. Enreruv. - Contrairement d ce que nous alfrrmions en {9.1}, il n'existe pas en
g6n6ral d'6l6ment xe(T@*F)* v6rifiant {4.12} dont la puissance k-idme tombe dans
(T(k)8* F)*. Pour un r6sultat e T(k)* prds, comme dans { 9. I } et { 9. 6 }, il faut introduire
un x(/c)e(T(ft)@* F)* trivialisant le l-cocycle cr-Qft(c).A(o)-u d valeurs dans
(T(k)@. F)*. Naturellement,l'utilisation de x& au lieu de x(k) donne les resultats d T* prds,

ce qui suffrt dans le reste de { $ 9 } ainsi que dans 3.5 ci-dessus.

3.8. I/ suffit de dimonter la conjecture ( 2.8) dans les cas oi j:k:1.
D6composons, pour j:k> I :

M (pq* N- e) : M (pq N - 1)@rrq, 
ur [M (qe- 1 Nt - o)@*rrr K(q, p)].

Les motifs figurant dans cette d6composition sont tous critiques, d'aprds 2.4. Compte
tenu de 3.5 et de 3.6, nous avons donc ramen€ 3.8 d l'6galit6 suivante dans
(K(q, p)OC)*/K(<p, p)* :

(3.9) c*(R*rqM(pq*N-*))
:c* (Rrre M(pqN- 1)).c* (Rrrq M(q*-r Nl-k)@xrqr K(q, p)).

Nous d6duisons 3.9 de la proposition ( 8. 16 ) (et de ( 8. 17 )). En reprenant quelques

notations de Deligne nous constatons que I'ensemble des(o, r) tels que n(o,r)<w/2es|
identique pour les trois motifs qui nous int6ressent. De la d6finition des p'(o,r), ( 4.21,
r6sulte alors facilement la propri6t6 de multiplicativit6 qui donne 3.9.

Il reste donc finalement d traiter les motifs de la forme M(pgN-l). Or, la

conjecture ( Z. S ) pour ces motifs d6coule de 3.5 et 3.6.

(*) Remise le 25 avril 1983.
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