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SCIIAPPACHER N.

O. Remarques pr6lirninaires
Dans ce rapport qui se veut une introduction pour non-sp6cialistes, j'essaie de d6crire ce
qu'on sait - et ce qu'on ignore - des conjectures de Beilinson relatives aux valeurs sp6ciales
aux points entiers de la fonction z d'une courbe elliptique sur e. euelques ..-u..qr",
pr6liminaires s'imposent.

D'abord, force est de constater que Ie point de vue des courbes elliptiques propos6 ici
n'est pas sugg6r6 par la nature des conjectures et r6sultats en jeu, mais par Ie d6sir de rester
aussi concret que possible. En fait, nous verrons I plusieurs L.ri.oit" que le formalisme de
Beilinson a tendance i nous faire sortir du cadre des courbes eiliptiques.

Soulignons d'ailleurs que 'courbe elliptique' veut dire ici : 'courbe elliptique d6finie sur
Q'' Ceci est essentiel; car dans toutes les conjectures motiviques su. d.s-r.L.rrs sp6ciales
de fonctions -t' on traite une vari6t6 (plus g6n6ralement un motif) V d6finie ,,r. ,rr, .orp,
de nombres Ii par I'interm6diaire de sa restiiction-des scalaires ;q, R*,ov. si trz est une
courbe elliptique, alors 1?7,'7q_v est une vari6t6 ab6rienne sur e de di*"rr.li, [.I{: e], ce qui
nousjetterait dans des eaux bien plus froides que celles d, cu.. des courbes .....

Le cadre des courbes elliptiques sur Q - pour peu naturel qu'il soit - me permet d,6viter
dans cet expos6 le formalisme g6n6rai et abstrait des conjectur", d" B.ili.r.on. Bien sirr, le prix
qu'on paie est que les diverses m6thodes pr6sent6es ici sembleront vraiment diff6rentes. Le
lecteur int6ress6 pourra se ra.pporter aux premiers chapitres du livre [Rapoport, schappacher,
Schneider 1988] pour ia th6orie g6n6ra1e. D'autre part, ir la fin, on rn.ntiorr.r".u bribvement
quelques r6sultats obtenus depuis la r6daction de ce livre.

Dernidre remarque pr6liminaire: I'approche qu'on prend ici retrace partiellement l,6vo.
lution historique des corrjecturcs dont la version g6n6rje et actuelle est due i Beilinson.

1. La fonction -L

Soit E une courbe elliptic$re sur Q. La fonction L d,e E est d6finie par le produit eul6rien
suivant, convergent pour tout s € C, W(s) > 3/2.

(1.0) L(E,s): flz,o1a,";-"
P

or!, pour tout nombre premier p de bonne rid,uction pour E - c'est-il-dire pour tout p tel
qu'on puisse trouvel uue 6tlutr.tiorr pour .E c1ui, Iue mod,ulo p, d6finit une courbe non-singuliere
Eo sur le corps fiui F2 le facteur eul6rien en p est donr,6 pu.

(1.1) Lr(E,s): (1- at,p-" +pt-2"); ap=p+1- l4(Fe)l

Nous ne pr6cisons pas ici lcs facteurs eui6riens anx-rnauaaises places p - mais uoir (J.4).
De m6me nous ne d6finissons pas ici le cond,ucteur.ly' de la 

"o,r.t" -8. C'est un entier positif
divisible p;6cis6ment par les 

'ornbres 
p.emiers orl -o a mauvaise r6duction.

Posons

A(,E, s) : //'/2f(s)(2 n)- " L(E,s).

On conjecture <1ue cette fonctiorr possdde r-rn prolongement holomorphe ir tout le plan complexe
satisfaisant i l'6quatio'frrncti.u'elle s.ivante, valable pour tout ., e c ,

(1.2) A(E,.s) : r, A(E,2 - s),

avec un nombre r'6cl to de valeul absolrre 1, donc: to = ;f1,
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CONIECT'URES DE BEII'II\]S2N POW LES COURBES EU'IWQIES

Cette conjecture est colulre pr6cis6rn€nt dans les cas oi on sait que -L(E' s) est Ia trans-

{"rr";;;; lt"iti. a,",r" folrne modulaire parabolique sur f"(N). ceci s'exprime de faqon

;6;;:1ri,1". "" disa:rt qte E est pa!am6tr6e par une courhe mo-dulaire X'(N) C'est-i'-dire

;;i;;l"i; une.pplication rron-constante d:X"(N) ...* 'E d6finie sur Q On conjecture'

d'anrhs Tanivama et Shimura, que toute courbe elliptique sur Q admet une telle param6tri

;#;,;, J;; *ei), c.rte conj'cture d6coulerait de certa'rnes propri6t6s analvtiques -
il",ifao.iJ"i f"""tionnelle c!dess's - de certaines fonctions du m6me tvpe que la fonction

L(E, s).-'.' 
Nou, auppor"rorrs par la suite que E soir paramel.rde-par une courbe modulaire X'(M)'

1."" Ji.p."J.'."" donc du prolongement analytique de 'L(E's); mais cette hypothbse nous

.".mettra aussi d" fair".ertainPs'onstru'lions modulaires'*"'ti"t"*""'* 
L'l^l; ;"". '41 I'e'tier positif minimal pour lequel une param6trisation

^ Y t M\ + E existe Alors r'n tair, d'aPrls un(' longue suite de (ravaux dont Ie plus ricent

."ili'e b.*ra [Cr,rav<,I 19531. qrrr" nst le 'onducreur 
de E: M = N

2, Le centre de sYm6trie

Le but des conjectures cle Beilinson relatives ir' -E est de pr6dire' ir' un facteur tationnel non

"O Oteil" "Ji"t ,{r)(E, n) de la plemiire d6riv6e non nulle de Ia fonction -L(E' s) en tout

""iii, ".'i" 
p*-i"t poiut qrii n'i'ut i' l'e"prit cl dans un sens le plus critique est s = 1'

ii'""",r"I" iy-At.ie dc f iqrurti''l folctiolnelle Or' I'ordre r de 't en s = 1 aussi bien que la

;;i"lf 1r;14, "1 
forrt lrrbjet (lcs coDJtorrrc\ de.Bjrch et SwinnerrorI-Dyer' Ce'point central'

, = i "", 
ui""; imiti' par ie" conjectrrr"s g'-n6rales de Beilinson Mais il en repr6sente un ca's

limite. C,est d'ailleurs Ia r-aisolr Pi)rlr laq.rc'll. le" adaPtations n6cessaires dans 1e cadre de

B.ilirr.o., pont traitcl lt: poiut central rrosont que bridvement mentionn6es dalls IRapoport'

ia*"t".ftit. Sat""icLer 1656l S'lLcierrx de pr€senter les conjectures de Beilinson ir l'6tat pur'

"",i.'iir.""."t* a,' rr,,rr" '1, 'loti le p'int ' = I dans ia 'uite de 'o exposr:'

3. En sortaut du ceutre

En dehors clu ccntre.s = 1. I'r':quation fonctioDDelle (1.2), jointc i la cc'nvergence du produit

".,fa.i",rf 
f .O1**.rticrs> I,c16tt:rmilecl6jirI'ordrede'L(E's)auxpointsentiers:L(E'n)I0

pour n ) 2 et I(E, nr ) -01L'\E,nt) Potu tr < 0
' _ 

Lu pr"t ri"r- 
"o,,ple 

(lo nonllxes qlr'il s'agit de caract6riser a un multiple rationnel prbs est

(3.0) L'(E,0) et LlE,2)

Bloch - ooir lBloch 19?81 a formul6 et <l6velopp6 la conjecture de Beilinson relative iL ces

valeurs.l
D,aprbs Bloch, o' conjccttue cluc les nombres (3.0) sont li6s i des r€gulaterrrs,de certains

6l6ments du gr.rupe /f:(E) Nols ne rePlerrons Pas la d6frnitionde ce 'Ii groupe de Qurllen'
M;i;;."" utt"orrr "" ""it 

quelqres 6l6ncots. Pour le moment, disons simplement qu'on corr

.*i, ,rrr" application 'rig.tl,ri".tr' sur lfr(E) que nous 6ctivons de fagon un peu nalve en

choisissant ; difi6rcnticllc rl(m lnllc {, € a0(8,f,)l) d66nie sur R;

( 3.1) r'.:1(r(E) --- R.

t At""t "" *".tt inierpr'6tel cles valcurs spdciales de la fonction z6ta d'un corps de nombres

de faqon ,If th&rriquc. glice, trrr lravail de Borel [Borel 19?4] cf aussi les conjectures de

Lichtenbaum.
? L'article fondamertal rcstc. bien sirr, [Quillen 1973]'
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SCITAPPACHER N.

Le folklore du sujet dit q'e lc noyau de l'homomorphisme r- est pr6cis6ment Kz(E)r,,".3Donc, si Kz(E) est de rang 7 moduro torsion 
- c',. ta .on3"ltn." ini""r, 197g, p. b12] -,a,lors I'image de r. serait un r6seau dans R. Tensoriser po, { "., 

r..j;t-rrrr" e_droite dans R,dont on conjecture que c'est'unique e-droite dans R irri .ort-i-"rrt.,ri1a,o;, o.':

est la p6riode r6elle de la cliff6rentielle choisie.
En fait, le rang de 1f2(E) ne vaut pas toujours 1, f.e., n,est pas toujours 6gal i |ordre duz6ro de L(E,s) en s = 0..ceci a 6t6 remarqu3 par Bloch et Grayson fiio.t, Grayson 19g61,i l'aide de carculs sur ordinateur, pour .".tuirr". .or-,rb", 

"iip;iq;;;:1. comprendre ce quise passe' il faut consid6rer de plus pr,is I'arithm6tiqu" d" lu -.,.'b. b. n".i"o.r, une partie dela suite exacte de localisation [euiilen 1923, $7, prop. 3.1] d";;bb i.g,rti", t relative i safibre g6n6rique .E :a

(3.2)

(3.3)

(3 4)

.,:l [ .l'Je.(u I

Ici' le premier terme est cle torsiol et les conjectures g6n6rales de Beilinson impliquent quele dernier terme est r6rruit i, son-sor1.s-group"" d" tor"io.r. Mais les groupes 1{{b des fibressp6ciales du mod6le r6gulier 
"e 

ca.l.urenr expiicitement, mise i p-t fi torsion : KiG) g qest non nul si et seulement si E tr tnarrvaise r6duction multipli.ati,r" iior"re" en p. Autrementdit' si la r6duction E! 
"n.p est une cortrbe singuliEre avec un point double dont les droitestangentes sont d6ja d6finies su. le corps Fr,.ro=n seulement.rr. ror. D.rrr." cas on trouveLo(E,s):1-p-" de sorte c1u,on a

U*i@,,) - 
Iiz(€) 

- 
Ii2(E) 

a=-[ar 
lf rile;- (torsion ?)

ditnq li'r(tp) E e = 1 : ords:o Lr(E,s).
Les conjectures de Beiljnson reratives anx nombres (3.0) s'6noncent alors comme ceci:

3.5 Conjecture.
(i) dimqKz(t)ee:1.

(11) r-(K2(€) S Q) : ,,.,1.-1,(8,0) e.

4. Problbmes de 1(-th6orie
En essayant de traiter cette conjecture on se heurte i. deux difficult6s contradictoires : d,unepart on ignore si Ii2(E) E Q est ttn csPa.ce vectoriel de dimension n"i",'a'.r,." part on a dumal i construire expliciteme.t clcs 6r6rne'ts non nuls dans cet 

";.;;."'-T L'""tl()8" t*tl" .n. ,1", 
"nrp. <lc r*,nrbres est souvent appropri6e. Ici on peut se souvenirde I'application logarithmiq.t,, .tr: les u'it6s d'un corps de nombres qui d6finit son r6gulateur.

- Cf. la note suiva.nte.
a voici i'analogie av.c lc' cii.s c|un corPs cre ""T.bl:: k: dans ce cas, le 

'r-groupe 
correspon_dant i ((ft,0) et r6s'=r ((ft,-') cst ri1 , "t o,r a 1i1(,(;): t.,,".i"lir'(7ns = (2i: res unit6s,qui donnent le r6gultrteur usu<:I.

5 Ce sont les groupes analogues aux 1f-groupes, mais d6finis en termes de modules coh6-rents au lieu de modulcs projcctifs. Les th6ories.I(t et Ii coincident surles sch6mas r6guliers.
^ f:i1 calculer les /f i(t,), .rr s<' sc.t <rc cl6vissages ciu type indiqu6s da.r" [eulren rgzs, s],n' 3]. Il s'avdre cFr<:, i\ to'sirrr 1,'<is, .r.rrtir:'t t't-rrrotogi" a" gru;h" a,_r.r a" g.
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CONJECTURES DE BEIUNSON POUR LES COURBES ELAPNqUES

Le premier problbme cst le plus clifficile. Posons J : Ho (E,Kz) I Kz(Q), oir,f,z est le fais-

ceau (de Zariski) sur E associ6 a.u pr6faisceau qui h un ouvert u de E associe K2(l(u,oB)).
On sait grAce i Raskir.rd [Raskind 19S4] - Ie cas consid6r6 ici remonte en fait ir Bloch - que,

pour tout entier n ) 0, le groupe Jf n.J est fini. De plus - ooir [Soul6 1985] - on sait que

Ho(E,lC2) S Q : I{2(E) I Q. Par cons6quent, I{2(E)lnIi2(E).1{2(E)t.." est fini, pour tout

n ) 0. Mais ceci n'irnpliclue pas qre Ii2(E) I Kz(E)ro', est de type fini. Faudrait-il construire
une espbce de 'hauteur' sur 1{2(E) .....?

Quant 2r. la construction d'6l6ments de 1f2(E)AQ, on dispose b pr6sent de deux m6thodes

diff6rentes : soit on travaille 'sur la courbe elle-m€me', soit on uiilise la param6trisation
modulaire. Chaque fois c1u'on a ainsi construit des 6l6ments non nuls dans 1(2(t) I Q, on

cherche ir comparer lerrrs r6gulaterrrs t\ .L'(.8,0) selon 3.5 (ii). On parle alors du problEme de

d6montrer une conjecture cle Beilinson faible relative au sous-espace des 6l6ments construits'

Bien sirr, si I'on savait d6rlontrer 3.5 (i), toutes ces conjectures faibles seraient 6quivalentes

entre elles, et i, la conjecture 3.5 (ii) tout entibre.

5. Construction d'616ments de .Ii2(E) 'sur la courbe -Et

Cette premiEre m6thode pour se clonner des 6l6ments de .I(r(E) s'appuie essentiellement sur

les points de torsion de -8.6 En fait, pour tout d > 1, on construit une application

(5 0) q: {a: Q[Ea]" - 
/i2(E)8 Q,

on Q[Ea]" est le Q-espace vectoriel dcs diviseurs ir coefficients rationnels sur -E qui sorft il|finis
sur Q en tant que diuiseurs, clc clcgr6 ztro et ir support dans les points de d-torsion de E.

Nous donnerons une esquisse de la construction de (a dans le num6ro suivant. Pour
I'instant, caract6risons {7 par I'application r- o (4'

Rappelons que c.lr est la p6riode r6elle de ar. Choisissons u.r2 tel que r : ff ait une partie

imaginaire y : s(r) positive et tel que le r6seau L : Z I Zr c C soit le r6seau rendant

(ClL,dz) isomorphe I (8,;1 ) sur C. Nous utiliserons cies notations (l6gbrement modifi6es)

de [Weil 1976, chap. \'III] : '

(5.1) ..t(U:1. (r.') : ",e(H)
Pour tout diviseur a =L,e../Lc,(r:) sur E(C) et tout entier z ) 0, on pose alors, pour tout

s tel que ft(") > i +t :

(5.2)

Pour s ( C quelconcgre, les valeurs de ces doubJes sdries de Iironecker sont d6finies par
prolongement analytique.

Avec ces notations, les 6l6nents de Q[.D2]' s'identifient sur C iL des diviseurs a comme ci-

dessussurE(C)= ClL.Onnolurztlisea.iols(detellefaEonque,pourtouta:Da.,:oo"(r)
appartenant i Q[.E7]". on ait

r'-(€a(a)) - -rl' r, (| )'fi, {0, ", 
z).

Cette m6thode nous donne dorrc la coljecture tle Beilinson faible suivante (utiliser l'6quation
fonctionnelle (1.2) pour tracluire (3.5) (ii) en un 6nonc6 en s : 2) :

6 Il y a quelciues exerrrplcs t1'til6rur:nts non rruls de /(r(E) obtenus i partir de points la-
tionnels d'ordre infiri 'uoir [I\{<,'stre, Schappacher 1990, 1.3.3].

1i,(0.a.s) = ; ,.!'(r,t),#
t(ClL 7€

(5 3)
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5.4 Conjecture. Pour touf d
aJors
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) 7 et touta € Q[Ea]'; si ((a) e /{z(t) OQ E /{r(E) 8e,
y2 I{ t(0, a,2) e L(8,2).e.

Pour rendre cette conjecture vrairnent explicite, il faut pouvoir d6cider :

(5.5) Pour quel a € Q[Ea]", l'6l6ment {(a) de Ih(E) I Q appartienr-il b
K2G) eq ?

(5.6) Pour quel a € Q[Ea]', la s6rie /ir (0, a,2) est-elle non nulle ?

La r6ponse complEte I la plemi6re question est donn6e par une formule caiculant les
symboles mod6r6s 0o de (3.3) ir un facteur non nul prds. I/oir fBloch, Grayson 1986], [Mestre,
Schappacher 1990, 1.5.1 et 2.5.11 et fSchappacher, Scholl 1990]. La formule d6pend des degr6s
des r6strictions de a alrx composa.ntes irr6ductibles de Ia fibre sp6ciale €p et fait intervenir Ie
troisidme polyn6me cle Bc'rnoulli.

En ce qui concerne (5.6), 1{r(0,a,2) ne devrait pas s'annuler'sa.ns raison'. Malheureuse-
ment il y a en g6n6ral de trbs fortes raisons qui forcent la plupart des 1(1 (0, a,2) ir, 6tre nulles.
En effet, la fonction r - Iir(:u',c,s) est impaire. Donc, si le diviseur a est invariant par
, - ar, alors 1{1 (0, a,2; = 0. Or, si I'ima,ge de Galois par I'action sur les points de d-torsion
Ga(q/Q) + Aut(Ea) c<-rnticnt -1, cette invariance est forc6e par le fait que a est d6fini
sur Q.

Cette condition sur f inragc de Galois est souvent satisfaite. Elle vaut syst6matiquement
pour tout d > l, dds que I'inrage de Gal(Q/Q) dans Aut(-81,""): GLz(2) est aussi grand
que possible, c'est-i-<lirc d'inclice clcux - par exemple, si .E est la courbe J71,7 discut6e dans
[Serre 1972, exemple 5.5.6].

6. D6finition de (
Une partie de la suite exacte de localisation de E par rapport d son corps de fonctions
rationnelles Q(.O) s'6crit :

(6.i) fl nr1q1i';) - r;z@)- /r,(e(.o)) 
a:-44" 

[l e{r). - ril(E)
P€E P€E

Ici, Q(P) est le corps dc d6finitiol du point P de E. D'aprds un th6orbme de Matsumoto, on
a, pour tout corps -F ,

( 6.2) 1f2(.r').. r. szF.l(f s(1- f)l f e r- {0,1}).

De plus, si F est Lur corps clc uourblr:s, trlols 1(2(F) est un groupe de torsion. On obtient donc
une injection Ii2(E) I Q .+ 1{r(Q(E))S Q.

Dans 6.2, le 'symbole' dans 1f2(F) correspondant n ,f e g est not6 lf ,g).L" symbole
mod6r6 0p est donn6 par la forumle bien conrrue

(6 3)

7 On cite parfois cles cottrl;es par le nom qui }eur est donn6 dans la "Table 1" de [Modular
Functions ... IV].

0p ( { f ,(/} ) : (-1) "'dP 
(f)ord P(s) 

ffi frl
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Alors I'application (r se construit en termes de symboles {f,9} € K,(Q(E)) Et-tt
donn6 a € Q[Ea]", choisissons cles fonctions ,f,g < Q(E) de divjseurs (.f) = da, t""p (g) :
2fd,i0l - t, -,-^lq )1. Par un lemme de Bloch [Bloch 1980, p. 8.6f], [Deninger, Wingberg 1988'

i!.-. S"al 'q';iii. i nrotlificr le symbole {/,9} € lir(Q(E)) par I'addition d'un svmbole du

type {h, c}, 
'h 

e Q(E)', c € Q', on tonbe dans 1fr(E) A Q; c'est l'6l6ment (a(a) recherch6'
"' r,. ,a!U"t""t ""r fir(q(b)) O Q est normalis6 par la rigle : si O"! € q@) a,'ec ($) =

Dp,Q), (,b) : !q"(e), alors

(6 4) r-({o.u}) - !ro, A1L1' ll.cv Ifr(0.r v.2)

Ceci mine ir la formrrle (5 3) ci dessus (noter que les {tr,c} ont un r6gulateur nul)'

Remarquons que, si d, e > 1, .rlors on a

(6 5)

7. Premier Cas: Courbes i nrultiplications complexes

Dans ce cas. la conjccture faible 5.4 a 6t€ d6montree Par Bloch, cf [Bloch 1978], [Bloch 1980]

Un expos6 de cetti d6monstratiol du point de vue des conjectures 
-g6n6rales 

de Beilinson se

tro.,r.e dtns [Deninger', Wirrgberg 1988]. Une pr6sentation i la fois 6l6mentairc et tres ramn6e

a 6td donnde par Rohllich, [RoLrlich 19E7]. Voici son !6sultat'

7,1 Th€orbme. lRohtliclt 19871 SoiL E une coutbe eJlipdique sur Q teiie que End/Q 'E soit

isomorphe i\ un iieal B = Z + Zr (1o corps quadtatique imaginairc K Alors pour tout choix

de fonctions Q-rationnclles strr'-E : /,9 e Q(t) 2L sttppott dans En.s' on trorve que

-!1{YIl - t (ord'f )(ord,e) a(e v),utrL'(E,0) ,,!<8,"."

avec des nombtes ratiortnels a(:t - y ) ql,i ne cl\pendent que de I'orbite de(1,y) € tt," x Er.',
sous J'action diagonale c1<: Cal(Q/Q) et qli penvent 6tte calculis expliciternent en t'ermes

du caxactere de llecke 1 de /i correspondant i E De plus, pour un choix convenable de

f ,s e Q@), oa frorrve que r-( {/,9 }) I 0'

On d6montre ce r'6srrltat grice au fait bien connu dir i' Deuring que la fonction tr

d'une courbe elliptique d6finie sur Q i multiplications complexes par Ii (d6finies sur Q) est

une fooction I d" H"ch" du corps If : tr(E, s) = I(1, s). Et la fonction 'L d'un caractEre de

Hecke de 1i s'6crit comme combinaison lin6aire de s6ries de l(ronecker c'est un exercice

sur la th6orie du corps de classes de /i
Notons qu'une courbe i rnultiplications complexes a partout bonne r6duction potentielle

- son invatia.nt j est eDticl , donc n a jamais r6duction multiplicative Par cons6quent, 0

<la.ns 3.3 est identiquerrrcut z<1o et la qur:stion 5 5 a une r6polse triviale'
Le cas des coulbes i nnrltiplic:rtions conrplexes est donc tres favorable i la m6thodc du

$5 poue se clonner des 6l6rtents cle lir(,8). Rappelons qrland m6me, du c6t6 n6gatif' qu'on ne

saii ni la finitude de dirnq lfr(t)s Q = dimq Jiz (E)E Q, ni si les symboles {/, g } consid6ris

dans le th6orbme cngendreDt urr Q-espace fini.
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8. Le cas g6n6ral
I'es courbes sans multiplication complexe sont beaucoup moins bien adapt6es i la m6thode du
$5 - aussi bien pour des raisons th6oriques qu'i cause de I'insuffisan". d" ,ro, connaissances
actuelles.

D'abord nous avons d6jb remarqu6 h la fin du $5 qu'il peut trbs bien arriver en g6n6ral
que les images de toutes les applications (a ne contiennent que des 6l6ments de r6gulateurs
z6ro.-La m6thode du $b ne nous donne do'c pas de conjecture faible non triviale.

Supposons donc pour le reste de ce num6ro que l'action de Gal(e/e) est suffisamment
petite pour au'il existe des r. o (7 d'image non nulle. Alors, si A .;. p." de multiplication
complexe, on ne sait pas d6r:rontrer la conjecture 5.4 - exception faite des .u.", ..-, orf une
compa.raison de l'image des (,1 aux 6l6rnents donn6s par la m6thode modulaire est possible:
ooir $10 plus loin. Toutefcris on a. des r6srrltats num6riques trbs convaincants, dirs i 

-Bloch 
et

Grayson [Bloch, Grayson 1g8O].8 Bicn sirr, ces calculs de quotients

y2 .rir (0, a, 2)

L@A

ne peuvent jamais dimonrrer qrle ce sont cles nombres rationnels dbs que a((a(a)) : 0. Mais
le fait que Bloch et Graysol tlouveut syst6matiquement et avec une excellente precision des
fractions sans facteur preuriel srrrplenalt est trbs rassurant. Tout ce qu,on p"ut d,1montrer
sur ordinateur est que certa.irrcs s6rics Ii1 (0, a, 2) sont non nulles.

Il est int6ressaut cle re[l?rrquer quc ces v6rifications num6riques sont aussi un test, du
c6t6 des s6ries de I(r'oncclier, tlc la. corrjcctrrle suivante, con"6qrrenc. formelle de B.A et g.;,(i)

(8 1) clinrq Ii2\E)S Q f 1 + lip I Lr(E.s): 1 -p-,)l
En fait, comme on nr: calc,ule clrre clcs 6l6nents cle Ia forme (a(a), le test est m6me plus fin :

Le ph6nombne des'rclat ions exoticlrrr:s'

La diff6rence la. plus itrtPoltattt<r c'rrtlc L' cas g6l6ral et celui des courbes ir multipiications
complexes est l'6ca't cnt'c 1f2(t) o Q ct Ii2(E) E e, d6crit selon 3.3 par le symboie mod6r6
0. Le comportemeut cle 0 sru'l<:s rili'rrrcnts clc la forme (a(a), joint I la conjecture g.1, pr6dit
donc ia dimension du Q-c.space ertgcncL'6 lrar lcs (a(a). On cherche alors num6riquement un
nombre correspondatrt cle d6pendanccs lirr6aires sur Q entre les nombre r6els.I{1 (b,a,2). On
appelle parfois relatiort's exotiques ces lelations lin6aires entre s6ries de I{roneckerforc6es par
le symbole mod6r6 0, et tron expliqu6cs par la seule climension conjectur6e de I'espace ambiant
1ir(E) s Q.

9. Construction modulaire d'6l6n.rents de 1f2(E)
La deuxidme rn6thodc pour se clotrncl clcs 6l6ments de /i2(E) repose sur I'hypothdse - que
nous avons faite vers la" fin du $1 cSre -E est pararn6tr6e par une courbe modulaire. La
m6thode est due i. Bciliusorr [Br:iliusol 19E5] - pour les d6tails on renvoie b [Schappacher,
Scholl 19881. Voici I'id6r: plinciptr.lr:.

Dans la constructiott clt' ( au $0, on faisait appel i un lemme de Bloch qui permettait de
relever des symboles de 1ir(Q(E)) a Ii2(E). En g6n6ral, ce lemme s'applique i une courbe

8 En pr6parant notre trava.il [Mestlc, Schappacher 1990], Mestre et moi avols refait quel-
ques-uns des calculs cle Bl.ch et Gr-a1'son, et arrssi tra.it6 d'autres courbes.
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(projective lisse) x sul' un cor.ps F et des fonctions rationnelles f , g e F(x) dont les diviseurs

,Lrrt i, 
"rrpport 

dans rrD ensemble Jf* de points de X1F) tels quet pour tous z,y ( X-, Ie

diviseur a'" a"g.e 26,-o (r)- (y) soit un point de torsion de la jacobienne Jac(X). Alors quitte

imodifier le slmbole i/,gi e ffr(f(X)) par un symbole du type {h,c}, h € F(X).,c € r'.,
on peut le relever dans 1iz(X) I Q.

On applique ce lemme aux cour'bes modulaires X = X(f) relatives aux sous-Sroupes

d. 
"o.,g.,rln.. 

f a" SL2(Z), avec Pour X- I'ensemble des pointes. Cet ensemble satisfait

I'hypoihase du lemnre d'aprbs le th6ordme de Manin et Drin'feld. Les fonctions /,9 seront

alors celles dont les cliviseirrs sont concentr6s aux pointes, autrement dit, ce sont des unitis

modulaires.
Soit donc X = X(f) une courbe modulaire avec I g f"(N). Par cons6quent on a un

morphisme propre $: X 
- 

-{.(N) + E. Pour ce genre de morphisme, 4': K2(X) 
-Iir(b) existe. Appclons 'p ie sous-espace de -I(2(E) @ Q engendre_P?1 tous les 6l6ments de Ia

form.'{.({/,9}i .i, f,o sont clcs rrnlt,is modulaires sur X(f) et I d6crit les sous-groupes de

congruence de l.(N). Alols Beiliuson cl6montre le

9.1 Th6orbrne. (i) r.(P\: q L'(E,0)'
(irPclir(t)BQ.

La d6monstration part de la formule <1ui d6finit le r6gulateur d'un symbole {/,9}. La voici,

b un facteur normalisant * prbs qu'il est inutile de pr6ciser ici'

(e.2) ,^.({"f,y}) : - I,", r"g lll (&) n 0.,

Cette formule est g6l6rale , c'est-ir-clire qu'elle est aussi valable dans le cadre de I'application

( construite au $6ll,e fait c1u'elle se tracluit alors en une combinaison de s6ries de Kronecker

se d6montre soit par .,ne ,,nalyse harmonique - rsoit [Deninger, wingberg 1988] - soit par

d'autres astuces analytiques - corrme I'analogue de la m6thode de Rankin et Selberg 6voqu6

dans [Rohrlich 1987].e
pour d6duire S.f 1i; a" ln forruule $.t, on interpr6te le terme log l/l comme une s6rie

d'Eisenstein non holourorphe et le tertne d log g comme le conjugu6 complexe d'une s6rie

d'Eisenstein holomor.phc. Cctte clelniire sc d6compose selon des caractbres de Dirichlet pairs

1, et I'int6grale qui cln r6sultc se lit firralement comme une convolution de Rankin-Selberg.

eit"ao.rtt",eqrJ,l,.,.rfacteulsnroiusessentielsprds, Ieproduit L(E8X,\).L(E'2) dontle
premier terme corresponcl ir la p6r'iocle r,.r1. - Nous renvoyons ir [Schappacher' Scholl 1988]

pour tous les d6tails.
La d6monstration clc 9.1 (ii) 6tait insuffisante dans [Beilinson 1985] et est donn6e dans

[Schappacher, Scholl 1986, $7].

10. Comparaison entre les deux types de constructiotl d'6l6grents de /ii(E)
Ce qu'on sait {6rnoltrcr clans cctte clilectic-ru est tellement pidtre qu'il convient i peine d'y

.o.r".".". un num6ro clc' c<-' ra.1.rport. Lc problbne est que les points de torsion de la courbe

.E utilis6s dans I'applochc du $5 nc se launinent que trds exceptionnellement aux pointes de

X"(N). Plus exacieurent, soit P urr sous-sch6tna en groupes fini de E d6fini sur Q. Afin de

e Pour rarneller les explessions trouv6es par Rohrlich aux s6ries de I(ronecker que nous

utilisons, il faut encore faile intcrvenir l'6quation fonctionnelle des doubles s6ries de I(ronecker

[\Areil 1976, p. 80, formrrle (32)].
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comparer directement r-({lpl(a)), pour tout a € Q[p]", au r6gulateur d'un 6l6ment conven-
able de P, il faudrait que /-t(P) q ,{-. Mais ceci n'arrive presque jamais : le degr6 de
X"(N) + E croit d6ji plus vite avec N que le nombre d", poi.rt"..

Quelques exemples oir une cornparaison peut quand m€me 6tre effectu6e se d6duisent de
certaines courbes inaolutoires convenables: ooir [Mestre, Schappacher 1990, 1.6]. Le premier
exemple, particuli6rement simple, est la courbe E = Xr(11) dont la torsion rationnelle est
identique i I'ensemble des pointes.r0 Sur ordinateu, onlr6rifi" que K1 (0, 

^,2) + 0 pour un
choix convenable de a i support dans les points rationnels de A. Xriif ) esl donc ,rn" d""
rares courbes E sans multiplication complexe pour lesquelles on sait d6montrer la conjecture
5.4 pour les diviseurs a e e[E(e)r,_]..

En g6n6ral, trouver de tels exemples revient i d6montrer que certaines intersections de
Sroupes de congruence sont encore des sous-groupes de congruence. C'est souvent un probl|me
6pineux.

11. Gdn6ralisation du th6orbme nrodulaire.
Dans [Beilinson 1986], Bcilinson d6rrrontre une'conjecture de Beilinson faibie'pour les courbes
elliptiques (param6tr6es corrrne toujours pa,r Lrne courbe modulaire) relative i tous les nom-
bres Z'(E, m), L(E,rr) avec nz ( Q, n ) 2. Pour comprendre Ia difRcult6 de la chose, il faut
savoir d'abord que les conjectures de Beilinson lient ,L(8, n) aux r6gulateurs "", rdp]_r,1r;,
la partie gradu6e de poids ?? par' rapport i la filtration 7 sur Kr<^-.,iE). porrr 

"j'>-i cet
espace vectoriel est de na.ture assez diff6rente de 1f2(E)@ q: I4r)@): les indices sup6rieurs
et inf6rieurs n'6tant plus les m"nes, o'sort des 1{-groupes ,ir la Milnor'; ldil_r,(r; ,r'est
plus engendr6 par des 'syrnbolcs', i.e., par des 6l6ments obtenus pur.rrp-proJuit 

-{ 
partir de

Ii1 . A-ucun analoguCdes nri'tho<les c1r'on a vucs plus haut n'est ionc directement applicable
aux K-groupes en <prcstion.

Le remide est clc pass<:r ir une va.ri6t6 auxiiiaire V a. .O de dimension telle que
I'homomorphisme de Gysirr Tf,* aboutissant i 4i,l_rr(u) provienne d'un .I(-groupe ,sym-
bolique'de V. Les variit<is r-rtilis6cs par Br-'ilinson sont les vari6t6s de I(uga-Sato d'ordre n-2
attach6es aux courbes rn<.rclultri.cs -{ 

- 
x"(N) n E comme ci-dessus:

v'Ej A xx ... xx .4,

or) v4 est la courbe elliptiquc' urrivclsc'lle au-dessus de X - on peut supposer N > 3 - et
onprendn-2foislePlocluitfibr<i.AlorsVestdedirnensionrelativen-2surXetdonc
surE, et ,b., Ii;?t\;))(v) 

- 
lfjll-r)(E). Les fonctions sur I/ qui remplacent les unit6s

modulaires du th6ordrne 9.1 sont encol'e celles dont les diviseurs sont concentr6s au-dessus
des pointes de X.

C'est Scholl qui a r6cctntuent 6tcrrdu la d6monstration de Beilinson b. toutes les valeurs
aux points entiers (non centra.ux) cles fonctions -t de formes modulaires / de poids 2 2. Une
des difficult6s de base de ce trava.il 6tait de d6finir un vrai motif (au sens dsGrothendieck,
d6coup6 par des cycles alg6b'iclrcs ...) do't la fonction L est L(f ,"). - cJ.fScholl 19g9].

Notons en passant que, en clehols de s : 0, s : 2, il n'y a conjeciuralement pas de
diff6rence entre lfjiil-,1(E) "t /fji:]-r)(t) ceci d6coule d'une suite analogue i,3.3 er de
conjectures sur la .If-th6cu.ie cle schi:rrra.s sur. les corps finis.

r0 Noter que' potlr ltt cornparttisou, il n'est pas suffisant cle savoir que les pointes engendrent
la torsion rationnelle.
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12, Le thdorbme de Deninger.
Dans [Deninger 19E9], Dcrriuger d6nontre une conjecture de Beilinson faible pour les courbes

Ji;ptiq"* ir"multipiicati<,ns"cornplexes relative ir' tous les nombres -t'('O, m)' L(E'n) avec

- i O, " > 2. Sa methode est plus ou moins analogue i celle du $5, mais s'inspire aussi du

trarruil de B"ilin"or, ,oertionn6 ci-i1'ant. En fait au lieu des variitEs de Kuga-sato utilisees pa.l

Beilinson, Deninger corrsidbrcle motifSgnr2"-3E La cl6de sa d6monstration est I'observation

selon laquelle leJ multiplications conPlexes permettent de d6finir un morphisme de motifs

Sym2o-3[ A- U'11:7. En fail un des ingr6dients de la d6ffnition de rl est I'application

itlpxftlY:ExE-E'

oi -I( est le corps des multiplications complexes de E et I'6l6ment Jdx .€ K est identifi6 i un

endomorphisme de E. - Pour un peu plus de d6tails sur la m6thode de Deninger' le lecteur

peut coosulter l'expos6 irrtloductoilc [Deuirrger 1988] 
--

Mentionnons irre la rn6thode s'ltend assez naturellement ir toutes les fonctious -L de

Hecke des corPs (luadraliqucs irrragilraires'

13, Gdn6ralisatiou du travail de Bloch et Grayson'

Si l'on veut g6n€raliser le travail cle Dcninger aux courbes elliptiques sans multiPlication

lo-pi"*", on ne se herrrlc Pii's setlerneDl aux dif6cult6s diji monstrrreuses - lencoltr6es

lor" ir, po.".g" du $7 au $E, mais I'absencc d'un morphisme / comme ci-alrallt change assez

foadamentaleiaent i". ,igl". .l,t jeu: Cornme on rre peut plus redescendre i Ia courbe elle-

-e-", on ""t 
amen6 i, comparer dc faEon num6rique les valeurs sp€ciales 't('gVmlt' * + 1) n

desd6terminantsdevaleurssp6cialesdes6riesdel{ronecker.lcidesobstructiorrsprovenant
du symbole symbole mod6r6 ies.rrgi"sent comme au !8, et on d6couvre num6iquement des

'relations exotiques' eutte siLies de l(ronecker'
Ainsi on al6rifi6 dans {N{estle, Schappacher 1990], pour un celtain nombre de courbes

-8 sans multiplication complexe, <1ue

si les diviseurs a, b e Q[81.',]' 6cLapPcut aux obstructions provenant du symbole mod6rd

- obstructions qui .".ol.,rl"rrt par urre folurule aoalogue i celle mentionn6e au paragraphe

suivant 5.6, mais qrri fait maintenartt intervenir le quatribme polyn6me de Bernoulli Le fait

que le r6guiateur est clevcrtu un vrai d6ternrilanl tient ir ce que Ia dirnension du 1l Sroupe en

q"""tionjii{t)1Sy-28)2, est conjcctrrri'e cl'6tre 2, tout comme l'ordre du z6ro de -L (S yrn2 E 
' 
s)

ens=0.
Au $8 on €tnit arnel6 i\ strpposcl quc I'action de Gal(Q/Q) est suffisamment petite pour

admettrJ des r. o {,{ (l'iruirgc n,.,rr rrullc \{aiutelant, le fait qu'on veut avoir rrn d6terminant

non nul i I'uidl d".liui"",,rl" clui i'chapperrt aux obstluctions provenant du symbole mod6r6

impose cles conditio.s p1.," si,.r;i,r..,s. Airisi o' d6mo'tre dans {Mestre. Schappacher 1990, 3.41

.1,r", ; q-;rorr.,rrpltisrne plis, ii n.v a qrr'urI nornbre llni de courbes eiiiptiques E sur Q
d'invari.antj non,erJtier.,'rJl ulics riiur poilt tationnel T d'ordre fini, teiles qu!l existe des

diviseurs a,i € at(?)]" 9i 6clntppent arrx obsfruct'ions Provenant dt symbole moddri et

tels qlre le dAftrfiitant cie .ia rnatrice

9' ,.. / /i1{0.a.3) Jio{0.a.2)\ a L\Sum,EJ)q,
;r ""t\ti.,1n.u.3t 1io(0,b.2) / '

/ Ii,(0, a,3) Ifo(0, a,2) \
\ r.,(o,u.rr ft{0,b,2)/

soi t non-rrul.
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