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Dans une s6rie cle trois conf6rences donn6es i I'Institut Isaac Nervton de Cambridge
(Angleterre), Andrerv Wiles de I'Universit6 Princeton a,nnonEa une preuve de
l'6nonc6 suivant :

ttGrarrd thdorEme de Fermattt. Soienf arb,c et n des entiers tels que n soit au
moins 6gal it. 3. Si a" * bn : cn alors abc : A.

En d'autres termes, l'6quation de Fermat rn * Un : 7n , pour n > 2, ntadmet pas
de solution en nombres entiers tous non nuls (1).

Cette conjecture g6n6rale (c1ui concerne tous les n 6gaux i. 3,4,5,6. . . ) fut pro-
pos6e, apparemment pour la premibre fois, par Fermat (16or-r665), et resta non
d6rlontr6e durant 350 ans environ. Son attrait particulier provient du contraste
saisissant entre sa formulation 6l6mentaire et les m6thodes 6tonnamment sophis-
tiqu6es qui semblent n6cessaires i, sa preuve : la d6monstration de Wiles utilise
presque tous les concepts complexes, th6ories et m6thodes qui ont 6t6 cr66s dans
le domaine trbs actif de la G6om6trie Alg6brique Arithm6tique au cours des vingt
dernibres ann6es.

Bien plus : la proposition de Fermat a suscit6 de f int6r6t uniquenrent parce
qu'elle a procur6 aux math6maticiens un formidable et durable d6fi. Malgr6
I'indiff6rence a^ffich6e par bon nombre des plus grands arithm6ticiens des derniers
sidcles - tel Carl Friedlich Gauss - et malgr6 leurs int6r6ts de recherche souvent
trbs diff6rents - voir I'int6r6t de Iiummer pour les lois de r6ciprocit6 -, le problbme
cle Fermat s'est 6tabli au fil des Ages comme un critdre suprGme de la puissance des
m6thodes th6oriclues d6velopp6es par I'arithn6tique professionnelle. Et comme il
se pr6sentait d'autre part de fagon 6l6mentaire, il a exerc6 une 6norrne fascination
sur les rnath6maticiens non professionnels dont beaucoup cl6ji se sont essay6s li-
clessus afin de d6montrer l'incornp6tence des experts dans le dornaine.....
\{a,intena,nt que la proposition de Fermat a 6t6 transform6e en un th6orbnre
cl6montr6, eile perd tout int6ret. En fait, je ne connais alrcune application du
"grancl th6orbrne de Fermat", ni interne ni externe aux math6matiques (2).

(*) Clonf6rence IREN{ de Strasbotrrg - R6gionale API\IEP d'Alsace donn6e le 3 novembre 1gg3.
( 1^) Poul le c-as exclu rt : 2,les Ba.b1'loniens connaissaient d6ji des nombles entiers a, y, z tels clue
,2 + y2 : :?. Dtt d'a.t_ttres,telmes, il existe des trianglc.s reJtangles i cot6s entiers, 1io" "*"rnpl.le triangle (3,4,5) :32 *42 - 52. II exist,e en fait une infinit6 de tels "triplets Pliiirogo.i"iorlr"
cntiers, et ils peur.ent, tous etle palarl6tr'6s explicitement - voir I'apperrtlice
(2) Il 1'' a une exceptiol qui prouve la ligle :I). I(ubert [Ploc. LI\'IS (3) 33 (1976), 193-237]
(r'oit'aussi les travartx cle Ilellcgouarch et Deml'ancnko cit6i par Iiubertj r-liscute d'uir liep eltre
la ct)lijecttlre tle Fcr:nrat et le problbure cle borner la tolsion rationnelle cles courbes ellipticlues
st| Q.'Ioutefois ce problime a 616 resolu, sans recouls au "grand th6olime de Fe16at",'por B.
NIazur cl6ji en 1976.
O L'OtrVEltT 73 (1993)
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Ceci 6tant dit, je m'entpresse de pr6ciser ciu'il n'en est pas clu tout de m6me
pour la d6rnonstration cl'Andrerv Wiles. En fait, le "grancl th6orbme cle Ferrna,t"
en d6couie comme un r6sultat annexe. Ce que Wiles 6tablit, c'est une part
essentielle d'une conjecture trbs g6n6rale portant les noms des math6maticiens
Y. Taniyama et G. Shimura, clui est assez forte por:r cl.re le "grand th6orbme
de Fermat" en soit une cons6quence trbs particulidre. Cette conjecture g6n6rale
date du milieu des ann6es 50 (de notle sidcle) et n'est pas aussi simple ).

formuler que le "grancl th6ordme de Fermat" (voir le paragraphe 4 de cet article
(3)). Mais, contrairement d l',6nonc6 difficile i, motiver du "grand th6orbme de
Fermat", ies rnath6maticiens ont d'excellentes raisons de consid6rer la conjecture
de Taniyama-Shimura comme extr€mement int6ressa,nte. Et elle a beaucoup de
belles applications et cons6qrlences autres clue le "grand th6orbrne de Ferrnat".

Enfin, comme c'est le cas de tout 6i6ment remarquable du progrbs scientificlue, le
travail de Wiles ouvre de nouvelles perspectives et montre trbs clairement nombre
de problbmes i affronter maintenant. Ceux-ci cependant ne sont pas faciles i,
exprimer dans des termes aussi 6l6mentaires que le "grand th6or6me de Fermat".

Le but de cet article est de placer la conjecture de Fermat et la cl6monstration
annonc6e de Wiles dans une perspective historiclue en mettant en 6vidence cluatre
6tapes dans leur 6volution :

L'arithm6ticlue de Ferrnat.
I{ummer et la cr6ation de la Th6orie alg6brique des nombres.
La G6om6trie arithm6tique des courbes de Fermat.
Relation avec I'arithm6tique des courbes ellipticlues.

1.- L'arithm6tique de Fermat (1-621-1665)

Rechercher les origines du "grand th6ordrne de Fermat" nous conduit dans
I'ancienne cit6 grecque d'Albxandrie situ6e sur la c6te m6diterran6enne cle 1'Egypte.
C'est li que, pendant une p6riode de luttes ethniques, religieuses et politiques
prolong6e, les math6maticiens Diophante et Pappus (probablement au milieu, re-
spectivement i la fin du III" sibcle aprbs J.C.) ont travaill6 et 6crit leurs livres.
Certains de ces travaux furent parmi les premiers trait6s math6maticlues i 6tre
red6couverts dans les copies grecques byzantines, en Europe occiclentale au XVI"
sibcle, alors que le principal moyen de diffusion des classiques grecs se faisait non
par la culture byzantine rnais par les tracluctions a,rabes transrnises par la cultrrre
islamique en Espagne et en Italie.

La red6couverte des math6matiques grecclues tarclives cl'Alexanclrie, cla,ns une
Europe qui 6tait avide de d6finir ses propres origines classiques, poussa, les
math6maticiens europ6ens de cette 6poque (en particulier ies fra,nqais. tels Pelletier
et Vibte) i proposer une interpr6tation anti-arabe du cl6veloppement cle I'Algi.bre
(4)

(3) dans le prochain num6ro de "L'Ouaert" .

(4) Voir les travaux r6cents de I'histolienne de mat.h6matirprcs Cliolanna. C:ifoletti Cf. le conrpte
rendu de la table ronde sur "'L'Europe \,Iath6nratiqrle" clans les Actes du pr'<:nrier'(lc.rrrgrFs

1621-1665
1844-1855
1901-1983
1984-1993

)
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Selon cette id6ologie, les travaux de Diophante montraient que les grecs 6taient
en irossession d'une premidre forrne cl'algbbre, c1u'ils traitaient comnre une science
pure (contrairement aux marluels de cornptabilit6, etc... ), clue cette r6ussite des
rnath6matiques greccllres avait 6t6 oubli6e ou) en fait, "'salie et souiil6e" (comme
le dit Vibie dans la pr6face de sa Zetetica) par les Arabes, mais 6tait maintenant
retr-ouv6e et d6velopp6e dans I'Europe chr6tienne (5).

Il est vrai que Diophante a 6tabli une notation alg6brique rudimentaire, m6me si
elle ressemble plut6t A, une st6nographie pour les expressions coura,ntes utilis6es
dans les argumentations rnath6matiques. Il a des abr6viations pour un nombre
(rationnel) inconnu (un seul a la fois!), son carr6, son cube, ses puissances
quatribme et sixibme, pour la soustraction et pour les fractions (6). Et en ce

qui concerne Pappus, on pourrait 6ventuellernent lire la "m6thode d'Analyse" -
qu'il d6crit comme inversion heuristique des d6monstrations d6ductives d'Euclide
- comme une sorte de transformation alg6brique du probldme donn6 en vue de
trouver Ia solution.

N'Iais, au tournant de sidcle de 1600, les fiers alg6bristes chr6tiens frangais ont
donn6 trop d'importance i I'algbbre venue d'Alexandrie, et peut-Otre aussi exag6r6
leur propre originalit6 dans le but d'exclure les contributions arabes de cette
branche des math6matiques. En fait, non seulement la culture islamique a favoris6
des trava,ux et des 6changes d'id6es trbs fructueux sur l'algbbre et l'arithm6tique
suivant les livres de Diophante, entre divers 6rudits du monde sous domination
arabe, mais nombre de ces r6sultats avaient d6je 6t6 int6gr6s aux manuels eu-
rop6ens du XV" sibcle sur les techniques de calcul appliqu6 - trait6s bien connus,
sinon rnentionn6s, par nos alg6bristes chr6tiens.

Pierre de Fermat (1601-1665), un juge clui vivait i Toulouse mais exergait i. Cas-
tres, aimait bien 6crire des podmes en latin ou en italien et faire des math6matiques
pendant son temps libre. Son appr6ciation des travaux de Diophante 6iait assez
diff6rente de celle de Vibte. Fermat lut I'auteur d'Alexandrie dans 1'6dition gr6co-
latine comment6e de Bachet - traduction parue en 1621, qui r6alisait un progrbs
consid6rable clans la correction des erreurs de copies des manuscrits byzantins,
et ajoutait en rn6me temps un grand nombre de problbrnes arithm6tiques, sous
forne cle comrnentaire au texte diophantien. Guid6 par la passion et la connais-
sance de Bachet des casse-t€te cle la th6orie des nombres, Fermat creusa donc de

Europ6en des \'{atl'r6'ratiques, Pa.is 1992, i paraitre chez Birkhiuser.
(5) Il est amusaut de noter i, ce sujet que l'6rudit allernand Osvvald Spengler dans son ,,tlntergalg
des Abendlandes" (Fin de l'Occident, 1918 ff) trbs irnportant - et f,olitiquement influent I
classe Diophante cotnme a.ppartenant i. ce c1u'il appelle ia culture "Ar.abe" (a.,a1t I'avbnernent
<-le I'Islam). Et H. I'Iankel, da.ns son Histoire des N,{ath6matiques (Leipzig 1824), insiste beaucoup
sur le st1'le "llon-grec" de Diophante. Cepenclant il n'y a rien d" "oirl.r ..,i'' lu biog.aphie dL
Dioplrante, sou ot'igitte ethniclue. son itin6raile. etc .. . , ni sur les influences scientifiqtls que son
llavail lreut avoir leEu daus le centre traditionnelien'rent ouvelt aux courants i.tellectirels les plus
divers cl'Alexanclrie
(6) Les tradttctions arabes <1e Diophantc tendent i. rnoins utiliser la notation fractionna.ir.e clue
les lilatrtrscrits tle la Grice b}'zatrtine. Cles velsions alabes (qui 6taient aparenlllent ilcolltres err
Eut'oPc au tetnps de Fermat) sont, g6n6r'alement plus fiables que les ro.o.". g.".q.,*.
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vrais problbmes arithm6ticl-res: la recherche cle soluiions rationnelles (orr m6me

entibres) des 6quations propos6es.

Le progrEs math6matique d6cisif r6alis6 par Fermat en arithm6tique fut I'invention
de la m6thode de "descente infinie" (7) : pour certaines 6cluations il est possible de

construire i partir d'une solution en entiers positifs une autre solution en entiers
positifs, qui est plus petite que la prernilre en url sens qui peut d6pendre du
problbrne. Dans certains cas cette construction prouve par I'absurde que l'6cluation
n'a pas de solutions en entiers positifs : s'il y en avait une, elle donnerait lieu i,
une suite infinie strictement d6croissante d'eutiers strictement positifs. N,Ia,is une
telle suite ne peut, bien sfir, pas exister. On se reportera i I'appendice pour voir
la mise en application d'une descente infinie de Fermat, qui prouve 6galement le

cas particulier n :4 du "grand th6orbme de Fermat".

Cette sorte d'argument n'est valable que pour une collection cl'entiers positifs

- ou plus g6n6ralement pour un sous-ensemble discret et minor6, de nombres
r6els - mais pas pour des solutions en nombres r6els ou rationnels. Partant cle

cette observation, Fermat sauta apparemrnent i, la conclusion quelque peu hAtive
que I'algbbre, avec sa notation qui s'applique aussi bien aux cluantit6s continues
qu'aux entiers, ne doit pas Otre utilis6e en arithm6tique. En cons6quence, il
n'eut pas de formalisme pour exprimer ses id6es en th6orie des nombres; il dut
d6crire ses d6monstrations verbalement. Ceci peut ne pas apparaitre tellerlent
diff6rent de la notation rudimentaire de Diophante (ou, d'ailleurs, de la prose

math6matique arabe). \{ais en r6alit6 c'6tait cluelque chose de pire pour Fermat,
car en prouvant I'impossibilit6 de r6soudre une 6quation on ne peut se replier sur
la m6thode avantageuse cle Diophante, qui consiste i, poser des valeurs num6riques

"g6n6riques" pour les variables que Ie forrlalisme ne permet pas cle traiter comme
telles. Aucune surprise alors clue Fermat ait souvent trouv6la rnarge de son Bachet-
Diophante trop exigiie pour contettir ce qu'il avait en t6te . . .

L'6nonc6 du "grand th6orbme de Fermat", dans la marge d'un problbme de

Diophante qui demande cle partager un carr6 en cleux ca,rr6s, est formul6 ainsi :

Cubum autem in duo.s cubos, aut quadratoquatlrat'um in tluos qttadruttoqtt"arlratos

€4 generaliter nullarn in infinit'urn 'ultra q'uarl,rat'urn pote.statem in d'uos eiusde.m

nominis fas est d"iuidere cuius rei demonstrationem mirabi,lem, sane deteri. Hanc

rnarginis eriguita-< non caperet.

Partager un cube en deur rrr,bes. ou'tln bicarr6. en deur bicarri.s, ou, erl gdn(.ral,

d, l'inf,ni, n'importe quelle puds,sance pl'u,s gran,de qlle le ca,rrd ert detm ptt,i's-'art,ces

d,u m€me ordre, est irnpossible. J'ai d\cotnert'une pre'u,ue uraiment nt'agnif,r1'ue de

cette propri6.t6.. L'erigu.iti de la rno,rge ne pourrait la con,t'enir.

Il n'y a aucun moyen de dater cette note. En fait, nous n'avons m6me pas la copie

(Z) II n,y a pas de raison de douter que cette m,3thode fut utre d6couverte <le Fet'tnat lui-m6ure.

b" *Attt" ternps elle se fonde sul l'inversion de proc6dules souvenl enrprlo;"6es par Diophante. et

utilis6es aussi ials les rnath6natiques indiennes clcs XI" et XII" sibclcs (pour: t'rouver'Ies soltrtious

de ce que nous appelons l'6qua.tion de Pell) sous le notn de caltravala - r'oir A. \\reil : Nutlber

Theory. An Apploacir tluoujh Flistory. From llar.nmulapi to Legendle; Rost.on. BilkhAuser' 1983'
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originale du Bachet-Diophante de Fermat. La cita.tion vient de l'6dition imprim6e
de ce livre et des notes en marge que Sanuel, le fils de Fermat, pr.rblia en 1670.
L'affirmation, souvent reprise, que cette note fut 6crite "autour de 1637" (si I'on
croit le New York Times du 24 juin 1993, ce fut pr6cis6ment "en 1637" ) est juste
une hypothdse, bas6e seulement sur le fait que nous savorls, par sa correspondance,
que Fermat a commenc6 i s'occuper de questions arithm6tiques au milieu de ann6es
1630.

La chose la plus remarquable iL propos de cette note dans la marge est que 1'6nonc6
g6n6ral (concernant tout rz > 3) ne revient jamais plus dans la correspondance de
Fermat (au moins autant que nous le sachions), bien qu'il ait 6crit quelques lettres
ori il 6num6re ses r6ussites en arithm6tique. Ceci pourrait signifier soit qu'il 6crivit
la note post6rieurement i, toutes ces lettres, auquel cas ce pourrait bien 6tre son

"dernier th6orbme", soit qu'il r6alisa bient6t lui-m6me que sa "preuve vraiment
magnific1ue" 6tait d6fectueuse.

Je trouve la seconde hypothdse bien plus plausible, et j'adhbre donc d la conjecture
de Jean Itard(S) disant que la note fut 6crite lorsque Fermat 6tait encore assez
jeune dans cette matidre, manquant de I'exp6rience n6cessaire pour voir ce qu'il
introduisait quand le degr6 n de l'6quation tend vers I'infini (voir le paragraphe
3 de cet article (9)). L'hypoth6se de Itard a 6galement le grand avantage de nous
mettre plus i, l'aise par rapport au fait de ne pas savoir quel argument particulier
de descente Fbrrnat avait en t6te quand il 6crivait sa note c6lbbre.

Avant d'aller d'un bond dans le XIXU sibcle passons en revue les tout premiers
r6sultats particuliers concernant le "grand th6orbme de Fermat" : comme il a 6t6
mentionn6 plus haut et explic6 dans I'appendice, Fermat a prouv6 le cas n: 4 de
la conjecture. Et n, : 3 fut r6solu par Euler (l7o7t783), 6galement au moyer
d'une descente infinie.

Si l'6nonc6 du "grand th6orbme de Fermat" est vrai pour I'exposant p ) 2, alors
il I'est aussi pour chaque multiple n - prlr car rn * A" -- (r*)o * (V*)p et
(r-)o : 7n. En joignant cette remarque aux r6sultats particuliers de Fermat et
d'Euler, on voit qu'il suffit de prouver le "grand th6orbme de Fermat" pour des
exposants n : p qui sont des nombres premiers au moins 6gaux i 5. Dans la suite
nous nous restreindrons i. de tels exposants premiers p ) b.

(Fin de la premibre partie)

APPENDICE
Un exemple de descente inffnie chez Ferrnat

L'exemple suivant d'une preuve par descente infinie - la seule que Fermat ait es-
quiss6c. c{e faEon sufrsarnment cl6taill6e pour nous permettre cle la reconstrlire avec
celtitrrcle - inclut la rn6thocle de Ferrnat pour v6rifier clue l'6c1uatio1 ea I U4 : ,4

(8) J. Itald, Les rn6thodes de Fermat en th6orie des nombres, Revue d'Hist. Sciences 2; reprorJuit
rlans : Itald, Essais d'histoire des nrath6rlaticlues, paris (Blanchard) 1gg1
(9) rlarrs le plochain nurn6ro de ..L,Outtert', 

.
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n'a pas de solutions en nombres entiers stricternent positifs. Nous citons la note
de Fermat dans la marge de son 6dition de Diophante pa,r Bachet, i c6t6 du tout
dernier th6ordme de ce livre, ins6rant nos explications et contmentaires au fur et

i, mesure de sa lecture.

Area trianguli rectanguli in nurneris non potest esse quadratus. Hrti'us theorernatis a

nobis inaenti d,emonstrationem, qrl&nx $ ipsi tandem non sine operosa I laboriosa
meditatione d,eterirnus, subjungen'Lus. Hoc nempe dernonstrandi genus miros in
arithmeticis supp eilitabit progres sus.

L'aire d,'un triangle rectangle en nombres ne perd 6tre un carr6. Je aai,s donner la
ddrnonstration d,e ce th|orime que j'ai d|,couuert (je ne I'ai pas trouu6,e au reste

sans une p6,nible et laborieuse m6,d,itation), car ce genre d,e d,{monstration condui,ra

d, des progris meraeilleux en arithm6,tiqu'e.

En notation aig6brique moderne, nous pouvons 6noncer le r6sultat de la faEon

suivante :

Tlr6orbme : Si a,b,c € Q sont des nombres rationnels tels que a,2 lb2 : c2 alors

t f q"'.
L'esquisse verbale de la preuve de Fermat qui suit, peut 6tre reconstruite, une
fois que nous avons rappel6 un pr6requis concernant les triangles rectangles, que

Fermat ne connaissait que trop bien par Diophante, qui a m6me un terme technique
sp6cifique pour lui Qr),aooeu) :

Paratn6trisation des triplets pythagoriciens

Par un changement d'6chelle sur le triangle - ce qui ne modifie son aire que par
un facteur carr6 - nous pouvons admettre, sans perte de g6n6ralit6, que a,b,c e Z
sont des entiers positifs premiers entre eux: pgcd (a,b,c):1. Une consicl6ration
modulo y' (comme I'on dit aujourd'hui) montre que o, et b doivent 6tre de parit6
distincte. Nous pouvons ainsi normaliser le triplet (a,b,c) de telle faEon que par

exemple a soit pair et b impair. Alors il existe deux entiers entre eux positifs
premiers p et Q,tels que p > q et p -g impair et

(a,b,c,) : (2Pq,P' - q',P'+ qt).

A l'aide de cela, voici une reconstruction de I'admirable preuve c1e Fermat

Si area trianguli esset quad,ratus, darentur dtto qttadratoqttadrati quorunl' di'fferenti'a

esset quadratus.
Si l'aire d,'un triangle 6tait un carr6, il y attrait deur bicarrd.s dont la diff{'rence

serait un carr6.(10)

En effet : si l'aire du triangle est un carr6

. , ,\: PqlP- - q- ): un carre'
abt

(10) P. de Fermat, observatio xvl, u], p.340f; traduction franqaise par Patrl Tannery'
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1e:s t,rrris fa,cteurs de ce procluib sont deux A cleux plemiers entre eux. Donc chacun
d'eux doit etre un carr6

p: 12 ; q: y' ; p' - q2 ; ," - y^: un carr6.

Nototrs clue le reste de la d6monstration va montrer que ce problbrne : ar4 - y4 :
un cal'r6, n'a, aucune solution en entiers positifs premiers entre eux. Le cas rz : 4

du "grand th6orbme de Fermat" s'en d6duit imrn6diatement.

In,rle sequ'itur dari rluo quadratos quorum I surnrna I d,ifferent'ia esset rluadratus.
Il s'ensui,t q'u'on aurait d,galement deur carrds d,ont la somrne et la d,iffirence
sera'ient des carrds.
Nous avons p2 - q2 : (p + q)(p - q) oi i nouveau les facteurs sont prerniers entre
eux clu fait que p et q le sont et que p - q est impair. Nous trouvons donc :

p+q:x2 *y2:u2; p-Q:12 -y2:u2.

Datrtr itaque nLln1,eru,s, cornpo-si,tus ex quadrato E duplo quad,rati, aequalis quadrato,
ea conditione ut quadrati eurn cornponentes faciant quad,ratum.
Par consdquent, on aurait un nornbre cam6, son?,n'Le d,'un carrd et du dotfile d'un
carr6, auec la cond"ition que la sorftrne des deur carr6,s qui seruent d, le cornposer,
soit 6,9alernent un carrd.

Soustrayant membre i membre les deux dernibres 6quations il vient:

2A' : u' - u2 : (., + u)(" - r) ($)

ce clue Fermat d6crit comme la donn6e d'un carr6 qui est Ia somme d'un carr6
et du double d'un carr6 : u2 + 2y' : u2, de telle faEon que les carr6s de gauche
additionn6s, donnent 6galement un carr6 : n2 + A2 : 12.

Serl, si nlrnlerus quad"ratus componitur ex Quad,rafu A d,uplo alterius quadrati, ejus
lat'us similiter componitur er quadrato E duplo quadrati, ut facillime [)ossurtuus
dem,onstrare.
Mai,s si un nornbre carc6 e-ct somme d'un carr6, et d,u d,ouble d'un carr6,, sa racine
est, 6,galem.ent somme d'un cand et dn donble d'un carri,, ce que je p,uis prouaer
-sans diffictilti.

Des lrypothbses sur p et g on d6duit clue pgcd (,, + ,, tt - u): 2 (autrement dit,
ni 4. ni aucutt nombre premier irnpair ne divise d la fois u * u et u - u). Ainsi,
i I'exception de ce diviseur com.mull 2, les deux facteurs de droite de 1'6galit6 ($)
cloiverrt cle nouveau 6tre cha.cun un carr6. Nous pouvons donc 6crire : 1 { r) : ).y2
et rr - u : 4-"2 , pour un certain entier iurpair r, ou bien u - L) : 2r2 et u { u : es2 .

Dans chacpre cas il s'ensuit
,J:?.2 *2s2.

Urt'dc cottclttdetu,r latu..s ill'ud [uJ e.s.\c -,nlnrna,m laterum circa rect.u,n triangrtli
rt,t:tangtrJi, A tmtrm ex quadratis ilhtrl cornponentibu.s [r2J efficere basem, I d,rtpfuirn
q rt rr dro"t trrn, [2 s2 ] a equ rt ri p erp en, di, co lo .

I
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On conclura de ld, que cette rac'ine est la son'Lrne de.c de'rm c6t(.s de I'a,ngle droit rJ,'u,n

triangle rectangle, dont I'un des carrds composant.s form.era la ba.ce, et le double

carrd la h,auteur.

Additionnant les 6cluations clui d6finissent z et u, nous oblenons :

u2 +u22
.1, 

-

Ainsi nous avons un nouveau triangle rectangie (2s2,r2,r) i. c6t6s entiers.

Nous pourrions remarquer tout de suite que son aire, r2s2, est c1e nouveau un
carr6, et que ce triangle est strictement plus petit que celui dont nous 6tions
partis (a,b,c). En fait, sa base u est un diviseur propre de I'un des plus petits
c6t6s du triangle original : 2pq.Mais Fermat, i, cette occasion(11), choisit de

raisonner sur les 6quations obtenues i partir des triangles en les param6trisant
ir la manibre pythagoricienne : partant de (o', b',c') - (2t',r2,r), nous ticrivons
(o' ,b' , ct) : (2p'q' ,p'2 - Q'2 ,p'2 + q'2).

Illuil itaque triangulum rectangulurn conf,cietur a d,uobus quad,ratis quorunx sumrna
€! differentia erunt quadrati.
Ce triangle rectangle sera donc formd par deur nombres carrds, dont la somme et

la d,iff{,rence seront d,es carr6,s.

Comme pr6c6demment, parce que I'aire du nouveau triangle est encore un carr6,
p' el q' seront des carr6s, et nous obtenons de nouveaux nombres rt et y' tels que

x'2 *yt2 soient chacun un carr6.

At isti, d,uo quad,rati, minores probabuntur primis q'uad,ratis suppositi,s, quorum tam
sun'ln1, a qu &nx d,iff erenti a f a ciunt qu a iLratum.
Mais on prouaera que la sonnnle d,e ces ileux carris est pht-s petite qn'e celle d'es

deux premiers dont on a (,galement supposd qtte la son'Lrne et la diff4,rence soient
des carr6,s.

Enfait, nous savons d6jh que r'( u et U' 1y.
Ergo, si dentur d,no quadrati qu,orum sun'Ln'La €l differentia faciant qttadratum,

ilabitur in integris su,rnn'La duorunt, quad,ratorum ejusdem naturae, pri'ore rninor'
Donc, si on donne deu* carrds d,ont la somme et la iLiff|,rence soient d,es carrds,

on donne par ld, m€me, en nombres entiers, deu,r carris jordssant de la m6'me

propri6,t6, et dont la somrne est infi,rieure.

Afin de compl6ter la "clescente infinie" avec soin, Fermat associe clonc un entier

positif unique i, une solution (triangle) colnule nesure de ses c6t6s : il prend la

somme r+ll;fit +U'1r*y.

(11) Dans une lettre il Huygens orj il d6crit sa m6thode de d6n'ronstratiou eu tme seule phlase, il

"o,riign" 
qu'elle conduit d;u-n triangle ayant une aire calr6e i urt autt'e triangle plus petit. avec

la m6me propri6t6. Voir Weil, loc. cit., p. 76f.

: }tt, + u)2 * (u - ,)'l : ("')' + (2"t)".
2
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Eodem ra.tioc'inio dubittn' A rrtinor i-cta in'uenta per uiam. prioris, I -*entper in
irtf.ni,tum m'inores inuen'ient'u,r nttnteri in integris idem prae-stante.c. Quod impos-si-

bile est,, qnt,a, dato nlLmero qtto'uis'integro, non posstr,nt dari infiniti in integris illo
ntinores.
Par Ie m6rne raisonnement. on a'ura ensttite une autre.qornme plus petite rrte celle.

dd,d'uite de la prerniire, et en, contin'uant indif"niment on tro'u'uera toujours des

nombres entiers d,e plus en pltts petits satisfaisant aur m€mes conditions. Mais
cela est irnpossible, puisqu'un nontbre entier 6,tant donni, il ne Tteut y auoir une

i,nf,ni,t6. de nombres entiers qrd soient plus petits.

La contradiction finale prouve le th6orbme : s'il y avait une solution, nous
pourrions, en it6rant la proc6dure ci-dessus, obtenir une suite infinie d6croissante
d'entiers positifs : x * y > rt + y' > *" * A" r...ce qui est absurde.

Dernonstrationem 'integrarn et fusius erplicatam inserere margini, uetat ipsius
eilg'uitas.
La marge est trop 6.troite pour receuoir la iJ,d.monstration complite et auec tous ses

d6.aeloppements.

Pour plus de d6tails concernant la preuve pr6c6dente, et sa comparaison i une
preuve du m6me 6nonc6 due d. Frenicle de Bessy, voir l'article de Catherine
Goldstein dans les actes du congrds Inter-IREM d'histoire des math6matiques
(Lille 1990), i paraitre.
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Xeme COLLOQUE INTER-IREM
pprsrpuoT-ociE & HisTorRE DES MATHEMATIQUES

Cdldbre, remarquabie, ou simplement naturer, le nombre est fondateur
de l'activitd math6matique. M€moire des grandeurs, le nombre est aussi ob-
jet de mdmoire. De la mesure des terres ie la Haute vallde du Nil, i la 16-

Selte ei trds probable d6monstration de la conjecture de Fermat par Andrerv
Wiles, le nombre est un t6moin de la course humaine i l,abstraciion.

Math€matiques, avec des conJdrences plenidres, des ateliers et des expos6s en
paralldle, des rencontres avec des animateurs des IREMs, d.es chercieurs et
des historiens de tous horizons, ravivera la mdmoire des nombres chez des
enseignants soucieux de Ia transrnettre.

Cr6de en f975, la Commission inier-IREM, qui organisa en 1977 son
premier colioque, de bonne m6moire, i Tailleville, prOi de Caen, f€te un
anruversaire. Pour faire bonne mesure, ce colloqr-re, gui n,est donc pas .l,u'
des premiers, et qui ne saurair €tre n6gatif maii, a l;oppos6, d,une absolue
valetrr, rassembiera i |amiable et sins reer compreie, enseignants de
nombrer-Lses disciplines et de roLrs degrds, ayant un commun d6nominaieur.
Venez nombreux, nous comotons sur vous et votre imaginaire... Mais
prenez garde: nul ne sait s'ir revrendra entier de CherboJrg, et chacr-rr.r
reirartira en se demandant s,il dtait bren rationnel de remettre" ga, pres de
virrgt ans aords, sur les iieux iu crime, m€me parfaii I

Si vor.rs'o'lez participer'ou intervenir ) ce colloqr.re, acrressez-vor,rs i:
IREI\4 c'ie B.-N., I.U.T., Boulevard Mar6chal juin, 14000 CAEN.

]'e1.: 31-44-27 -9I, Fax.: 3I-94-32_Sg.
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(surrE)

Norbert ScneppacnpR

Dans une s6rie de trois conf6rences ) I'Institut Isaac Newton (Cambridge) en
juin 1993, Andrew Wiles de I'Universit6 de Princeton annongait une preuve du
"Grand th6orbme de Fermat". Au moment d'6crire cette introduction i la suite
du pr6c6dent article ('L'Ouuert'n" 73) en ce mois d'avril 1994, il n'y a pas

encore de manuscrit de Wiles disponible. En fait, Wiles a rencontr6 quelques
difrcult6s inattendues en r6digeant les d6tails techniques du noyau central de son
argumentation. I1 semble difficile de dire si oui, et quand, la preuve complEte
6ventuelle sera achev6e et accept6e par la communaut6 math6matique. Toutefois,
la partie de la preuve de Wiles qui fonctionne avec certitude, repr6sente d6jd. des

progrbs consid6rables dans I'histoire du problbme. Cela justifie, nous I'esp6rons. la
publication de la suite de cet article

2.- Kummer et la crdation de la th6orie des nombres alg6briques (1844-
1855)

Ernst Eduard Kummer (1810-1893) 6tait un scientifique, plus pr6cis6ment un
professeur de I'Universit6 de Berlin, plus ou moins tel que nous imaginons un
professeur aujourd'hui : il 6tait pay6 autant pour enseigner que pour faire de la
recherche en math6matiques. Il a pubii6 dans des journaux scientifiques r6put6s,
notamment le Journal de Crelle. La th6orie des nombres n'6tait pas son seul

domaine de recherche active, mais faisait officiellement partie de son travail
de professeur. Tout cela montre combien la situation de la science pure et

particulibrement celle de la th6orie des nombres avait 6volu6 depuis Fermat, lorsque
Kummer a commenc6 i produire son immense contribution au Grand th6orbme
de Fermat et i I'histoire des math6matiques (12). Au moment orj la situation
sociologique des math6matiques 6tait trbs proche de ce i quoi nous sommes

h.abitu6s aujourd'hui,, ses math6matiques ne sont d6ji plus aussi faciles i expliquer

que celles de Fermat, bien que les r6sultats principaux que nous allons 6tudier

maintelant ont environ 150 ans. La th6orie clue Kumrner a commenc6 i cr6er est

enseign6e dans les coul's universitaires de niveau licence. Et cluelques tlnes de ses

d6couvertes sont encore r6serv6es i des cours plus avanc6s.

Le point de cl6part est facile iL expliquer. Nous a\rons d6ji r6duit i'6tuc1e des

6q,ration, de Fermat aux exposants tz : p qui sont des nombres premiers impairs,

(12) \,bir C. Goldstein .,Le rn6tiel des nombres aux XVII" et XIX" sibcles", in : EI6meDts d'Histoire

ies'sciences (M. Selres, 6cl.), Paris (Bordas) 1989, 275-295'
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au moins 6gaux i, 5. R66crivons I'6galit6 en question sous la forme

p-l
aP:cP -v - flt"-e;a;

i=0

ou (p est une racine Oibme de l'unit6 avec (o : 1 et Co + 7. En consicl6rant eue (p
est complexe on peut prendre (p : 

"2ir/p 
pour fixer les id6es.

Le gain strat6gique de cette d6composition est que nous pouvons esp6rer jouer avec
les propri6t6s arithm6tiques des produits p-uples qui apparaissent maintenant des
deux c6t6s de 1'6quation. La difficu1t6 est que I'arithm6tique de ce nouvel anneau
que nous 6tudions maintenant, l'anneau

p-l

Zleol : {L, "neilar 
e Z}

i:0

des entiers alg6briques en les racines oibme de I'unit6, par opposition i, l'anneau
usuel Z des entiers relatifs, est moins facilement accessible parce que la factorisation
unique en nombres premiers n'est pas vraie en g6n6ra1 dans Z[(o]. Pour expliquer
aussi simpiement que possible ce qui arrive, observons un exemple d'anneau ori la
factorisation unique est mise en d6faut, qui n'est pas de la forme Z[(o] mais plutot
z[a], of a est un complexe racine carr6e de -5, e2 : -5. Dans ."t u,r,.n"u,r, ,rorrc
avons les trois fagons suivantes, essentiellement diff6rentes, pour factoriser 21 en
6l6ments de l'anneau qui ne peuvent 6tre factoris6s davantage :

27 : 3 x 7 : (1 + Za)(i _ 2o) : (4 +a)(a _ o).

L'id6e de Kummer pour traiter cet imbroglio de factorisations diff6rentes est
de supposer seulement quatre "nombres premiers id6aux" d6termin6s de faEon
unique, non n6cessairement 6l6ments de I'anneau lui-m6me, qui opbrent comme
le plus grand commun diviseur de diff6rents 6l6ments irr6ductibl".; po, exemple:

pt:(3,1 *a); pz--(8,1 -o); ps:(7,o*3); p+:(7,a-g).
Alors les trois diff6rentes d6compositions de 21 sont expliqu6es par l,unique
factorisation du m6me nombre en ,,premiers id6aux" :

27: prgzgegq,iS: grgz,:7 : gsgc+il +2a: gzg+i
7 - 2a : grq3;4 * a : gtgta;4 - a : gzgt.

I1 est bien srir ais6 de postuler I'existence d'une telle d6composition .,id6ale,,, maiscela ne cr6e pas une th6orie math6matique effecti.i,e. Cependant I{ummer pouvaitutiliser la structure sp6cifique cles unrr.urr* Z[(r] qu,il 6tucliait afin cle clonner uncritbre entibrement rigoureux et aussi 
"ffi"u"" 

-io.,, 
.1.,'rn 6l6ment cle Z[(o] soit
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divisible par un nombre premier id6aI gt, sp6cifique. (En termes actuels, le point
fondamental est qu'on peut "voir" 1e corps fini qui sera la r6duction d,e Z[(r]
modulo un quelconQue F, parce que les corps finis sont form6s i, partir de racines
de I'unit6. .. ) Nous ne donnons pas les formules ici, mais nous recommandons la
lecture des articles de Kummer 6crits durant la p6riode indiqu6e dans le titre de
ce paragraphe (13).

Afin d'6tablir les r6sultats en lien avec le Grand th6or6me de Fermat, nous allons
introduire le nombre de classes ho de I'anneau Zlcol. Cet invariant compte 1es
nombres id6aux que nous devons ajouter aux 6l6ments actuels d.e I'anneau, afin
d'obtenir un domaine id6a1 oi la factorisation unique est valable. Il est calibr6 de
telle fagon que si, comme c'est le cas pour p : B, il arrive qrte V.l(ol soit factoriel,
alors ho : 1 et nous tt'avons besoin que de la classe des 6l6menis de I'anneau
actuel pour obtenir une factorisation unique.

D'autre part, en ajoutant un nombre id6al premier 6r, nous ajoutons la classe
de tous les 616ments de l'anneau multipli6s par g.r i notre domaine d'op6ration.
Kummer savait dans tous les cas que ia factorisation unique id6ale peut 6tre r6alis6e
dans un domaine form6 d'un nombre fini de telles classes, pr6cis6ment ho classes.

Le tlr6orbme de Kummer. Si p ne diui,se pas le nombre d,e classes h.p, alors
I'assertion du Grand Th1orime de Fermat est uraie pour I'erposant n : p.

En fait, Kummer n'a pas seulement prouv6 ce r6sultat, mais il a donn6 en m6me
temps un crit6re effi.cace pour qu'un nombre premier p satisfasse A, l'hypothbse
p V hp c'est-i,-dire, comme il I'exprimait, un critbre pour v6rifier que p est un
nombre premier r6gulier.

Le critEre de Kummer. Le nornbre premier p est rdgulier si et seulement s,i
pour tout k :214,6,...p-3, le nombre premier p ne diaise pas le numd,rateur ilu
nombre de BernorLlli Bk.

Rappelons que les nombres de Bernoulli peuvent 6tre d6finis par la s6rie entibre

t-tk
er - r: t uu ak:0

de telle fagon que 86 : !,Bt: -!l2,Bz:1,8s - 0 et en g6n6ral Bzn+r:0
pour tout n ) 1; alors que Ba : 1/30; Bo :71a2; Bs : -1139; Brc : 5166; Bn :
-69112730.
D'aprds le critbre de l(ummer, la dernibre valeur signifie que p : 691 n'est pas un
nombre premier r6gulier. Incidemment, la liste des nombres premiers irr6guliers
commence avec 37, 59, 67, 101, 103, 131, 149, 157.

(13) Voir I{ummer's Collected Papers (Springer Verlag) avec la pr6face instructive d'A. \Meil.
Il existe 6galement un livre tr6s d6taill6 sur la th6orie de I(ummer : H.E. Edwards, "Fermat's
last Theorem". A Genetic Introduction to Algebraic Number Theory, GTM 50 (Springer Verlag)
\977.
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Nous n'entrerons pas dans des d6tails techniques ici. \{ais il sera 6vident que la
th6orie de I{ummer a repr6sent6 un grand pas en avant dans I'histoire du Grand
th6orbme de Fermat. D'un autre c6t6. on peut 6galement penser que ce n'6tait pas
le d6but d'une preuve complbte de la conjecture de Fermat. En fait, nous savons
aujourd'hui qu'il y a une infinit6 de nombres premiers irr6guliers, mais nous ne
pouvons pas encore prouver qu'il y a une infinit6 de nombres premiers r6guliers.
Iiummer lui-m6me, et beaucoup de math6maticiens aprbs lui ont bien entendu
affin6 ces r6sultats. En cons6quence, aujourd'hui, pour chaque nombre premier
i, I'int6rieur d'un intervalle confortable de calcul et m6me s'il est irr6gulier, il y
aura quelque critdre raffin6 permettant de conclure (essentiellement b la faEon de
Kummer) que le Grand th6orbrne de Fermat est valable pour ce nombre premier.
Mais en m6me temps, il semble assez d6sesp6r6 de d6velopper cette approche en
une v6ritable th6orie g6n6rale qui fournirait 6ventuellement une chance d'6tab1ir
la conjecture pour chaque nombre premier.

N6anmoins cet 6tat de la situation, non seulement ne diminue en rien l'exploit
de Kummer. mais il nous en fait voir plus clairement f impact le plus important
que la recherche de Kummer a eu dans I'histoire de I'arithm6tique. Cet impact est
double.

D'altord les g6n6rations qui ont suivi imm6diatement Kummer ont g6n6ralis6 son
travail aux anneaux d'entiers de toute extension alg6brique finie du corps Q d.es
rationnels. et pas seulement les corps..cyclotomiques Q[(u] (et leurs extensions
obtenues par adjonction des racines pleme des 6l6ments de e[(o], que I(ummer
avait aussi 6tudi6es). Cette th6orie g6n6rale est connue aujourd'hui comme la
thdorie des entiers alg6briques. Elle a 6t6 6tablie dans ses bases de manibre
ind6pendante par Richard Dedekind (1831-1916) qui n'a pas seulement traduit
les "nombres id6aux" de I{ummer en id6aux de l'anneau en question (comme
nous faisons encore aujourd'hui : au lieu de travailler avec Ia quantit6 6c de
Kummer, d'une manibre quelque peu incertaine, nous 6tudions le sous ensemble
de tous les 6l6ments de l'anneau divisibles par Sr) il a introduit 6galement
beaucoup de concepts et de m6thodes d'algbbre moderne (14) caract6ris6e par sa
perspective structurelle. Ainsi, pratiquement toute I'algdbre mod.erne, autant que
les d6r'eloppements profonds de la th6orie des nombres alg6briques de la premiEre
moiti6 du 20" si6cle tels la th6orie du corps de classes, se situent dans la continuit6
historique 6r'idente du travail de I{ummer.

N{ais il y a un autre aspect qui est presque comme la face cachtle de la m6me pidce.
In6vitablement, quand on g6n6ralise une th6orie profonde, comme le fit Dedekind si
fructueusement avec la th6orie arithm6tique cles corps cyclotomiques de Kummer,
alors il faut aussi sacrifier certains 

"or..ibr". sp6ciaux - ceux en rapport avec le
cas cyclotomique, et qui tout sirnplement n'existent pas polrr un corps de nombres
arbitraire.

(14) Cette utilisation particuliire du mot "moderne" date des ann6es 1920 ou 1930.
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En 1897 David Hilbert publia son Guvre capitale le Zahlbericht (15) qui
repr6sente pour 1'6poque un compte rendu d'ensemble de l'6tat de la th6orie des
nombres alg6briques, utilisant le point de vue de Dedekind (16) et incorporant
aussi la propre recherche de Hilbert sur I'arithm6tique des extensions de Galois
des corps de nombres, dans la partie III. Suivant cette partie III (qui traite de
la th6orie des corps quadratiques et dont une grande partie renvoie aux travaux
de Gauss et Dirichlet, avant Kummer) Ie Zahlbericht s'attaque sp6cifiquement
i la th6orie cyclotomique de I{urnmer (parties IV et V) et en fait la seconde
moiti6 de ce volumineux rapport. Eh bien, contrairement i, la premibre pa,rtie,
Hilbert est visiblement non satisfait avec le fait qu'il doive suivre de pr6s les pas
de Kummer. Les deux g6n6rations entre Kummer et Hilbert ont tout simplement
6chou6 i, produire des avanc6es conceptuelles dans la partie de la th6orie of la
virtuosit6 cyclotomique de Kummer avait atteint son sommet (17). Ne pouvant se
contenter de r6p6ter fondamentalement I{ummer, mais aussi, incapable de produire
une pr6sentation v6ritablement nouvelle de la th6orie, Hilbert signale du moins
(dans le chapitre 35) la possibilit6 de prouver les th6orbmes et les lemmes de
Kummer dans un ordre diff6rent : voir les remarques de Hilbert, en particulier les
$166, 170 et 171.

Aujourd'hui nous sommes dans une meilleure situation gr6,ce i, la th6orie com-
menc6e dans les ann6es 1950 par I{enkichi Iwasa'*,a qui fournit un nouveau cadre
et en fait un prolongement trbs profond de la th6orie c)'clotomique la plus avanc6e
de Kummer. C'est autant que nous puissions le dire aujourd'hui, I'autre ligne de
d6veloppement qui avait d6marr6 avec l'arithm6tique de l(ummer. Elle est toujours
au premier rang des recherches courantes en th6orie des nombres comme I'atteste
par exemple le fait que deux des plus importants titres i la renomm6e d'Andrew
Wiles avant l'annonce de sa preuve du Grand th6orbme de Fermat 6taient des
d6monstrations (reconnues) de ce que I'on appelle la conjecture principale de
la th6orie d'Iwasawa (1S).

3. La g6om6trie arithmdtique des courbes de Fermat (1901-1983)

Les d6veloppements dont je veux traiter maintenant appartienner-rt i notre sibcle.
Ils ont 6t6 rendus possibles grAce aux progrbs de la g6om6trie alg6brique r6alis6s
aux cours du 19" sibcle, en particulier pendant sa seconde moiti6. L'ann6e 1901
mentionn6e dans le titre de cette section renvoie i. un 6crit remarquable d'Henri

(15) Jahresbericht der D.M.V.4 175-546.
(i6) La plus grande partie de I du Zahlbericht est 6crite dans la veine de Dedekind. Pour une
exception bien connue (Satz7,le th6orbrne fondamental de d6cornposition des ideaux) r'oir H.E.
Edwards, "The Genesis of Ideal Theory", Archive Hist. Ex. Sc. 23 1980, 321-378, en particulier
p. 349. Cf. la bibliographie sur cette question dans les r6f6rences d'Edwards, Neurnann, Purkert,
Arclrive Hist. Ex. 5c.27 1983, 49-85. Plus r6ceurment, on trour.e la thdse (Ciottingen 1993) sur
Dedekind, ainsi qu'une pr6publication sur l'6mergence de la th6orie des nombres alg6briques, par
le jeune Ralpli Haubrich.
(17) Pour citer un exemple, le calcul formel de l{utnmer des "d6riv6es logalithmi<1ues" d'utrit6s
cyclotomiques.
(18) Travail conjoint avec Mazur en 1984 pour le cas ab6lien;et \\/iles par lui-tn6n-re en 1991

pour I'ensemble des extensions de Q,.
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Poincar6 (1854-1912) qui parut cette ann6e li : ^9'ur les propri6.t6.c arithmdtiques
des courbes algibriques (19).

Dans cet 6crit, le but de Poincar6 est d'appliquer les notions d6velopp6es par la
g6om6trie alg6brique du 19" sidcle - en particulier, I'id6e d'invariance birationnelle
- pour classer les problbmes diophantiens. Avant de d6crire plus nettement ce que
cela signifie, je vais essayer d'expliquer la motivation de Poincar6 (incidemment,
ceci est aussi en accord avec la remarque que je faisais au d6but, quant au fait que
"le Grand th6orbme de Fermat" est lui-m6me sans int6ret. .. )
Ce qui rend le domaine de I'Analyse diophantienne (20) si peu attrayant pour un
math6maticien (i.l'esprit th6orique) (21) c'est son caractbre morcel6. En regardant
par exemple dans I'Histoire de la Th6orie des nombres de Dickson - clont je
ne mets pas en doute la valeur comme source de r6f6rences historiques d6taill6es
pour des probldmes sp6cifiques ! - le lecteur est frapp6 par le manque apparent
d'organisation intrinsique pour les diff6rents problbmes diophantiens examin6s. La
forme ext6rieure des 6quations semble 6tre le principal critbre d6terminant l'ord.re
des chapitres. Mais tout le monde sait que les 6quations peuvent 6tre rend.ues tout
i fait diff6rentes par certaines substitutions, sans modification du probldme. Ansi
la compilation de Dickson illustre le manque traditionnel d'invariants th6oriques
dans l'Analyse diophantienne. C'est i, ces desiderata fondamentaux que Poincar6
souhaitait rem6dier.

Nous allons maintenant expliquer la disposition d'ensemble de l'article de Poincar6,
en donnant les 6quations du "Grand th6orbme de Fermat" comme un exemple.

Chercher des solutions entidres de l'6quation X' + y" : Z, 6quivaut i chercher
les points rationnels de la courbe rn * U, : 1. plus pr6cis6ment, les solutions
entibres (x,Y,z) de.la_premidre 6quation, avec z f 0, correspondent aux points
rationnels (*,,y) : (+,8) 

"ur 
la courbe d'6quation'rn *yn: 1. Maintenant, dans

le cas des 6quations dJ Fermat, les solutions restantes : (x, y, z) avec z : 0,
sont facilement identifiables (et n'apportent pas de contradiction A, la validit6 du
"Grand th6orbme de Fermat"). Cependant elles doivent 6tre prises en compte
g6om6triquement et la m6thode cornmune pour les traiter est de consid6rer les
trois variables X, Y, Z symetriquement, c'est-i-dire de ne pas en particulariser une
qui soit ou ne soit pas nulle. La courbe projective rn * Un : 1 a comme points
rationnels tous les triplets d'entiers (X,y,z) ters qre xYZ f 0;mais deux telstriplets (xt,Y, zr),(xz,yz, 22) definissent le m6me point clans le plan projectif
sur le corps des rationnels, si et seulement si il existe un nombre rationnel nonnul ,\ tel que Xz : 

^Xr,Y2 
- )l'r,22: )21. La conclition pour qu,un tel point

(19) Journat ou trrnl.ilJb".s6rie, t.7 fasc. III 1991, 161-233 (= oeuvres v,488-550).(20) c'est-i-dire la branche ies math6mutiq.,", q,ri s'occupe de la r6solution colcr6te d,6quationsla plupart du temps polynomes i plusieurs-variables .yrrrt d". .oefficients entiers, r6solution ennombres entiers ou rationnels.
(21) Ce qui est d6crit ici comme un d6faut en .Analyse diophantienne est ..d6fautrr uniquementsous I'hypothise qu'il faut avoir cles Jjectifs tria..;1"L.-D". p.oblames diophantie.s non
;f::fiil:3:es 

sont bien sfir totalement accJptables dor., ,rn o.,t". 
"or.tu*te. tel les rnath6matiques

t-J'
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projectif appartienne i la courbe X'+Y' : Zn est bien d6finie ind6pendamment
du triplet choisi pour repr6senter le point puisque l'6quation est homogbne :

()Xr)'+()y1)" -(\Zt)": )"(Xf +Yi - Zf). Notons que de cette mani6re,
pour Z f 0, nous devons retrouver les points rationnels de r' * yn : 1 trait6s
ci-dessus car les fractions peuvent 6tre simplifi6es : # : +.
Cela 6tant dit, i partir de maintenant toutes les courbes seront consid6r6es comme
des courbes projectives mais seront not6es sous la forme affi.ne : rn + A" : I. Cet
abus de notation est habituel dans ce domaine des math6matiques.

Il est un premier invariant qui se pr6sente de lui-m6me quand on 6tudie la famille
des courbes de Fermat : le degr6 n de la courbe Fn : rn * y" : 1. C'est plus ou
moins l'invariant de base que Poincar6 utiiise dans sa discussion - exception faite
que le degr6 peut bien sirr changer sous des transformations. Par exemple, si on
substitue r:'tf,,U: uu dans la courbe f'3, l'6quation devient u3 + u3u3 : 1, qui
a un degr6 totai 6gal i 6. La raison pour laquelle ceci "ne doit pas compter" est
que la substitution introduit une singularit6. Plus pr6cis6ment, nous obtenons une
singularit6 i, f infini. En effet : 6crivons ia courbe transform6e projectivement en
F(U.,V,,W):0, oi

F : u3w3 + usvs - rry6 .

Ainsi nous ajoutons la puissance minimale de W i, chaque mon6me pour rendre
toute l'6quation homogbne. I1 y a alors sur cette courbe deux points projectifs qui
sont de la forme (U,V,O); ils peuvent 6tre repr6sent6s par les triplets d'entiers
(1,0,0) et (0,1,0). Notons que ces points sont "i l'infini" dans le sens qu'ils ne
peuvent 6tre trouv6s dans les termes de 1'6quation affi.ne u3 + u3u3 : 1 de variables
u el u. En ces deux points, les d6riv6es partielles #,#,ffi s'annulent toutes
trois. Cela signifie, par d6finition, que ce sont des points singuiiers. L'6quation
d'origine : rn + Un : I n'a pas de points singuliers ni dans le plan affine (r, y), ni
i I'infini.

Aujourd'hui, il est acquis que le degr6 est un invariant de toutes les tlquations
non singulibres d6finissant la m6me courbe. Pour d6montrer ceci, on utilise un
invariant fondamental des courbes alg6briclues qui fut introduit par Bernhard
Riemann (1822-1866) : le genre. - Et c'est le genre que Poincar6 emploie pour

la premibre classification des probldrnes diophantiens li6s aux courbes alg6briques'

Cet invariant peut etre d6fini de piusieurs manibres substantiellement distinctes.

Topologiquement, par exemple, examinons sur I'ensemble des nombres complexes

les points de notre courbe alg6brique (qui forment une surface de Riemann car C
est de dimension 2 sur R), le genre compte le nombre cle "trous" :la sphEre est de

genre 0, le tore de genre 1. la surface d'un bretzel de genre 2, etc ...

Dans notre contexte nous avons cette formule : si la courbe alg6brique est donn6e

pa,r une 6quation non singulidre de degr6 n, alors son genre est 6gal i

(n-1)(n-2)g-
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Ainsi la classification des courbes de Fermat selon leur gerrre donne ceci :

Premier cas : genre g : 0, degr6, n :2.
Il s'agit alors de la courbe de Fermat F2 : 12 * A, : 1, qui est le cas exclu d.e
1'6nonc6 du "Grand th6orbme de Fermat". Nous pouvons donner maintenant la
raison g6om6trique qui fait que la conjecture ne peut etre retenue pour n :2. La
courbe est naturellement un cercle (si nous la consid6rons sur R) ou une sph6re (sur
C), et elle a au moins un point rationnel, disons (0,1). Puis nous pouvons utiliser
la m6thode de projection st6r6ographique (qui convient pour toutes les coniques,
c'est-i.-dire toutes les courbes donn6es par une 6quation quadratique non .ingrrlib.e
ayant au moins un point rationnel) en param6trant tous les points rationnels qui
lui appartiennent en tragant toutes les droites de pente rationnelle passant par le
point fixe (0,1). Une droite (6tant donn6e par une 6quation de degr6 1) rencontre la
courbe (qui est donn6e par une 6quation de degr6 2) en deux points (en comptant
avec les multiplicit6s et, en g6n6ral, en admettant tous les points projectifs comme
intersections) : I'un d'eux est le point fixe, I'autre variera et se positionnera sur
tous les autres points de la courbe, comme cela peut 6tre facilement prouv6 par
un examen des 6quations alg6briques concern6es.

Ainsi nous voyons qu'une conique non singulidre qui admet un point rationnel a
une infinit6 de points rationnels. Dans le cas particulier de F2 cela explique la
param6trisation des triplets pythagoriciens utilis6e dans I'appendice.

En fait, le point de vue de Poincar6 avait d6je 6t6 appliqu6 dans les probldmes
diophantiens 1i6s aux courbes de genre 0 par Hilbert et Hurwitz (22).

Deudime cas : genre g : L, degr€ n :8.
Les courbes alg6briques non singulibres de genre 1 qui admettent un point rationnel
sont appel6es courbes elliptiques. Cette terminologie est un peu malheureuse car
l'ellipse - qui est bien stfr une conique et ainsi de genre 0 - n'est pas une courbe
elliptique (23). La raison en est historique : I'int6grale mesurant la longueur d.'un
arc d'ellipse n6cessite I'int6gration d'une expression de la form" f urr". c et y li6s
par une 6quation cubique non singulibre, c'est-i,-dire une 6quatio'n de genre 1.

Le cas du "Grand th6orlme de Fermat" pour lequel on a F," de genre 1 est n : B qui
a 6t6 d6montr6 par Euler, comme nous I'avons mentionn6 (danJ'article pr6c6deni).
Contrairement au cas de genre 0 cette courbe de Fermat a donc par cons6quent
seulement un nombre fini de points rationnels - i savoir les points iriviaux, ayant
au moins une coordonn6e projective nulle.

Ceci n'est pas vrai de fagon g6n6rale pour toutes les courbes eliiptiques. Enfait certaines courbes elliptiques ont un grand nombre fini de points rationnels,
certaines en ont un nombre infini. Et la question de savoir qrr"l .., s,applique i
(22) D' Hilbert et A' Hurwitz' Uber die diophantischen Gleichungen vom Geschlecht Null, Acta
{?:i;:#::i"1,-rlitltJ i;l-.224 

= Hilbert, 'Gesammelt" ebnu,.Ji.,.,g.,,,, ri, ti8_zel-- H,,"*it",
(23) Dans le diction.aire frangais "Le Petit Larousse", on trouve la magnifique erreur:'ELLIPTIQUE' : adj. math. eui est en ellipse : Courbe elliptique.
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une courbe elliptique donn6e est intimement li6e i I'une des grandes conjectures
des math6matiques contemporaines : la conjecture de Birch et Srn'innerton-Dyer
(24).

Mais ce qui distingue vraiment ie cas elliptique de tous les autres n'est pas tant
cette gamme du nombre possible des solutions. C'est plut6t la structure suppl6men-
taire pr6sente sur les courbes eliiptiques qui permet une th6orie arithm6tique riche
qui n'existe pas pour 1es courbes de genre 0 ou sup6rieur i 1. Pour comprendre au
moins le d6but de cela, utiiisons le fait qu'une courbe elliptique peut 6tre donn6e
par une 6quation cubique. Alors une droite rencontrant la courbe -E en deux points
rationnels (comptant toujours avec les multiplicit6s) la rencontrera de nouveau en
un troisibme. L'op6ration binaire r6sultante (appel6e commun6ment processus
de tangente et s6cante)

E(A) x E(Q) -* E(Q)

n'est pas en g6n6rai une loi de groupe (25), mais peut 6tre transform6e en loi de
groupe ab6lien, essentiellement par le choix d'une origine (26).

Le premier grand r6sultat fondamental de I'arithm6tique des courbes elliptiques -
pour lequel il n'est pas tout i fait clair si Poincar6 en fit la conjecture dans son
article ou simplement ne r6ussit pas i, pr6voir la possibiiit6 que celui-ci soit faux -
est que pour une courbe elliptique E sur Q, le groupe ab6lien E(Q) a un
nombre de g6n6rateurs ffni. Ceci fut prouv6 par J.-L. Mordell (1888-1972) e

Cambridge en 1922. La preuve peut 6tre interpr6t6e joliment comme une version
g6n6ralis6e et th6orique de la descente de Fermat mais nous ne I'introduisons pas
ici.

Troisiirne cas : genre g ) 2, degr6. n ) 3.

Tout i la fin de son 6crit de \922, Mordell conjectura que toutes les courbes de

genre au moins 6gal i 2 n'avaient qu'un nombre fini de points rationnels. Cette
conjecture fut d6montr6e par Gerd Faltings (alors i Wuppertai) en 1983, r-rne

r6ussite qui lui valut la m6daille Fields. Ainsi on peut dire de fagon imag6e c1ue,

lorsque les courbes deviennent trop compliqu6es, il n'y a en g6n6ral pas de structure
natureile sur l'ensemble des points rationnels; mais cet ensemble est fini.

Quand j'essayai d'expiiquer le th6orlme de Faltings i, ma m.bre (qui n'est pas une

math6maticienne) en 1983, je choisis, comme je le fais ici, la famille des courires

F, de Fermat pour iiiustrer le r,5sultat, parlai et expliclua,i pendant prds d'une

(2a) cf. N. Schappacher, Neuere Forschungsergebnisse in der Arithmetik elliptischer l(urven.
Didaktik der Mathematik 17 (1989), 149-158.
(25) Dans le cas sp6cifique de la 3e courbe de Fermat, il y a d6jn une loi de groupe, simplement
parce qu'il y a si peu de points rationnels. La structure obtenue ainsi sur l'ensemble des solutions

i.i'iulesde-c3+y" =t (ycomprislepointir, I'infini)estcellede4-groupedel(lein,i.e. legroupe
non cyclique d'ordre 4.

iZOl .i N. S"hoppr"her, D6veloppement de la loi de groupe sur une cubique, S6nrinaire de Th6orie
jes'Nombres Paris 1988-89, Progress in Nlatherna.tics 91 (Birkhiuser) 1991' 159-18+'
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demi-heure, et puis j'entendis ma mdre remarquer plutot sdchement qu'aprds tout
Fermat restait non d6montr6.

Ma mbre avait bien str raison : le "Grand th6orbme cle Fermat" ne permet pas de
bien appr6cier I'importance du th6or6me de Faltings. lvl6me aujourd'hui il n'existe
pas de variante effi.cace de la conjecture de lvlordell qui puisse faire tomber la
conjecture de Fermat. Les propri6t6s de la famille des courbes F,, sont justement
trbs particulibres. D'un autre c6t6le th6orbme de Faitings couvre toutes les courbes
de genre au moins 6gal i 2, et qui plus est, pendant qu'il prouvait la conjecture
de Mordell, en r6alit6 Faltings 6tablissait deux autres conjectures techniques (de
Tate et de Safarevic) qui i elles seules suffisent i. expliquer la grande r6putation
de son travail parmi les experts.

4.- Le lien avec I'Arithm6tique des courbes elliptiques (19g4-1998)

Ce fut un an et demi apr6s le th6orbme de Faltings, en d6cembre 1984, que Gerhard
Frey (de Saarbriick, A, ce moment li,) envoya une note de deux pages et clemi i"
ses amis intimes dans laquelle il indiquait une strat6gie de d6monstration pour
le fait que la conjecture de Taniyama-shimura (r'oir plus loin) impliquerait le
"Grand th6orbme de Fermat". Puisque le document 6tait conficlentiel. la nouvelle
se r6pandit rapidement - et on d6couvrit aussi vite que la d6monstration cle Frel'
sur cette implication n'6tait pas complbte. Mais l'id6e avait 6t61anc6e et en 1986/82
Ken Ribet arriva i, r6soudre la question par une d6monstration (tris compiiqu6e
mais maintenant entiErement accept6e).

Voici l'id6e de Fley dans une coquille de noix : supposons que le "Grand th6orbme
de Fermat" soit faux. Alors il existerait un nombre premier p > S (en fait, p serait
m6me beaucoup plus grand . . .) 

"t 
trois entiers non nuls c,6, c tels que ap lbp - cp.

Appelons L : (a,b, c) cette hypoth6tique solution de l'6quation Je Fermat pour
I'exposant p. S'il existe un facteur commun divisant les trois composantes a,b,c
nous pouvons l'enlever car 1'6quation est homoglne. Ainsi nous supposons que
pgcd(a, b,c):1. ceci implique que parmi a et b I'un est pair, et I'autre impair.
Disons que b est pair; alors a et c sont impairs et par cons6quent : t1 (mod
4). Comme p est impair nous pouvons 6changer d "f . "r, les multipliant par -1.
Alors nous pouvons supposer sans perte de g6n6ralit6 que c a pour reste 3 fet non
1) lorsqu'on le divise par 4. A'i,ec ces normalisations, 6tant Jonn6e une solution
hypoth6tique,C de l'6quation de Fermat pour l'exposant p, nous 6crivons l'6q1ation
suivante d'une courbe elliptique sur e :

Er.: y2 : r(r - b')(, - cP).

Notons que nous avons bien li une courbe elliptique : l'6quation est de degr6 3, et
e-lle n'est pas singulibre car le polyn6me en u clu membre de clroite a trois racines
distinctes.

L_a courbe elliptique E4 monte vra,iment sur scbne comme rn d"eus ex rnachina.
Une telle 6criture amlne comme par magie la conjecture de Fermat i port6e de la
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th6orie arithm6tique des courbes elliptiques relativement bien d6velopp6e - plut6t
que de la laisser dans le dornaine des courbes de genre sup6rieur, comme dans
le paragraphe pr6c6dent. La courbe Es se rencontre dans la litt6rature avant
Frey (voir les articles r6f6renc6s dans la note 2 de bas de page). Mais Frey fut
apparemment le premier i envisager de d6montrer la non existence de la courbe
Ea de la maniEre qui suit.

ThdorEme de Ribet. La courbe Es n'est pas une courbe elliptique modulaire.

Conjecture de Taniyarna-Shimura. Toute courbe elliptique sur Q est modu-
laire.

Th6orbrne annonc6 par Wiles. Toute courbe elliptique semi-stable sur Q est
modulaire.

Maintenant afin d'arriver i comprendre ces 6nonc6s nous devons d6finir les notions
de courbe modulaire et de courbe elliptique semi-stable. La courbe E2 se revble
6tre toujours semi stable, de sorte que le r6sultat annonc6 par Wiles sffirait i,
d6duire le "Grand th6orbme de Fermat".

C o urb es elliptique s s erni- stable.c

Pour d6finir ce qu'est une courbe elliptique semi-stable nous devons 6tudier la
r6duction d'une courbe elliptique (qui est d6finie sur Q) modulo un nombre premier
g. A premidre vue ceci est simple. Prenons par exemple 1'6quation d6finissant notre
courbe Ec : A2 : r(r - bp)(r - "p).Elle 

a des coefficients entiers que I'on peut
consid6rer comme entiers moduio g, pour n'importe quel nombre premier g donn6.
La courbe alg6brique projective rtlsultante sur le corps fini .Fo : ZlqZ ayant g

6l6ments est habitueliement non singulibre, et en cons6quence une courbe elliptique
- sur Fo. Plus pr6cis6ment c'est le cas lorsque les trois racines 0, bp , cp du polyn6me
en r de droite sont (non seulement distinctes dans Z, comme elles le sont, mais
aussi) deux ), deux non congrues modulo g.

Les mauvais premiers q, c'est-i-dire ceux pour lesquels l'6quation r6duite a une
singularit6, sont ceux qui divisent I'une des diff6rences des trois racines 0,W,cp
- en d'autres termes ce sont les premiers q qui divisent le produit abc. Pour ces

nombres q, la condition de r6duction semi-stable i g signifie qu'il y a deux tangentes
distinctes au point singulier de la courbe r6duite. Pour notre 6quation particulibre
ceci 6quivaut i dire que les racines du polyn6me en z de droite ne se r6duisent pas
toutes trois en un m6me 6l6ment de Fo - une condition qui est satisfaite car nous
avons fait en sorte que pgcd(a, b, c) : 1.

Jusqu'ici Ea va, mais nous voulons vraiment une notion g6om6trique qui ne d6pende
pas de l'6quation sp6cifique utilis6e pour d6crire notre courbe. Et en 6tudiant les
r6ductions modulo les premiers Q : 2 et q: 3, les 6quations de la forme A2 -- P(.r),
or\ P(r) est un polyn6me de degr6 3 en r, ne sont justement pas assez g6n6rales.
Par exemple, une telle 6quation aura, toujours une singularit6 avec une tangente
unique (de mr"rltiplicit6 deux) quand elle est r6duite modulo e :2.
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Un type d'6quation qui convient pour tous les premiers g, appel6 modble g6n6ral
de weierstrass, est une 6quation non singulidre de la forme suivante :

a2 * alry * asA: 13 * azr2 * aax { a6.

Deux telles 6quations d6finissent la m6me courbe si et seulement si I'une peut 6tre
obtenue i, partir de I'autre par un changement de coordonn6es r: A2x'* B;y:
Aty' + Cx' + D, avec A,B,C,D e Q, et une division ult6rieure par L6.

D6ffnition. Une courbe elliptique .E d6finie sur le corps Q des nombres rationnels
est appel6e semi-stable, si pour tout nombre premier g, il existe une 6quation
d6finissant -8, qui, lorsqu'elle est r6duite modulo q, soit est non singulibre soit
admet une singularit6 avec deux tangentes de directions distinctes.

Exemples (27).
1. La courbe elliptique A2 : r(x+9)(c - 16) est aussi donn6e par U2 +ry+y: c3 *
x2 - 10r - 10, et par cons6quent semi-stable. Mais la courbe-y2 : x(x - gj(" + 16)
n'est pas semi-stable pour le nombre premier e :2.
2. Les courbes Ea de Frey admettent l'6quation suivante (28) qui montre qu'elles
sont semi-stables

u2*uu:,r,r -ry", +\{".
C ourbes elliptiques modulaires

Soit ?l le^demi-plan sup6riear H: {z : x * iy e Cly > 0}. Muni de la m6trique
d"'.=.ry, c'est un des moddles courants de la g6om6trie hyperbolique non
euclidienne. La m6trique est invariante en ce qui concerne l"'action" suivante des

matrices r6elles , 
", (i 3) "r"", un d6terminant positif :

/ o b\(. i),"-----
Nous allons utiliser le quotient de ?l sous
matrices entibres de d6terminant 1, ori N est

ro(ff) : , (: 3) ' sL2(z)lc= 0(mod-nr)).

Ce quotient lo(.Af) \ ?l est une surface de Riemann qui peut 6tre compactifi6e en
ajoutant un nombre fini de pointes i savoir un point i* r distance indnie dans la
(27) Le premier exemple est pris chez K. Rubin et A. Silverberg, wiles prof of Fermat,sLast Theorem; manusciit de pr6sentation non publi6, r.."."ibl" 

"t""i.o.rlq,r"*i;; p;; le r6seaumath6matique.
(28) Via E = 4r!.,y = 8u * 4u.

az+b
cz+d

I'action du sous-groupe suivant de
un entier donn6 :
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direction imaginaire positive, et ses translat6s sous I'action de f o (lf ) \ S L2(Z). La
surface de Riemann compacte r6sultante est appel6e la courbe modulaire Xo(N).

D4,finition Une courbe elliptique -E qui est d6finie sur le corps Q des nombres
rationnels est appel6e une courbe elliptique modulaire s'il existe tV 2 1 et une
application holomorphe surjective

e : Xs(N) ----* E(C).

Cette d6finition (29) ne rend pas 6vident le contenu arithm6tique de la notion.
En fait, il existe un certaion nombre de conditions de nature diff6rente, dont
chacune caract6rise des courbes eiliptiques modulaires. Mais il est clair au moins i,
partir de la d6finition donn6e, que nous entamons une autre source g6om6trique de
classification des courbes et vari6t6s alg6briques, diff6rente de celle discut6e dans
la section 3 (programme de Poincar6).

Plutot que de continuer i, introduire des concepts et des m6thodes pr6requises pour
I'attaque par Wiles du "Grand th6orbme de Fermat", permettez-moi de revenir I
mon point de d6part : ia question de I'int6r6t du "Grand th6orbme de Fermat".
Du th6orEme annonc6 par Wiles on peut aussi d6duire que l'6quation plus g6n6rale
que celle de Fermat:

ArP*aP:zP
n'a pas de solutions entibres non nulles, pourvu que la constante A soit de la forme
In avecn) L et ll'un quelconque des nombres 315r7,11, 13, 17r79r23r29,,53
ou 59. (On pourrait pousser davantage la liste des A admissibles.....)

Ceci peut donner une id6e du degr6 de g6n6ralit6 de la m6thode en question.

(29) Voir B. Mazur, Number Theory as Gadfly, Amer. \{ath. Monthly 98 (1991), 593-610
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