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It is well known that, on R", every smooth function annihilated by a finite
codimensional ideal in the algebra of constant coefficient differential operators, is a
linear combination of polynomial exponential functions, P(x)e*™, 1 e Hom(R", C).
Furthermore, the polynomial functions are obtained by applying to the exponential
functions ¢*¥ some constant coefficient differential operator in the parameter . We
generalize this fact to the reductive symmetric spaces’ case, the role of the exponential
functions being taken by the Eisenstein integrals. © 2002 Elsevier Science (USA)
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1. INTRODUCTION

Let G be a reductive Lie group in the Harish-Chandra class, ¢ an
involution of G, H an open subgroup of the group of its fixed points, and
D(G/H) the algebra of left G-invariant differential operators on G/H. Let 0
be a Cartan involution of G commuting with ¢. We fix a finite dimensional
unitary representation, (t, V), of the group K of fixed points for 6.

Let .«/(G/H,t) denote the space of D(G/H)-finite, t-spherical functions
on G/H. We fix a maximal abelian subspace, ay, of the subspace of
antiinvariant elements of g under the differential of ¢ and 0. If P is a o0-
stable parabolic subgroup of G containing Ay := exp ag, let P = MpApNp be
its Langlands o-decomposition, where Ap = Ay, pp be the half-sum of the
roots of ap in np counted with their multiplicities, and X p the set of roots of
ap in np. We fix a minimal g0-stable parabolic subgroup of G containing A4y,
denoted by Py. Let us suppose, for the introduction only, that there exists a
unique open (H, Pg)-double coset of G, i.e., G = CI(HPy). Let I_’Q) denote the
o0-stable parabolic subgroup 0(Py) of G.

For each g0-stable parabolic subgroup P of G containing Ay, each smooth
D(Mp/Mp n H)-finite 7 x~p,-spherical function y on Mp/Mp N H, which
is square integrable, and each element 4 of (ap)¢, such that Re 1 — pp is
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strictly 2 p-dominant, we have the Eisenstein integral E(P,, 4), given by an
integral, which defines an element of .</(G/H,t). This family of functions
has a meromorphic continuation in /4 € (ap)g.

For each g0-stable parabolic subgroup P containing 4y and each element
J of (ap)f, we define (P,2)-regularizing polynomials (cf. Section 3,
Definition 2) in the following way. These are nonzero polynomials p on
(ap)g, products of affine forms, which satisfy, for all such i, the following
relation:

POWE(P, ), v) is holomorphic in v on a neighbourhood of J.

Let us denote by «/g;s(G/H, t) the vector subspace of .«/(G/H, 1) generated
by derivatives of such functions along the parameter v, at A, for arbitrary
(cf. Section 3, Definition 3). The elements of this space are called derivatives
of Eisenstein integrals.

Let us remark that square integrable elements of .«/(G/H, 1) are elements
of o7gis(G/H, 7). These are Eisenstein integrals for P = G.

THEOREM. Let (1, V) be a finite dimensional unitary representation of K.
One has the following vector space equality:

A(G/H,7) = Apis(G/H, 7).

The proof rests on an idea used by Franke to obtain the same kind of
result for automorphic forms (cf. [16, Section 6] see also the article [24]). A
crucial role is played by the projection of real parts of asymptotic exponents
of elements of «/(G/H, ) along }_’@, on the Weyl chamber determined by I_’@
in ag (one needs to take the opposite of Py to solve some technical problems
which will not be mentioned in this section). The role of this projection has
been pointed out independently by Carmona [7] and Hecht and Schmid
[18, Section 4]), in the Langlands’ classification for irreducible representa-
tions of reductive real groups (see also [12], for the symmetric spaces’ case).

We will use here the theory of asymptotic expansions along parabolic
subgroups, introduced by Wallach [25] (see also the articles of van den Ban
and Schlichtkrull [1, 3, 4]).

Let @ be a nonzero element of .o/(G/H,t). Let us suppose that @ is
annihilated by a nontrivial power of a maximal ideal I of D(G/H). We have
the asymptotic expansion of @ along f’q) as follows:

B 1(E=pp, )X)
Pgexp(X)H) ~ > pPyld.g. X)W,
‘ geS-N.2p,

where g€ Gand X € a;g , the positive Weyl chamber associated to 2 , such
that S is a finite subset of (ag)¢ only depending on Py and I, and, for each
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geGand £eS—N.2; pg(P0|<D ¢g) is a polynomial function on qy. Here
N.X; denotes the set 01Q elements of the form >, cx, Mad with each n, € N.

We say that e S —N.25 Py is an asymptotic exponent of @ along P@ if and
only if pC(P®|<I>) is not 1dentlcally equal to zero. For such a &, the function
pg(Pq)|<15) is called the asymptotic coefficient of @ along P(b related to &. The
fact that @ is nonzero implies that the set of asymptotic exponents of @
along }_’0 is not empty.

We start by ordering leading asymptotic exponents ¢ of @ along P@
according to the length of the projection (Re &)3 7y of Re ¢ on the closure of
the convex cone %5 = {vea | (¢, oc)>0 oceZP}

We denote by 7(@) the subset of % of elements (Re 5)},, where & is
a leading asymptotic exponent of ¢ along Pq), of maximal length in the set
of projections on %5 p, of real parts of asymptotic exponents of @ along
Py. Since @ is nonzero, this set is not empty. Moreover, it is contained
in a finite set which depends only on the ideal 7. The set .7 (0) is setted to
be empty. The main idea is to construct a derivative of Eisenstein integrals F
annihilated by a nontrivial power of I such that either (& — F) is
empty (so @ — F is equal to zero), or the length of the elements of 7 (® — F)
is strictly less than the length of those of .7 (®) or the lengths of the elements
of 7(®) and I (& — F) are equal but (& — F) £ 7 (P), the main result
being obtained by induction on the length and the number of elements
of 7 ().

We first treat the case when 7 (@) is reduced to zero (cf. Section 5). Then
@ is tempered and defines a linear form on the Schwartz space of t-spherical
functions, ¥(G/H,t), which is annihilated by a nontrivial power of /. One
shows, using the fact that 7 is of finite codimension and the characterization
by Carmona and Delorme of the Fourier transform of ¢(G/H,z) (cf. [10,
Theorem 6]), that this linear form is defined by a derivative of Eisenstein
integrals along imaginary parameters (cf. Theorem 5.1 and its Corollary).

Let us now consider the case when 7 (@) is not reduced to zero, which
implies that 0 ¢ 7 (®). Let n € 7 (). We denote by P the o0-stable parabolic
subgroup of G containing Py, which stabilizes n viewed as an element of g*,
i.e., its Lie algebra is spanned by the sum of the Lie algebra of Py and the
weight subspaces associated to the roots which are orthogonal to #. Let ¢ be
an asymptotic exponent of @ along P@ such that (Re f)ﬁw =17, and let us
denote by A the restriction to ap of —¢.

Thus defined, — /¢ is a leading asymptotic exponent of @ along P = 0(P),
its real part is equal to n and is strictly 2z-dominant (in this way, A¢ is
strictly X p-dominant, which explains in part why one takes —¢,, instead of
Cjop for Ag). Moreover, we show that its related asymptotic coeflicient is
tempered on Mp/Mp n H. Then, according to the first step (when
T (®) = {0}), it is a derivative of Eisenstein integrals on Mp/Mp N H
along imaginary parameters.
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Let / be an element of (ap)i: such that Re 1 — pp is strictly X p-dominant.
A Langlands’ classical lemma (see [22, Lemma 3.12], or [5, Chap. 4, Lemma
4.4)) relates the asymptotic behaviour of matrix coefficients to the action of
certain intertwining operators on induced representations. We generalize
this result in the sense that we look at asymptotic behaviours of some
“generalized” matrix coefficients of generalized principal series in certain
directions to infinity (see Lemma 15). Since Eisenstein integrals are t-
spherical versions of such matrix coefficients, we obtain, from the general-
ization described above, an Eisenstein integral on G/H, given by an integral,
such that its asymptotic coefficient along P related to —/, is equal on
Mp/Mp n H to an Eisenstein integral on Mp/Mp N H, also given by an
integral (see Proposition 6.0.1).

We then generalize some holomorphic properties of asymptotic coeffi-
cients associated to a certain class of holomorphic families of eigenfunctions
under the action of D(G/H) given by van den Ban in [1, Sections 11, 12] (see
also [3]), to some holomorphic families of D(G/H)-finite functions (cf.
Section 7). These holomorphic properties allow us to extend by holo-
morphic continuation the asymptotic properties obtained in Section 6 and
recalled above to a set where the Eisenstein integrals are not necessarily
defined by integrals and which also contains A: (here, we use the fact that A:
is strictly Xp-dominant). Moreover, one gives a link between derivatives
along the parameter of some asymptotic coefficients related to these families
and asymptotic coefficients of derivatives (cf. Lemma 27). This link allows us
to deduce, from the asymptotic properties obtained for Eisenstein integrals,
some asymptotic properties for their derivatives along the parameter.

Then, according to the mentioned properties satisfied by A: and by its
related asymptotic coefficient in the asymptotic expansion of @ along P, we
obtain, by using the construction given by Proposition 8.0.1, the existence of
an element F;, of «/gis(G/H, ) annihilated by a nontrivial power of I such
that its asymptotic coefficient along P related to —/A¢ 1s equal to the one of @
(cf. proof of Proposition 9.1.1). Moreover, we show in (ii) (resp. (iii)) of
Proposition 8.0.1 that all the real parts of the asymptotic exponents of Fj,
along I_’@ (resp. P) are, for an order depending on Py (resp. P), less than or
equal to 5 (resp. with equality only for the asymptotic exponent —A:). We
then achieve that ¢ is the only asymptotic exponent of @ along P, such that
(Re &) Py is equal to 1, {j,, = —/4¢ and also —/; is an asymptotic exponent of
Fj, along P. Summing the F;, on such ¢ with (Re &), = #, we thus construct
an element F, of .«/gi(G/H, 1) annihilated by a nontrivial power of 1. It
results from some properties of the projection on the closed convex cone ¥ Py
and the mentioned properties of the functions F;, that each asymptotic
exponent ¢ of F, along 1% such that ||(Re &) || = [Inl| is not an asymptotic
exponent of @ — F, along I_’q) (cf. Eq. (172)). Tflis implies that, if 7 (@) is not
reduced to #, then 7 (® — F)) is contained in T(D)\ {n}.
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One can easily check that the required properties for the desired F hold
for F = F,. This gives the induction step and hence achieves the proof of the
main Theorem.

2. NOTATIONS

Si E est un espace vectoriel, on note Idg Iapplication identique de E, E*
son dual. S’l est réel, E¢ désigne son complexifi¢ et S(E) lalgébre
symétrique de Egc. Alors S(E) (resp. S(E*)) consiste en les fonctions
polynémiales sur E¢ (resp. E¢). Le symbole " indiquera le dual topologique
d’un espace vectoriel topologique, et le symbole ! indiquera ’application
transposée d’une application linéaire continue. Soit F un sous-espace
vectoriel de E. On considére dans la suite la restriction Ay & F de 41 € E* ou
/. € EE comme un élément de F¢.

Si S est un groupe de Lie réel, S° désigne sa composante neutre, eg son
¢lément neutre, Z(S) son centre, s son algébre de Lie, 3(s) le centre de s, U(s)
l’algébre enveloppante de s¢, Z(s) le centre de U(s), S son dual unitaire.

Soient G un groupe de Lie réductif dans la classe de Harish-Chandra (cf.
e.g., [18, (2.1)]), ¢ une involution de G, 0 une involution de Cartan de G
commutant avec g, H un sous-groupe ouvert du groupe des points fixes de o,
K le sous-groupe des points fixes de 6. Soit s (resp. q) le sous-espace propre
de la différentielle de 0 (resp. o), notée encore de méme, pour la valeur
propre —1. Si P est un sous-groupe parabolique o0-stable de G, on note Lp
son sous-groupe de Levi stable par ¢ et 0, i.e., Lp =P n 0(P), dite
composante de Levi, Np son radical unipotent et P = MpApNp sa o-
décomposition de Langlands. En particulier, on note G = MgAg la o-
décomposition de Langlands de G. Ici Ag est le sous-groupe de la
composante déployée de G formé des éléments a de celle-ci tels que a(a) =
a~'. On I'appelle composante g-déployée de G. Clairement, si P est un sous-
groupe parabolique o0-stable de G, (Lp, 0|1,,0,1,, H N Lp) vérifie les mémes
hypothéses que (G, 0,0, H), et de méme en remplagant Lp par Mp. Toutes
les notations introduites pour (G, 0,0, H) sont étendues aux quadruplets
vérifiant les mémes hypothéses.

On dispose d’une application Hgs de G/H dans ag qui, a gH, associe
logaeag ou g =maavecme Mg, a€ Ag. 1l est a noter que H est contenu
dans Mg. De plus, on a:

(Mg/H) x ag est difféomorphe a G/H par l'application

(x,X) — (exp X)x. O

On se fixe dans toute la suite un sous-espace abélien maximal ag de s N q. On
note 4(g, ag) I'ensemble des racines de ay dans g et Ly le centralisateur dans
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G de ay. C’est la composante de Levi d’un sous-groupe parabolique ¢0-
stable minimal. Il admet pour o-décomposition de Langlands Ly = MyA,
ou Ay =expag. Ona G = KLyH.

Soit P un sous-groupe parabolique g0-stable de G contenant L. Alors Lg
est contenu dans Lp et Ap est contenu dans 4y. On note Xp I’ensemble des
racines de ap dans np et ajy = {X € ap|a(X) >0, x € Zp}.

On appelle g-sous-groupe de Levi de G, toute composante de Levi d’un
sous-groupe parabolique o0-stable contenant Ly. On note £ I’ensemble des
g-sous-groupes de Levi de G. Si L est un g-sous-groupe de Levi de G, on
note L = MA sa o-décomposition de Langlands et 2(L) I’ensemble des
sous-groupes paraboliques o6-stables de G dont la composante de Levi est
égale a L. Si L = Ly, on notera 2 au lieu de 2(Ly).

On note Wy le quotient du normalisateur Nk(ay) de ay dans K par son
centralisateur. Soit qu{ (resp. WQM ) l'ensemble des ¢léments de W
admettant un représentant dans I'intersection de H (resp. M) avec Nk(ag).
On fixe dans Ng(ag) un ensemble ), de représentants des (WQH, W(Zf” -
doubles classes, contenant eg. C’est, pour tout sous-groupe parabolique ¢0-
stable Q de G de sous-groupe de Levi L, un ensemble de représentants des
(H, Q)-doubles classes ouvertes de G.

On se fixe dans toute la suite de ’article un ensemble de racines positives,
240, du systéme de racines de ay dans la sous-algébre de Lie de g, g7, formée
des points fixes de g0. On note Z (st pour standard) le sous-ensemble de 2
formé des P € 2 tels que I'ensemble des racines de ay dans I'algebre de Lie de
P contienne X,. On note, pour L € ¥, P4(L) 'ensemble des éléments de
P(L) contenant un élément de Py et Fy I'ensemble des sous-groupes
paraboliques o0-stables de G contenant un ¢lément de Zy dont la
composante de Levi est un g-sous-groupe de Levi. Tous les ensembles ci-
dessus sont finis, mais contrairement au cas des groupes, Zy n’est pas
nécessairement réduit a un élément.

On dit que deux sous-groupes paraboliques gf-stables de G, P et Q, sont
0-associés si ap et apg sont conjugués par un élément de K. On choisit un
ensemble F de représentants des classes de g-association de sous-groupes
paraboliques g0-stables, contenu dans % . Un tel choix est possible (cf. [10,
Lemme 8§]).

On se fixe une forme bilinéaire B sur g, Ad G-invariante telle que la forme
quadratique sur g,

X — ||X]? = —B(X, 0X), ()

soit définie positive. On suppose en outre que B est invariante par ¢ et 0,
coincide avec la forme de Killing sur [g,g] et que le centre 3 de g est

orthogonal a [g, g]. Si P € (L), on notera pp 1’¢lément de a(’z‘)‘, demi-somme
des racines de a dans np, comptées avec leurs multiplicités. La forme B
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détermine un produit scalaire sur a, ce qui détermine une mesure de Haar
sur a. On munira ia* de la mesure duale. Précisons cette notion. Soit E un
espace vectoriel réel de dimension finie et dX une mesure de Haar sur E.
Pour f élément de ’espace de Schwartz ¥ (E), on définit sa transformée de
Fourier relativement a dX, fe S(iE*) par f(2) = [, f(X)e~»Y> dX, J € iE*.
On identifie i(iE*)* a E en posant ({X,.>> = —<{4, X ), pour X € E, . € iE*.
La mesure duale de dX est la mesure de Haar sur iE*, dJ, telle que, notant
encore " la transformee de Fourier relativement a d4, de F(iE*) dans S (E),
on ait (f ) =f pour fe F(E). La transformée de Fourier s’étend
naturellement aux distributions.

On note D(G/H) I'algebre des opérateurs différentiels sur G/H invariants
par les translations a gauche par les éléments de G. On identifiera D(G/H) a
Ialgebre U(g)"/U(g)h n U(g)", agissant par représentation réguliére droite
sur C*(G/H) (cf. [1, Lemme 2.1]). Pour P € 2(L), on définit comme dans
[1, (20)] un homomorphisme ‘up de D(G/H) dans D(L/L n H) par:

D —'up(D) e 7ipU(g) + U(g)h (D € D(G/H)). (©)

On observera ’abus de notation qui consiste a ne pas distinguer un élément
de D(G/H) (resp. D(L/L n H)) avec un représentant dans U(g)? (resp.
UME ). On remarque que D(L/L n H) est canoniquement isomorphe a
DWM/M n H)® S(a) (cf. [1, Eq. (19)]) ce qui permet de regarder D(L/L
H) comme I'algebre des fonctions polynomiales sur af a valeurs dans
D(M /M n H). On définit alors un morphisme d’algebres de D(G/H) dans
D(L/L n H), up, caractérisé par:

1p(DY(2) = "up(D)(% + pp) (4 € af). (4)

On note s/ = s n q + i(f N q) et on fixe un sous-espace abélien maximal de
59, a?, contenant ay. On note W (a?) le groupe formé des restrictions a a des
automorphismes intérieurs de gp préservant al et WM(a?) = {we W(a?)
Wi = Idq}. On dlspose de I’ 1somorphlsme de Harish-Chandra, y.., de
D(G/H) sur S(a? )W(“ ). On note Vs ,/ r 1somorphlsme de Harish-Chandra
pour L/L n H de D(L/L n H) sur I'algebre S(ad)W '@ On a (cf. [1, Eq.
D):

Vel e fp = Y, (5)
Si f est une fonction de classe C™ sur G/H et A un élément de (ad)ﬁ"c, on dit
que f est un vecteur propre (resp. propre généralisé d’ordre n) sous D(G/H)
pour la valeur propre A si et seulement si:

(D =y (DY) =0

6
(resp. (D — 7.(D)YAD))'f = 0) (D € D(G/H)). ©
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On se fixe désormais une représentation unitaire de dimension finie de K,
(z, Vo).

3. ENONCE DU THEOREME PRINCIPAL

3.1. Derivees d’'intégrales d’ Eisenstein

On note C*(G/H,t) l'espace vectoriel des fonctions @ de classe C™
sur G/H a valeurs dans V;, t-sphériques. On note «/(G/H, 1) le sous-espace
de C*(G/H,t) formé des éléments D(G/H)-finis. Pour un idéal I de
codimension finie dans D(G/H), on désigne par «/(G/H, t) ;, 'ensemble des
¢léements de .«/(G/H, 1) annulés par une puissance non nulle de 7.

Soit L € & avec L = MA sa g-décomposition de Langlands. On note 7,
(resp. tr) la restriction de T a K n M (resp. K n L) noté aussi K, (resp. Ky).
On définit comme dans [10, (2.9)]:

A (M, v)y, = @uenyy L o(M/M w ' Hw, 1), (7

ou .o/»(M/M ~w~'Hw, 1)) est I'espace des fonctions de classe C™, 1-
sphériques sur M/M nw 'Hw qui sont de carré intégrable et
D(M /M ~ w~'Hw)-finies. On rappelle que %y, a été défini a la Section
2. Ces espaces sont de dimension finie (cf. [14, Proposition 1]).

On rappelle maintenant la définition des intégrales d’Eisenstein (cf. [10,
Section 3]). Soient P e Z(L) et A un élément de af tel que Re A — pp soit
strictement X p-dominant, ou pp est la demi-somme des racines de a dans np.
A tout ¥ = () ey, € A2(M, 1)y, , On associe la fonction l}l:{ﬁw, deéfinie,
pour x € G/H, par:

0 si X¢ Uyey, PW'H,
P (x) =S aF ey (m)  si x = namw 'H, avec

neNp,ac A,me M, we W .
L’intégrale d’Eisenstein E(P,, A),-,, est définie, pour x € G/H, par:
E(P,2) 0, (x) = /K w(k~ ") " (kx) dk. ®)
Cette intégrale converge et définit un élément de «/(G/H, 7).
DfriNITION 1. On utilisera la définition d’une fonction holomorphe ou
analytique complexe (resp. C*) définie sur un ouvert U d’un espace

vectoriel complexe de dimension finie a valeurs dans un espace localement
convexe séparé E donnée dans [6, Section 3.2.1]. Rappelons que si E est
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quasi-complet, f est holomorphe (resp. C*) si et seulement si f est
faiblement holomorphe (resp. faiblement C*), c’est a dire, pour toute forme
linéaire continue u sur E, u-f, a valeurs dans C, est holomorphe (resp. C™)
(cf. [6, Section 3.3.1]).

On dira qu’une fonction f* définie sur un ouvert dense U’ d’un ouvert U
d’un espace vectoriel complexe de dimension finie, & valeurs dans E, est
méromorphe sur U, si et seulement si, pour tout xy e U, il existe un
voisinage V' de xp dans U et une fonction g,, holomorphe sur V' a valeurs
dans C, telle que g,/ se prolonge en une fonction holomorphe sur 7 a
valeurs dans E (cf. [9, Section 2.2]).

Si E est quasi-complet, on dira simplement que f est holomorphe (resp.
méromorphe) sur U si et seulement si f/ est holomorphe (resp. méromorphe)
sur U a valeurs dans E.

Avec ces définitions, E(P,, 4),-,, admet un prolongement méromorphe
en A€ af (cf. [10, Section 3]).

LEMME 1. Si W et W' sont deux ensembles de représentants dans
Nk(ay) des (Wq)H, Wé”)-doubles classes de Wy. Pour tout \y € o/>(M,1),,
il existe ' € o/»(M,7), tel quon ait ['égalité de fonctions méromorphes en
J€ag:

EPY',A)yr = E(P,, 7).

Preuve.  Soit Y = (,,),cy € Z2(M,7),,. Pour tout w' € #7, il existe un
unique we #  tel que w e qu wWVf” , donc w' = h,ywm,y, ou h, € H, et
My € KM pormalisent % On/ pose, pour tout 1’4/ eV, ¥, =R, 1. On
vérifie aisément que ' = (Y ,),scy est un élément de .o/>(M, 1), et que

E(P, lpl: /A“)"/t’”’ = E(P’ ‘//7 i)“ﬂ/"

Si aucune confusion n’est possible, on omettra, dans les notations
précédentes, I'indice # .

Soit I1(Xp) I’ensemble des fonctions polynomiales non nulles qui sont
produits de fonctions affines de la forme 4+ (L,a) —r (x € Xp, reC)
et pour R € R, on pose

a*(P,R) = {/ € ai|Re(4,a) > R, € Zp}.

LEMME 2. Soit R € R. Il existe un polynome by € I1(X p) tel que, pour tout
V€ ofH(M,1):

(i) A+ br(ADE(P, Y, A) soit holomorphe sur a*(P, R) d valeurs dans C®
(G/H,7),
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(ii) il existe r >0 tel que, pour tout D € U(g), il existe C>0 et ne N
vérifiant:

I(Lobr(VE(P, ¥, )k exp(X)H)I[< C(1 + [|2]])"e IR DXy,

pour € a*(P,R), ke K et X € ag et N
(iii) A+ bR(AE(P, Y, A) est élement de II}, (G, L, ) (cf. [14, fin de la
Section 7, pour la définition de cet espace).

Preuve. On se restreint, grace a la décomposition (2.2) de [10], au cas ou
W € .oZ/5(M,7)°, oul § est une représentation unitaire irréductible de M, avec
</~(M,1)° désignant 'espace défini dans [10, (2.10)]. Alors (i) et (ii) résultent
de (2.13) et (3.4) de loc.cit. joint a [13, Proposition 2]. Pour (iii), on se référe
a [10, Proposition 1]. 1

DEFINITION 2. Soit Ae€af. On dit qu'un polyndome p sur af est
(P, A)-régularisant (ou A-régularisant s’il n’y a pas d’ambiguité) si p est un
élément non nul de S(a), produit de formes affines sur af, tel qu’il existe un
voisinage V() de 4 dans af pour lequel p(vV)E(P, Y, v), Y € o/5(M, 1), soit
holomorphe en v € V' (4).

Les polyndémes (P, A)-régularisants minimaux (pour le degré) sont dits
(P, A)-normalisants (ou plus simplement, A-normalisants).

LEMME 3. Soient P € (L) et /€ af.

(1) 1l existe un polynome (P, ))-régularisant.

(it) Tout polynome (P, X)-normalisant s’écrit comme produit de formes
affines de la forme v (v,a) —r (v € Xp, reC), ie., élement de I1(Zp),
S’ annulant en /.

(iii) Si p est (P, A)-normalisant, les polynomes (P, A)-regularisants en sont
ses multiples, par des produits de formes affines sur of. En particulier, on a
unicité de p d une multiplication par une constante pres.

Preuve. On choisit ReR tel que a*(P,R) contienne J. Alors (i)
résulte du Lemme 2(i), ainsi que l’existence d’un polynoéme p € I1(Zp),
(P, A)-normalisant. Notons p =[]I" avec [, formes affines du type
vie (v,0;) — r; (o; € Xp, r; € C) non proportionnelles deux a deux, et n; €
N*. Supposons qu’il existe iy tel que /;(1)#0. 1l existe alors un voisinage
V() de A dans af tel que, sur celui-ci, v — (l,'o(v))*1 et vio p(MEP, Y, v)
(Y e ofr(M, j:)) soient holomorphes. Si on pose ph = H#io I, on a
alors v i— p®(v)E(P,},v) holomorphe sur V(1) pour tout ¥ € o/,(M,7),
ce qui implique que p® est A-régularisant. Comme le degré de p est
strictement inférieur a celui de p, ceci contredit la minimalité du degré de p
dans I’ensemble des polyndémes A-régularisants. On a donc, pour tout i,
L) =0.
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Pour montrer (iii), on utilise le fait simple suivant:

Si f est une fonction holomorphe sur un voisinage de 0
dans C", les conditions suivantes sont équivalentes :
(a) z7"f admet un prolongement holomorphe en 0 )

) £ S .,g‘,:lf s'annulent sur un voisinage de 0
- 1

dans 1'hyperplan d’équation z; = 0.

On a (a) entraine (b) car en notant g le prolongement holomorphe de z"f,
onaf = z{g. Si (b) est vrai, le développement de Taylor de f en 0, écrit selon
les puissances croissantes de z;, montre qu’il n’y a que des puissances de z;
strictement plus grandes que n, d’ou le résultat.

Soit p’ un polynéme A-régularisant et supposons qu’il existe 7 tel que /" ne
divise pas p’. On pose p; =/;"p. La minimalit¢ du degré de p dans
I’ensemble des polynomes J-régularisants implique que p; n’est pas -
régularisant. Par ailleurs, I'identité de fonctions holomorphes au voisinage
de A:

PO MEP, Y, v) = p'(pMEP, ,v) (Y € o/>(M, 1))
implique que:

L)' (Vp(V)E(P,, v) holomorphe, 10

pour tout y € .o7,(M, 1), sur un voisinage de A. (19)
Soit n le plus grand entier tel que (Z;(v))"p’(v) soit holomorphe au voisinage
de A. Alors n<n;. On voit, grace a la traduction de (10) a I’aide de (9), que
(L))" p(V)E(P,yr,v) est holomorphe au voisinage de A pour tout y €
o/>(M, 7). Tenant compte du fait que .o/»(M, 1) est de dimension finie, cela
implique que //""p est A-régularisant. Ce qui contredit la minimalité du
degré de p dans I'ensemble des polynomes A-régularisants. Donc p’ est
divisible par [ pour tout 7, donc est multiple de p. L’assertion sur I'unicité
des polyndmes A-normalisants est immédiate.

Soit E un espace vectoriel sur R de dimension finie. Si 4 € Ef, soit 6(4)
I'opérateur différentiel sur Ef a coefficients complexes constants donné par:

@) N)) = %(f v+ 1)) (f € CT(ED)).

L’application 4 — (1) s’étend en un isomorphisme de S(E*) sur I'algébre
des opérateurs différentiels sur Ef a coefficients complexes constants.
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Le résultat technique énoncé dans le lemme suivant joue un role
important dans la suite.

LEMME 4. Soit 9 € EE. Pour tous p, p' éléments non nuls de S(E),
produits de formes affines sur EY, et tout élément u de S(E*), il existe
u' € S(E*) tel que, pour toute fonction f € C™(EY),

oW )P ) S yyesy = 0P S M)y,

Preuve. Soit p e S(E), non nul, produit de formes affines sur E{.
Montrer 'assertion du lemme revient 4 montrer que I’espace vectoriel F), des
distributions sur E{ engendré par {po(u)o;|u e S(E*)}, ou o, désigne la
masse de Dirac en 4¢, est indépendant de p. Par translation par g, on se
rameéne au cas ou 49 = 0, ce que I’on fait dans la suite. Tout d’abord, on a:

Fngla (11)

car Fy est ’espace des distributions a support 0. On écrit p = gpg, avec ¢
produit de formes affines non nulles sur E ne s’annulant pas en 0, et po
produit de formes linéaires sur E{, donc d’éléments non nuls de E¢, py =
% X; (X; € Ec — {0}). On note #; = {ve EX|v(X;) = 0}. Soit 1 e EX\ |
H;. Alors

(02 po)(0) = do! TT M X3)#0,

12
@A) po)0) =0 si k+#dy. (12)

Par application de la formule de Leibnitz a (8(2)" % p, £)(0), / un élément de
C™(E}), on trouve grace a (12):

@')0) = (C @ po)(0) @2 po XO)  (neN). (13)

Par densité, on voit que les puissances o(1)" de d(1) (Ae Eg‘;\ U,
n € N) engendrent I'algebre des opérateurs différentiels sur E¢ a coefficients
complexes constants. Il résulte donc de (13) que F; < F,, puis, en multipliant

f par ¢, que:
F,CF, (14)

Montrons maintenant que:
F) CF,. (15)

Pour cela, on montre par récurrence sur n que, pour A € E¥,

go()"f = dA " af) + Y dA (qf)  (f e C(ED), (16)

i<n
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ou les ¢; sont des éléments de S(F), ce qui résulte immédiatement de I’égalité:

qo(2) f = o(A)(gf) — (D) [

Il est a noter que (16) est vraie pour tout ¢ € S(E). En transposant ’égalité
(16) pour I'appliquer aux distributions, et tenant compte du fait que ¢(0) #0,
une récurrence immédiate montre que F; < F,. Tenant compte de (11) et
(14), on a alors I'égalité de F et F, comme désiré. 1

LEMME 5.  On note a4, 'orthogonal dans o de a. Soient n € N*, A € (a%,)
et Q un ouvert de of. Soit F une fonction holomorphe sur Q a valeurs dans
C™(G/H,x) telle que, pour /. € Q:

(D = 0(D, A= DY'F()=0 (D eD(G/H)).
Alors, pour tout u € S(a*) et 1€ Q, Ou)(F(v)),,—; verifie:
(D — yea(D, A = DY o) F)),_; = 0,
pour tout D € D(G/H), ou d°u désigne le degré de u.

Preuve. Soit D e D(G/H) et p le polynome sur af, 4> pa(D, A — 7).
D’aprés (16), on a, pour tout u € S(a*), ’égalité d’opérateurs différentiels
sur ag:

Ppo(u) = dwp + Y o),

ou les u; sont des ¢léments de S(af) de degré strictement inférieur a celui de u
et ¢; des éléments de S(a). Comme D commute a tout opérateur différentiel
sur ag, tous deux regardés comme opérateurs différentiels sur af x G/H, on
en déduit que, pour tout opérateur différentiel U sur a:

D-pU=UD-p)-U, (I

ou U’ est un opérateur différentiel sur af d’ordre strictement inférieur a
I'ordre de U. Par récurrence sur n, on en déduit que, pour U d’ordre 1, il
existe U,, un opérateur différentiel sur af d’ordre 0, tel que:

(D —p)'U=UD —p)' + UyD —p)"". (18)

Montrons que, pour tout ne N et tout opérateur différentiel U sur af
d’ordre m, il existe un opérateur différentiel 7 sur af x G/H tel que:

(D —p)"™"U =T(D - p)". (19)
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Si ’ordre de U est nul, I’assertion est claire. Si U est d’ordre 1, (19) résulte
de (18).

Alors (19) résulte enfin d’une récurrence faite sur ’ordre de U. Le lemme
en résulte immédiatement. 1

DEFINITION 3. Soit P e 2(L). On note «/gis(G/H,t)p le sous-espace
vectoriel de C*(G/H,t) engendré par les éléments de la forme

W) pMEP, Y, V)=
avec /A € af, p un polynome (P, 2)-régularisant (cf. Définition 1), u € S(a*) et
Y € ofH(M,7).
Compte tenu du Lemme 3, on remarque que l’espace ainsi défini ne
dépend pas des choix des polyndmes régularisants.
On rappelle que ’on a choisi un ensemble F de représentants des classes de

g-association de sous-groupes paraboliques gf-stables, contenu dans # .
On définit

Ais(G/H, 1) = Z AEis(G/H,T)p.
PelF

Les ¢éléments de cet espace seront appelés dérivées d’intégrales d’Eisenstein.
Remarque 1. Tout Pe Fy est de la forme Q" ou QelF et we W'y
(cf. [14, Lemme 10(iii)]). Alors, il résulte de la comparaison des intégrales
d’Eisenstein pour P et Q (cf. [10, (3.21)]) que .7gis(G/H, 1) contient .o7E;s
(G/H,t)p pour tout Pe F.
3.2. Enoncé du Théoréme principal
ProrosiTION 3.2.1. Ona

AEs(G/H, 1) < A4(G/H,7).

Preuve. Cela résulte du fait qu’une intégrale d’Eisenstein est un élément
de «/(G/H,7), du Lemme 5 et de la Définition 3. I

On va maintenant énoncer le Théoréme principal, les autres parties étant
consacrées a sa démonstration.

TuEOREME 3.1. Soit (t, V) une représentation unitaire de dimension finie
de K. On a I'égalité d’espaces vectoriels:

A (G/H,1) = ris(G/H, 7).
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4. FILTRATION DANS L’ESPACE «/(G/H, 1)

Soient P un sous-groupe parabolique gf-stable de G avec P = MAN sa
o-décomposition de Langlands et ¢ un ¢lément de /(G/H, 7).

D’apreés le Théoreme 12.8 de [13], il existe un ensemble fini Sp d’éléments
de af et, pourge Get € Sp—N.Zp, ou N.XZp == {}° - ma|n, € N}, des
fonctions polyndmiales p:(P|®, g) sur a a valeurs dans V; telles que:

pour tout X € a strictement Xp-dominant, &(gexp(tX)H)

admette pour développement asymptotique au sens de [3, Section 3]

20)

(voir aussi [25, Section 5]),le long de P, quand ¢ tend vers + oo,
ZieSp—N.pré(P|¢7 g, Z‘A/)et(f_pP)(X)'

On convient que, pour ¢ Sp — N.Xp, on a p:(P|®,g) = 0, pour tout g € G.
On dit que ¢ € af est un exposant asymptotique de @ le long de P si et
seulement si g — p:(P|®P, g) n’est pas identiquement nul sur G.
On appelle exposant asymptotique directeur de @ le long de P, tout
exposant asymptotique de @ le long de P maximal pour I'ordre < p sur af
défini par:

Expé si et seulement si & — & e N.2p.

On note e(P,d) (resp. ¢;(P,®)) I'’ensemble des exposants asymptotiques
(resp. directeurs, I'indice / pour leading) de @ le long de P.
Soit Py € . On note % p, le cone ouvert de afj défini par:

Cp, = {2 €y (h0)>0, 0€Xp}.

A tout A e a;, on associe Ap, sa projection sur le cone convexe fermé %p,.

C’est 'unique €lément de %p, de distance minimale avec 4. Les propriétés
énonceées ci-dessous sont une conséquence de cette définition. On se référe a
la discussion de [7], ou plus de détails sont donnés. On a, pour tout A € afz’;,

A — Ap, e%(},o = {veaj(v,V)<0,V ebp}

€2y

et (l - ;LPO,;LPO) =0.

Pour un sous-groupe parabolique gf-stable P de G de o-décomposition de
Langlands P = MAN, on note <p la relation d’ordre sur af défini par

EL pE si et seulement si & — EeRo.2p,

ou R>(.2p = {Zanp Foot| 1, =0},
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La définition de (60})0 entraine que:
pour tout &, &' € aj, E<p, ¢ équivaut & & — &' e G (22)

On va maintenant rappeler un point essentiel de la preuve du Théoréme 3 de
[12] (voir aussi corrections dans I’Appendice de [10]) qui nous sera utile pour
la suite. Celui-ci dit que:

E<pd ou (¢ —¢&,¢8p)=0
implique [[p, [I<IEp, [l (€, & € af) (23)
avec egalite seulement si {p, = f’Pﬁ.

En effet, d’aprés (21), on a (¢’ — 5,1’0» 5}0) = 0 et ainsi:

IR =11E" = &p, I + 1€, 11 (24)
Grace aux propriétés de la projection é/Pm de &' sur @p,, comme &p € Gpy:

1€ = Epll<llE = Enyl

Compte tenu de (24), cela implique:

117 = 11" — Ep, P <IIER, I (25)

D’aprés (22), on a, compte tenu de nos hypothéses sur & et &, (& — ¢,
&p,)=>0. Joint & ce qui précéde et au fait que la différence [|&']|* — [|&’ — fpm||2
soit égale a [|Ep,|I* + 2(&' — &, &p,), on obtient:

IR P <IEI = 1€ = &P (26)
Il résulte alors de (25) que:
IEp, 1< 1€ I

Lorsque [|p, || = ||§/P0||, ce qui précéde (cf. (25) et (26)) montre que ||&|]* —
1€" = &p, I = lIEp, I, ce qui, compte tenu de (24), implique:

1€ — Epll = 1€~ &gl

D’aprés les propriétés de la projection sur un cone convexe fermé, cette
égalité implique que &, = ¢& p,- Ceci acheve de prouver (23).

On fixe un idéal I de codimension finie dans D(G/H). On note, pour
neN* et Pye?, e(Py,I") (resp. e/(Py,I")) lensemble des exposants
asymptotiques (resp. directeurs) le long de Py des €léments de .«/(G/H, t)
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annulés par /”. On pose, pour Py € 2,

ei(Po, (1) = | e(Py, I").

neN*

LEMME 6. Pour tout Pye P, l'ensemble des exposants asymptotiques
directeurs, e/(Py, (1)), le long de P des éléments de </(G/H, 1), est fini.

Preuve. Rappelons certaines propriétés des ¢léments de e(Py, ["), n € N*,
Drapres [8, Proposition 3, Eq. (18); 1, Lemme 2.2]:

pour tout idéal J de codimension finie dans D(Ly/Ly N H),
l'idéal J' de D(G/H),engendré par /'uf’w(‘]) (cf. (3), pour la (27)
définition de 'up ), est de codimension finie dansD(Ly/Ly N H).

et
pour tout @ € «/(G/H,t) annulé par J et tout & € ¢/(Pg, D),

D'pe(Pyl®, )1, /rynu = 0, pour D' € J'. (28)
Rappelons maintenant un fait élémentaire. Soit .o = C[X7,..., X,] et .4 un
idéal de codimension finie dans .«/. En considérant une suite de Jordan-
Hoélder du .oZ-module ./ /.#, on voit que celui-ci est annulé par un idéal de la
forme /7' ...JZ/’ ouny,...,n, € N* et les .#; sont des idéaux maximaux de
/. En d’autres termes, on vient de voir que:

tout idéal de codimension finie dans .o/ contient
un idéal de la forme #7'....77, ot ny,...,m, € N* (29)

et les .#; sont des idéaux maximaux de .o/.

Nous allons appliquer ce résultat aux algébres S(a?)"”’ (ad), D(Ly/Ly N H) et
D(G/H). Soit I un idéal de codimension finie dans D(G/H). D’aprés (27)
et (29), lidéal I' de D(Ly/Ly n H) contient un idéal de la forme
)" )", ou mi,..,my e NF, vy, vp € (a)g et I est Iidéal de
D(Lg/Ly mH) forme des éléments D tels que (yL@/ L‘mH(D))(v) =0 (on
rappelle que y M o/ Lok désigne I'isomorphisme de Harish-Chandra pour
I’espace symétrique réductif Ly/Ly N H).

Posons ¢; == v;j,, €t notons I” I'idéal de S(ag) formé des éléments
s’annulant en ;. Alors I’ contient I” =" A

Soit @ € .«/(G/H,t), annulé par I", et fee;([‘@,d)) On a (cf,
[8, Proposition 2(a)]):

Pe(PylD, g expX, Y) = p:(Pyl®, g, X + Y)Y,

(30)
pour tout g€ G, X, Y € ay.
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Ceci, joint a ce qui précede, et a (28) montre que X — pe(Py|P, mexp X)
(m € Ly) est le produit d'une fonction polyndmiale par e* "o, annulé par
(I")", car lideal de D (Ly/Ly n H) engendré par 'up (I") contient la
puissance n-iéme de celui engendré par '’ tp,(I). Alors, cela force ¢ — pp, a
appartenir a I'ensemble {{;,...,¢,}. |

D’aprés le Lemme 6, I'ensemble e;([_’g), (1)) est donc fini.

DEFINITION 4. On fixe une fonction 77 strictement croissante de

0}y U [J {lI(Re&)s Il € € e(Py, (D)}

Poe'y})sl

a valeurs dans N, valant 0 en 0.

On définit une filtration %, indexée sur N, de I'espace «/(G/H, ™)1 €N
notant, pour n € N, 7, le sous-espace de .«/(G/H, )1y des €léments @ pour
lesquels:

Ti(lRe&)pIN<n  (Pye Py, & € e(Py, D).
On définit (cf. [1, Eq. (139)]) la fonction @ sur G/H par:
Oc(gH) = (Z(gal9) N'* (g€ G), (31)

ou Z¢ est la fonction de Harish-Chandra sur G. On définit également, pour
ge G, neN,

Ny(gH) = (1 +|IX]))", (32)
sig=k(expX)havecke K, X eay, he H et
Ny(4) = (L+ 1", (33)
si 4 e (ap)g.
Soit ' emp(G/H, ) le sous-espace vectoriel de .«/(G/H,t) formé des

¢léments @ vérifiant:

pour tout D e U(g), il existe C >0 et m e N vérifiant :
ILp @)Y < CNu(x)O6(x) (x € G/H).

Les fonctions dans .«7iemp(G/H, ) sont appelées fonctions tempérées.

LEMME 7. La filtration 7| de </(G/H, ), est de longueur finie et F 1
est contenue dans lintersection o emp(G/H, D de ot emp(G/H,T) avec
JZ{(G/H, T)(I)'
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Preuve. Comme la fonction 77 ne prend qu'un nombre fini de valeurs,
Z 1 est bien de longueur finie.

Le reste de ’assertion résulte de la comparaison entre notre définition
de la tempérance et celle de [13, Définition 2, p. 439] (cf. [14, début de la
Section 5]). 1

5. LE CAS TEMPERE

Dans cette section, on se propose de montrer que .o emp(G/H, 1) est
contenu dans «/gi(G/H,t). On commence par établir certaines propriétés
des dérivées d’intégrales d’Eisenstein.

5.1. Dérivées d'intégrales d’ Eisenstein et tempérance

Soient G, le sous-groupe analytique de G d’algébre de Lie g, := [g,g], et 3
le centre de g.

On note ¢ = 3N s et °G Dintersection des noyaux des homomorphismes
continus de G dans Ry. On a (cf. [23, Part II Section 1.3, Théorémes 12, 13
et 14]) les décompositions suivantes:

G =G exp(c) et °G n exp(c) = {eg},
G = K exp(s) (décomposition de Cartan),

G =Kiexp(s1), ot K1 =Kn Gy, 5y =sng et (34)

%G = KG,.
On munit G d’une fonction notée ||.|| définie, comme dans [4, p. 643], par:

pour X € sy, |lexp X]|| est égale a la norme de l'opérateur
Ad(exp X)) dans g muni de la norme définie en (2),et
pour (k,X,Y)e K x 51 X ¢,
llkexp(X)exp(Y)I| = [lexp X|| exp|| Y.

(35)

En particulier (cf. [3, Lemme 2.1]), il existe ¢;, ¢; > 0 tels que:
Mgk exp X||<e?™l (ke K, X e5s).

Soit r € R. On introduit comme dans [1, Section 12], I’espace C.°(G/H) des
fonctions C* sur G/H a valeurs complexes telles que, pour tout D € U(g),

sr.o(f) = sup [lx]|”"|Lpf (x)| <oo. (36)
xeG/H

Muni de la collection de semi-normes s, p, cet espace est un Fréchet.
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Pour Le ¥ avec L = MA sa o-décomposition de Langlands, Q un
ouvert de af, neN et Ae (a‘j{l)fe, on définit alors «/,(G/H,A,Q),
comme [I’espace des fonctions holomorphes F de Q a valeurs dans
C®(G/H) (la définition de I'’holomorphie d’une fonction a valeurs dans
un Fréchet étant donnée dans la Définition 1) telles que, pour tout 4 € Q,
la fonction F(A) est propre généralisée d’ordre n+ 1 pour la valeur
propre A — A.

On note «Z+(G/H, A, Q), I'espace des fonctions F de @ x G/H a valeurs
complexes telles que:

pour tout A e Q, il existe r € R et un voisinage ouvert
V() de A dans Q tels que F restreinte a V(1) x G/H
soit un élément de .«7,(G/H, A, V(1)),.

Soit o/, (G/H,7, A, Q), (resp. Z«(G/H,1,4,Q),) 'espace des fonctions F de
Q x G/H a valeurs dans ¥ telles que:

pour tout 1€ Q, F(1) e C*°(G/H, 1), et, pour tout & e V¥,

toF e oA (G/H, A,Q), (resp. A«(G/H, A,Q),). (37)

Enfin on note .«/«(G/H,t,Q), I'espace des fonctions F de Q@ x G/H a
valeurs dans V; qui s’expriment comme sommes finies F' = ) Aot e Fa avee
Fred«(G/H,1,4,Q),. '

LEMME 8. Soient Q un ouvert de a¥., A un élément de (a?) et F un élément
de l'espace o/ «(G/H,z,A,Q), (neN). Alors, pour tout u € S(a*),

A a(u)(F(v))‘v:;V € AW(G/H,T,A,Q),, g0,
ou d°u est le degré de u.

Preuve. Soit 1 € Q. Le Lemme 5 permet de vérifier que la fonction sur
G/H, ou)(F(v)),—;, se transforme de la fagon voulue sous D(G/H).
L’holomorphie de 4 — d(u)(F(v)),_, résulte de [6, Section 3.2.4]. |

LEMME 9. Soient Pe P(L), ue S(a*), Leaf, p un polynome (P,7)-
regularisant et ¢ une fonction holomorphe au voisinage de 1, a valeurs dans
lespace des endomorphismes de o/ (M, 7).

Alors, pour tout € of (M, 1),

(1)
A PpMEP, g, V)= = Z )i (VPMWEP, Y, V)1
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ou les \y; € o/»(M,7) et les ¢; sont des fonctions sur af. a valeurs complexes,
holomorphes au voisinage de A,

(i) o) (p(V)E(P, p(V),v)),—; est un élément de A eis(G/H,7)p.

Preuve. Comme .o/,(M,1) est de dimension finie, on écrit ¢p(v)yy =
> ¢;(MY;, pour v dans un voisinage de 4, ou les y; forment une base de
ofr(M,7) et les ¢, sont des fonctions holomorphes au voisinage de 4, a
valeurs complexes. On obtient alors (i).

Montrons (ii). En développant I’action de d(u) sur le produit de ¢,(v) par
PWE(P,;,v), on voit grace a (i) que A(w)(p(V)E(P, p(V){,V)),—, est un
élément de o/gi(G/H,1)p (cf. Définition 3, pour la définition de cet
espace). 1

ProrosiTION 5.1.1.  Soient Re R, P € P(L) et ¢ une fonction holomorphe
au voisinage de A, a valeurs dans I'espace des endomorphismes de </,(M, 7).
Soit p un multiple de bg, ou bg € I1(Xp) est donné par le Lemme 2.

Alors, pour tout u € S(a*) et Y € o/>(M, 1),

A a(”)(P(V)E(P’ ¢(V)lp> v))\v:). € 'Q{*(G/H’ T, (l*(P, R))dou'

Preuve. On écrit p = p’ - bg et on applique le lemme 9(i), en y remplagant
¢ par p’- ¢. En développant I'action de d(u) sur le produit de ¢,(v) par
br(ME(P,;,v), on se ramene au cas ou p = bg et ¢ est constant et égal a
Id sy a1y

En utilisant la décomposition (2.9) dans [10] de .o7/>(M, 1), on peut, par
linéarité, se ramener, grace a (1.8) de loc.cit., au cas ou ¥ € oZ>,(M/M N
w ' Hw,t) (we # ) est propre pour la valeur propre Ae(aﬁ,,)é sous
D(M /M ~w= ' Hw).

Les équations (3.30) et (3.31) de [15] montrent comment les intégrales
d’Eisenstein se transforment sous D(G/H). Joint au Lemme 2(ii), on voit
alors que A +— p(A)E(P,y, 2) est un élément de «/.(G/H,1, A,Q),. Dans ce
cas, le Lemme 8 permet de conclure. |

PROPOSITION 5.1.2.  Soient Q un ouvert de af. et P e Z(L).

Alors pour tout € o/»(M,1), ue S(a*), L€ Q nia* et ¢ une fonction
holomorphe au voisinage de A, d valeurs dans I'espace des endomorphismes de
ofH(M,7), on a

o) (pWE(PL, W, v)),—; € Zemp(G/H, T),
pour tout polynome p, (P, )-régularisant (voir Définition 2).

Preuve. D’apres le Lemme 9(i), il suffit de montrer I’assertion pour ¢ =
Id./,(a1.7)- 11 est clair qu’on peut se ramener au cas ou Q est borné. On choisit
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alors R € R de sorte que Q soit contenu dans a*(P, R). Soit bg un élément de
II(Xp) comme dans le Lemme 2. Il résulte du Lemme 2(iii) et des propriétés
des fonctions Il (cf. [2, Lemme 2]) que I’on a:

0 )bRMVE(P, Y, V))y—; € S emp(G/H, ),

pour 1€ Q nia* ' € S(a*) et Y € o/H(M, 7).
En utilisant les Lemmes 3(iii) et 4, on déduit I’assertion pour p, (P, 1)-
régularisant. 1l

5.2. Intégrales d’Eisenstein et transformées de Fourier normalisées

Pour traiter le cas tempéré, nous devons rappeler les notions
d’intégrales d’Eisenstein et transformée de Fourier normalisées données
dans [10].

Soit L = MA la o-décomposition de Langlands d’un élément L de . Soit
P un élément de 2(L). On note Jp la fonction sur L/L n H définie par:

op(l) = ePrHD) (e L/L ~ H).

On rappelle (cf. [8]) que le terme constant de @ € . emp(G/H, 1) le long de
P e P(L) est I'élément @p de o7 1oy (L/L N H, 11 ) caractérisé par:

Jim (9p(exp(tX))P(exp(1X)]) — Pp(exp(1X)])) = 0,

pour tout / € L/L n H et X € a strictement Xp-dominant.

Si P et Q sont des éléments de 2(L), il existe (cf. [15, Eq. (3.3)], ou le
Théoréme 1 de [10] est reformulé), pour s € W (a), une fonction méromorphe
sur af a valeurs dans End(«/»(M,1)), 4+ Cgp(s,4), telle que, pour
weWy, leL, ye.o/h(M,7), ac A et A dans un ouvert dense de ia*,
on ait:

t(w VE(P, 2) gt Wlaw™) = >~ (Cop(s, D), (Da . (38)

seW(a)

Ici Q" désigne wQw™!.

L’endomorphisme Cpjp(s, 2) admet un inverse méromorphe en 4 € af. (cf.
[10, Propositions 2(ii) et 3]) ce qui permet de définir (cf. loc.cit., Section 5.1)
les intégrales d’Eisenstein normalisées par:

E%P, W, 2) = E(P, Cpip(1,2) ", ). (39)

L’application A +— E°(P,, /) ainsi définie est holomorphe au voisinage de
ia* (cf. [10, Théoréme 3)).
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On note ¥(G/H,t) le sous-espace vectoriel de C*(G/H,t) formé des
¢léments f vérifiant pour tout D € U(g), n e N,

sup  O(x) " Ny(II(Lpf )Xl < + 00,
xeG/H

avec Og (resp. N,) la fonction sur G/H donnée par (31) (resp. (32)).

On dispose des paquets d’ondes dans €(G/H, 7). Si ¥ est un ¢lément de
S(ia*) ® o/r(M,1), ou F(ia*) est espace de Schwartz des fonctions a
décroissance rapide sur ia*, 'intégrale

f(})'f’(x) :/

ia

E%P,¥(1), ) (x)d, (40)

est bien définie et .#% Y est un élément de 4(G/H, t) (cf. [10, Proposition 7]).
Pour @ € .o emp(G/H, 1) et f € €(G/H,7), la fonction x — (P(x),f(x)) est
un élément de L'(G/H) (cf., e.g., [14, (5.6)]). On note (®,f) I'intégrale de
cette fonction sur G/H.
Soit @ € o 1emp(G/H, 7). On définit, pour € &/2(M, 1), une distribution
TY() sur ia* par la relation:

(ThW),ay = HW () '(SUa @ Y), D) (ae C (ia%)). (A1)

LemME 10.  Soit Y € o/»(M,7). La distribution TL(), sur ia* est d
support fini.

Preuve. En utilisant la relation entre les intégrales d’Eisenstein pour
P et pour P, we# 'y (cf. [10, (3.21)]), on se ramene, grace a la
décomposition (7) de o/>(M,t), au cas ou Y e L r(M/M n H,ty).
On peut méme se ramener au cas ou y est D(M /M n H)-propre pour la
valeur propre A € (a4,)% (cf. [15, Lemme 5(i)]). On a alors (cf. preuve du
Lemme 9 de [14]):

DI%Ya®@Y) = 2% (ppa) ®Y) (D eD(G/H)), (42)

ou pp est le polyndéme sur af définie par pp(1) = y(D, A — 2), pour A € af.
Comme @ € A iemp(G/H, 1) est D(G/H)-finie, il existe un idéal I de
codimension finie dans D(G/H) tel que D® =0 pour tout Del. Si
D e D(G/H), on note D* l'adjoint formel de D. C’est un élément de
D(G/H). On note I* I'idéal de D(G/H) engendré par {D*| D e I}, qui est
de codimension finie dans D(G/H).

De la définition (41) de T2 (), on déduit que:

poTy(),ay = #W()  (Sp(ppa ® ), P) (a € CX(ia")).
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Donc, grace a (42), on a:
ppTyW),ay = H#W () (DIpa @ §), @) (a e CX(ia*)).

Donc:
ppTEW),ay =0 si Del*

Le support de la distribution est donc contenu dans {1 € ia*| pp(1) = 0,

DeI*},dqui est fini car y.(/*) est un idéal de codimension finie dans
S(ah)". 1

Soit @ € A \emp(G/H, 7). 1l résulte du Lemme 10 que pour tout y €
</>(M,7), le support de T5(y)) est fini donc compact. Ainsi,

TS () définit un élément du dual '(ia*) de ¥(ia*).

Par représentation de Riesz, on peut alors définir un élément 75 du dual
F'(ia*) @ (M, 1) de F(ia*) @ o»(M,T) par la relation:

(Tga®y) =LToW),a), (ae S(ia*),  Yedr(Mr). (43)

On identifie dans la suite o7»(M, 1) & o/>(M, 1) grice au produit scalaire.
De (41) et (43), il résulte que:

(T5, Py = #W () [(FUP), D) (P € S(ia*) @ o/2(M,1)).  (44)

Remarque 2. Le Lemme 10, la définition de T4 (cf. (43)) et le fait que
</5(M,7) soit de dimension finie (cf. [14, Proposition 1]) impliquent que 775
est une somme finie de produits tensoriels de dérivées de masses de Dirac sur
ia* avec des éléments de .o7»(M, 7).

Rappelons maintenant la définition de la transformation de Fourier
normalisée donnée dans [10].

Soient Pe 2(L) et f € €(G/H, 7). Si /. € ia*, il existe, par représentation
de Riesz, un unique ¢lément (9‘*(}3}’ )(A) de o/»(M,7), vérifiant, pour tout
l// € %Z(M’ T)a

(ﬁMawzf(ﬂmﬂmwmmw. 45)
G/H

De plus, Z%f est un élément de ¥ (ia*) ® .o/2(M, ) (cf. [10, Théoréme 4]).

Soient P et P’ des ¢léments de F 5 et MA (resp. M’ A’) la g-décomposition
de Langlands de Lp (resp. Lp/). Grace au Théoréme 3 de [10] et au Lemme 2
de [2], on a, pour tout € .o72(M, 1), u € S(a*) et 1 € ia™*:

A(u)(E°(P, ), V= € Zremp(G/H, 7). (46)
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P/ . r . .
Donc Ta(u)(E“(P,xﬁ,v))h‘:,-. est bien défini pour Y € .o/»(M, 1), u € S(a®) et ) € ia™*.

En particulier, on a, grace a (45) et (44):

(TR iy B = BEW@) ™ (F o 20PN, ),

(47)
pour tout ¥ € F(ia*) ® o/r(M', 1), A eia*, e .ofr,(M,1),

ou (.,.) est le produit scalaire sur .o7>(M, 7).

On dispose des fonctions C normalisées, définies en remplagant dans (38)
E par E° notées C° (cf. [10, (5.2), (5.3)]), qui sont holomorphes au voisinage
de ia* (cf. loc.cit., Théoréme 3(ii)).

Soit #%(t) I'espace formé des éléments ¥ de ¥ (ia*) ® .o/»(M, t) vérifiant
la loi de transformation suivante:

P(si) = Chp(s, VP(A) (L eia*, se W(a)).
LEMME 11. Soient s € o/»(M,1), /€ ia* et u € S(a*).

(i) Si P et P', comme ci-dessus, ne sont pas o-associés, i.e., a et a’ ne sont
pas conjuquées par un élement de K,

P/
Ty ey, =0

(i) La restriction, °TE, de TY a y(},(r) verifie:
0P
Ty, = 0W)0:) @ Y,

ou 0, est la masse de Dirac en J.

Preuve. Montrons tout d’abord le lemme pour u = 1, c’est a dire:

7

Thowpyn =0 (48)

T opyi P> = (POY) (P € S4(). (49)

Comme P et P’ ne sont pas o-associés, a et a’ ne sont pas conjugués par un
¢lément de K. On a donc (cf. [10, Théoréme 5(ii)]) 3701, of(},, = 0. Il résulte
donc de (47) que TEP(;(P,l// = 0, ce qui prouve (48). Montrons (49). D’apreés
[10, Théoréme 5(ii)], on a FGo SOY = (#W ()P, pour tout ¥ e F%(z).
Grace a (47), on a donc, pour tout ¥ € 5”(}),(1),

0P P
< TEO(P’w,)_)a lII> = <TE0(P’¢,’)_)7 ql>

= (¥ (D), ¥).
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D’ou (49). On va obtenir, a partir de (48) et (49), le lemme par dérivation
sous le signe intégrale. Soient g € ia* et Q un ouvert borné de ia* contenant
Ap. On déduit du Lemme 2 de [2] associ¢ au Théoréme 3 de [10] qu’il existe
C>0ectmeN tels que:

I0@)(E (P, Y, v)()),_ | S CNp(x)O(x) (2 Q, xe G/H)  (50)

avec Og (resp. N,) la fonction sur G/H donnée par (31) (resp. (32)).

Comme (50) est vrai pour tout u € S(a*) et que .#% ¥ € 4(G/H, 1) pour
tout ¥ € L(ia*) ® o/»(M, 1), on peut, grice au fait que N;'0% € L'(G/H)
pour k assez grand (cf. [1, Corollaire 17.6]), appliquer le théoréme de
dérivation sous le signe intégrale a

(S5 W), E°(P, i, v)(x)) dx,
G/H

ce qui permet de conclure. |

Dans le Théoréme suivant, on donne une description des fonctions
tempérées a Iaide de dérivées d’intégrales d’Eisenstein normalisées (cf. Eq.
(39), pour la définition des intégrales d’Eisenstein normalisées), ce qui n’est
pas le résultat désiré. Dans la section suivante, on montre qu’en fait, les
intégrales d’Eisenstein normalisées sont des dérivées d’intégrales d’Eisenstein.

THEOREME 5.1.  Soit @ un élement de o/ \emp(G/H, 7). Alors

¢:Z¢”,

PelF

ou chaque ®F sécrit sous la forme
dp
OF =" o) E" P,y
i—1

ou dp € N*, les 2; sont des éléments de iy, les u; des éléments de S(a%) et les ;
des ¢elements de </ ,(Mp, 7).

Preuve. 1l résulte de la Remarque 2 et du Lemme 11(ii) que, pour tout
P eF, il existe ', ayant I’écriture voulue, telle que:

0Ty ="T5». (51)

Comme les éléments de F sont deux a deux non og-associés, il résulte du
Lemme 11(i) que:

OTgP:O (P’P,G[F’P;ﬁpl). (52)
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On pose @) =@ — > pp PF. Comme @) € Aiemp(G/H,7) (cf. (46)), on
déduit de (51) et (52) que:

'Tp =0 (Peb). (53)

Ceci revient a dire, compte tenu de (44), de la définition de OTGI,’I (cf.
Lemme 11(ii)) et du Théoreme 5 de [10], qui dit que I'image de 97(,)3
est égale a V?D(v:), que @; est orthogonale a I'image de J(},%‘(} pour
tout P eF. D’aprés le Théoréme 5(iii) de [4], @; est donc orthogonale a
I'image de JOQ?()Q pour Qe P(Lp), PelF, qui est égale, d’apres
loc.cit, Théoreme 5(i), a I'image de f%. On montre comme dans la
preuve du Theoreme 1 de [15] qu’alors le terme constant (@), de @ le long
de 0%, Qe Z(Lp), we W ym,, P eF, est un élément du sous-espace . emp.c
(LQn'/LQw mHaT\Kr\LQu») de ,,O/[emp(LQw/LQw NH, T\KnLQw) des éléments l//
vérifiant, pour tout X eagy, mMor N H — Y(exp(X)mMor N H)
est orthogonale au sous-espace .o7»(Mgv/ Mo+ N H, TKAMye) de C(Mo-/
Mgw N H,tk~m,)- Cecl implique grace au Lemme 4(ii) de [15] que @, est
alors nulle.

5.3. Integrales d’entrelacement, matrices B

Dans cette section, nous montrons qu’une intégrale d’Eisenstein normal-
isée est une dérivée d’intégrales d’Eisenstein, pour déduire ensuite, du
Théoréme 5.1, une description de I’espace .o7emp(G/H, 7) & I'aide de dérivées
d’intégrales d’Eisenstein. Pour ce faire, nous avons besoin d’introduire la
notion d’intégrales d’entrelacement et de petites matrices B.

Soient L € ¥ avec L = MA sa o-décomposition de Langlands, P € (L),
(0, V5) un élément du dual unitaire de M et A un élément de aff. On note
(n§,,I5,) la série principale généralisée correspondante. Ici I, est I'espace
des fonctions de classe C*, ¢ : G — V;°, vérifiant

@(gman) = a~*"r8(m™")p(g),

avec g€ G, me M, ae A, n€ Np, et le groupe G agit par représentation
réguliére gauche.

La restriction des fonctions & K induit un isomorphisme de I,
sur 'espace C*(K, ) des fonctions de classe C*, ¢ : K — V5°, vérifiant
o(km) = 5(m")p(k), k € K, m e Kj;. On note ﬁgz la représentation de G
dans C*°(K, d) induite de n§ , par transport de structure. Pour ¢ € C*(K, 9),
on notera ¢, ou ¢ son image dans I7,.

Soit Q un autre élément de 2(L). On ’rappelle (cf. [20, Théoreme 6.6]) qu’il

existe une constante c; € R telle que, pour tout A € af vérifiant:

Re(,o)>¢;  (2€Zpn0(Zg)), (54)
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on ait, pour tout ¢ € I(fi et g € G, l'intégrale [ ~ON) ¢@(gv) dv (ou dv est une
mesure de Haar sur Ng n 0(Np)) converge absolument et I’application ¢
— fNQme(Np) ¢@(gv) dv définit un élément de I‘% notée A(Q, P,d,A)p. De
plus, A(Q, P,d, ) est un opérateur d’entrelacement non nul qui entrelace
(nf,. I0,) et (nf,,12)).

On note encore 4 — A(Q, P, d, A) le prolongement méromorphe (cf. [20])
des intégrales d’entrelacement qui envoient Ig? , dans [ ()QA

On note A(Q,P,d,A) l'opérateur correspondant dans la réalisation
compacte C*(K, 9).

Il existe (cf. [20, Proposition 7.3]) une fonction méromorphe sur af non
identiquement nulle, a valeurs complexes, 4 — n(P, 0,9, ), telle que:

AP, Q,8,)A(Q, P,d,7) = n(P, 0,0, VNldc~xsy  (heak). (55

Il résulte de (55) que A(P, Q,9, ) admet un inverse méromorphe en .

Soit w e # . On note (6, w) = (V(;OO)%Q”HHW, ou le second membre

désigne 'espace des vecteurs distributions # de (6, V), invariants par M N
w~! Hw et tels que, pour tout v € V5°, les fonctions m +— (&' (m)n, vy sont de
carré intégrable sur M /M ~ w~'Hw. Le produit scalaire L> permet de
définir un produit scalaire sur cet espace (cf. [10, Eq. (1.6)]). On pose

POy, = ® 15w (56)

wel u
On note (cf. loc.cit., Section 2) oZ>(M /M N w‘le)(5 la somme des images
des applications linéaires 7, de V5* a valeurs dans C*(M /M N w Hw),
définies dans [10, Eq. (1.1)], par:
T,(0)mM ~w™ Hw) = (' (m)n,v) (ve V),

lorsque 5 varie dans 77(3, w). On pose (cf. [10, Eq. 2.1):

(MM ~w ' Hw, )’ = (Ar(M/M N w Hw) @ Vo)Ku.  (57)
On a (cf. loc.cit., Eq. (2.2)):

AA(M/M w  Hw,ty) = @5 5/2(M /M Ao w™ Hw, 1)), (58)
On note (cf. [10, (2.10)]):

(M) = [ A2(M/M w Hw, o). (59)

WeNW y

On omettra I'indice # ), dans les notations précédentes, s’il n’y a pas de
confusion possible.
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Soit A€ af tel que ReZ — pp soit strictement Xp-dominant. Soit 1 =
(wew,, € ¥7(6). On dispose d’une fonction continue sur G a valeurs dans
Vs>, j(P,0,2,n), H-invariante a gauche valant n,, pour we %"y et se
transformant par a*~*#&'(m~") par translation a droite par man, pour m €
M, ae A et ne Np. Ces propriétés caractérisent cette fonction (cf. [9,
Section 2.4, Eq. (6)]) qui détermine un vecteur distribution H-invariant de
7l (cf. loc.cit., Proposition 2). On notera J(P,d,7,n) la forme linéaire
continue correspondante sur C®(K,d). L’application A j(P,5,A,n) se
prolonge en une fonction méromorphe sur af a valeurs dans le dual
topologique de C®(K,d) (cf. [9, Théoréme 3(i)]), qu’on note de méme.

Soit

C¥(K,d,7) = (C*(K,d) @ VK.

On définit (cf. [10, Eq. (2.6)]) une application de C*(K,d,1) ® (V5 ©)}oH
dans o/»(M /M ~ H,t)) donnée par:

Vygy(mM 0 H) = ' (mimn,f(e)) e Ve (me M). (60)

L’application /" ® 1+ ;g ainsi deéfinie est (cf. [10, (2.7)]) une isométrie
d’image .Z>,(M /M n H,15)° (cf. [10, (2.7))).

On note A — B(Q, P, 6, ) I'application méromorphe de af a valeurs dans
I’espace des endomorphismes de 77(0) telle que I'on ait I'identité de
fonctions méromorphes sur af:

A'(P,Q,0,2)j(P,8,2,n) = j(Q,0,2,B(Q, P,8,)n) ~ (ne7°(9). (61)

L’existence de B résulte de [9, Proposition 4], et de [13, Theoréme 2]. On
rappelle (cf., e.g., [10, Eq. (3.11)]) que l'on a lidentit¢ de fonctions
méromorphes en 4 € af:

B(P,0Q,6,2)oB(Q,P,0,) = n(P, 0,0, )Idy ). (62)

En particulier, B(P, O, d, 1) admet un inverse méromorphe en A.

Soit P € 2(L). On notera P le sous-groupe parabolique o6-stable O(P) de
G, et Np = O(Np). Soit o € Xp, on notera 1% = @er., 8", ol g™ est le sous-
espace radiciel de g correspondant au poids f« de a. Soit Q un autre élément
de 2(L). On dit (cf. [9, Section 5.2]) que P et Q sont g-adjacents s’ils sont
distincts et si 11p N B(1p) = n%, ol o est une racine simple de Xp. On note
G1(2) le centralisateur de Ker(x) dans G, g,(x) = Lie(G,(x)), et, dans ce cas,
G(a) = (Gi(x) n K)exp(g;(2) ns N (Ker(2))') est un sous-groupe réductif
dans la classe de Harish-Chandra (cf., e.g., [9, p. 207]). Soit P(x) le sous-
groupe parabolique de G(x) d’algebre de Lie m @ a(x) @ n}, avec a(a) =
an (Ker(x))™. Cest un sous-groupe parabolique cf-stable de G(x) de
o-décomposition de Langlands P(x) = MA(x)N%, ou A(a) == exp a(a).
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On appelle chaine g-minimale de P a Q une suite P, ..., P, d’éléments de
P(L) telle que Py=P, P, =Q et P; P;; soient g-adjacents, pour i =
0,...,n—1, et de longueur minimale parmi les chaines vérifiant ces
conditions. Il existe des chalnes g-minimales de P a Q (cf. [20, p. 538],
pour le cas ¢ = 0 et la démonstration en général est analogue).

LEMME 12. Soient R € R et 0 une représentation unitaire irréductible de
M. Il existe:

(1) un élément ag de I(Xp N 0(2p)) tel que, pour tout ¢ € C*(K,0) et
¢ e C®(K, 5, lapplication i v agr(A){A(Q,P,5, ), "> soit holomorphe
sur a*(P, R),

(i) un élément dy de II(Zp N O(Zp)) tel que A — dr(A)B(Q, P, 9, 1) soit
holomorphe sur a*(P, R) N a*(P, —R) et

(iil) un élément er de I(Zp N 0(Zp)) tel que A — er(A)n(0, P,o,5)"!
soit holomorphe sur a*(P, R) N a*(P, —R).

Preuve. Soit (P;),_,_ , une chaine o-minimale de sous-groupes para-
boliques gf-stables de P a Q. On a (cf. [10, Corollaire 7.7]) ’égalité de
fonctions méromorphes en /:

A(Q,P,8,7) = A(Py, Py 1,8,7) 0 -+ o A(Py, Py, d, 2). (63)
On note, pour i =1,...,n, o;, la racine simple de Xp, , telle que n;"’;l =
np,_, N O(np,). Soit i € {1,...,n}. On a, comme dans la Proposition 7.5 de

[20], qu’il existe C#0 tel que:
(A(P;, Pi_1, 6, )p)(k) = C(A(P(%:), P(%:), 8, Xa(up) 1) (1),
pour tout k € K, ¢ € C*(K,9), (64)
ou ¢, est la restriction a G(o;) de L1 et A(P(xy), P(2;), 3, Ala(s;)) €st relatif
a G(OC,').
Alors (cf., e.g., [10, Lemme 3(i)]), pour tout R € R, il existe ag;, produit de
formes affines du type 1 — (4, ;) — ¢ (c € C) vérifiant:
A= aR,i(;“)<A’a(Pi7 Pi*la 59 i)@, (,D/>,
holomorphe sur {4 € af|Re(4,0;) > R},
pour tout ¢ € C*(K,6), ¢’ € C¥(K,?').

Alors, pour tout Re R, ag =[], ag; vérifie (i).
D’apreés la Proposition 5 de [9] et le Théoréme 2 de [13], on a ’égalité de
fonctions méromorphes en A:

B(Q,P,3,7) = B(P,, Py_1,0,7)c -+ o B(P1, Py, 3, ). (65)
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Pour montrer (ii), on se raméne, grace a (65), au cas ou P et Q sont
g-adjacents. D’aprés la définition des matrices B (cf. [9, Proposition 4]),
la variété polaire de B(Q, P,J, 1) est contenue dans la réunion des variétés
polaires de A'(P,Q,06,2) et des j(P,0,A,n), ne ¥ (0). Or, d’aprés [20,
Théoreme 6.6], la variété polaire de A(P,Q,d,4) est contenue dans
un ensemble de la forme (J; ;< 4 + Zco 4 ", ou les 4; sont des éléments
de af, ceR, o est la racine simple de Xp telle que n} = np N O(np),
et ot est I'orthogonal de o dans a*. De méme, la variété polaire des j(P, 6,
4,n), n € 77(9), est contenue dans un ensemble de la forme |J, <</ ey # —
Py, ou les #; sont des hyperplans affines de af et y est un élément de ao*
strictement X p-dominant (cf. [9, Théoréme 3(ii)]). Il est clair que a*(P, R) N
a*(P,—R) ne rencontre qu'un nombre fini d’hyperplans de ces variétés
polaires. D’ou (ii).
Montrons (iii). On déduit de (55) et (63) que:

(P, 0,6,7) = [ [ n(Pi Pi-1, 8, 7).
i=1

Comme précédemment, on se rameéne au cas ou P et Q sont g-adjacents. Par
ailleurs, la définition de n(P, Q,9,1) (cf. Eq. (55)) montre que sa variété
polaire est contenue dans la réunion de la variété polaire de A(P, Q,9, 1) et
de celle de A(Q, P, d, A). Grace a [20, Théoréme 6.6] (voir ci-dessus), on voit
que a*(P,R) N a*(P,—R) ne rencontre la variété polaire de n(P,Q,d, 1)
qu’en un nombre fini d’hyperplans, D’ou le résultat. 1

LEMME 13. On conserve les notations du Lemme 12. 1l existe dans I1(2 p)
un polynome a, (resp. dy,) vérifiant:

L a(CAP, Q,6,2) 9, ¢'> (resp. 4 dp(A)B(P,0,6,2)™)
holomorphe sur a*(P, R) N a*(P,—R),
pour tout ¢ € C¥(K,9) et ¢' € C¥(K, 7).
Preuve. On pose a, = erag (resp. @, = erdy) avec ag (resp. ay) et er

donnés par le Lemme 12. D’aprés ce dernier, il résulte de (55) (resp. (62))
’assertion voulue. 1

LEMME 14. Soit P e P(L). Pour tout A€ ia, ue S(a*) et Y € o/r(M,1),
O(u)(EY(P,y, V), est un élément de o/ gis(G/H,7)p de la forme

> o) b (MPOWEP Y, )0

1
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ou p est un polynome (P, A)-régularisant choisi arbitrairement, u' € S(a*) et les
¢; sont des fonctions sur af., a valeurs complexes, holomorphes au voisinage
de A.

Preuve. Par linéarité et grace a (3.21) et (2.2) de [10] et a (60), on se

rameéne au cas ou Y = Y, avec f € C¥(K,d,7) et n e (V5 )EH Drapres

[10, Proposition 2(i)], on a Iidentité de fonctions méromorphes en v e ag:

-1
CP|P(13 V) !//f®;7 = l//f®B(I_’,P,6,v)r1'
Tenant compte de (62), on a alors I'identité de fonctions méromorphes en
*.
VEag:
-1
CP\P(L V) lPf ®n — lpf@n(i’,P,é,v)’lB(P,P,&,v)n'

D’apreés le Lemme 13, il existe un polynome ¢ sur af, élément de I1(Xp), tel
que la fonction ¢, a valeurs dans End(.«/>(M, 7)), definie par ¢V g, =
'//j'®qg»v)n(ﬁ,{’,r§,v)’lB(P,P,é,\;)n’ soit’holomorphe au voisinage de 4 de sorte que ’on
ait I'identité de fonctions méromorphes en v:

q(V)EO(Pa lpf@yla V) = E(Ps d)(v)l//f@n’ v)' (66)

Soient u € S(a*) et p un polynéme (P, A)-régularisant. D’aprés le Lemme 4, il
existe u' € S(a*) tel que:

OWUNE (P, Wy Vs = 0 NGMPOE (P, iy g V)i
On a donc:
OUNE (P, Yy gy iy—s = O YPOVEP, §OW p gy V)i
On obtient alors P’assertion grace au Lemme 9. 1
Il résulte du Lemme 14, un Corollaire immeédiat au Théoréme 5.1.

COROLLAIRE 5.2.  Soit @ un élément de o \omp(G/H, ). Alors

@:quf’,

PelF
ou chaque ®F sécrit sous la forme

dp,
" =" au) (i) EP i s,

i=1
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ou dp € N*, les A; sont des éléments de ia%, les p; des polynomes (P, 2;)-
régularisants arbitrairement choisis, les u; des éléments de S(a) et les ; des
éléments de </>»(Mp,t). En particulier, o/ mp(G/H, 1) est un sous-espace
vectoriel de </vis(G/H, 7).

6. PROPRIETES ASYMPTOTIQUES DES INTEGRALES
D’EISENSTEIN

Il s’agit de généraliser le Lemme 16 de [13], lui-méme généralisation
d’un lemme classique de Langlands (cf. [22, Lemme 3.12; 5, Chapitre 4,
Lemme 4.4]).

Pour tout élément P de ¢, on note ¥ p un ensemble, contenant eg,
de représentants dans Nk(ag) de I'ensemble des éléments w de W /Wé””
tel que wPw™! soit standard (cf. [14, Lemme 10(iii)] pour I’existence d’un tel
ensemble). D’aprés loc.cit., Lemme 10(iii)), # p est un ensemble de
représentants dans Nx(ag) des (W[, Wéup )-doubles classes de Wj.

Soit Le ¥ avec L = MA sa o-décomposition de Langlands. Soient
P e 24(L) et QO un sous-groupe parabolique g0-stable de M. On note Py
(resp. (P)Q) le sous-groupe parabolique c0-stable de G de g-décomposition
de Langlands Py = Mo(AgA)(NoNp) (resp. (P)g = Mo(AgA)(NoNp), avec
Np = 0(Np)).

On fixe un ensemble %)% de représentants des (WyioM, Wéw ?)-doubles
classes de W(DM dans N, KManao), contenant eg.

Soient w et w' des €léments de #~ % . Supposons que les doubles classes
de w et w modulo (W}, Wéw ) correspondantes sont égales. Alors, il
existe 1 € Nx~n(ay), m € Nk~u,(ay) avec w' = hwm. Mais comme My < M
et w, w e W%Q, on a he Hn M. Alors les (W(f“M, W(DMQ)-doubles
classes de w et w sont égales, i.e., w et w sont é%/allux. Ceci montre
que I'application de “//%Q dans I’ensemble des (W1, Wy 2)-doubles classes
de W, est injective. Donc, on peut choisir un ensemble %7y, de
repj&ésentants dans Ng(ag) des (W}, Wéw ¢)-doubles classes de W contenant
Wy -

Dg plus, il existe une surjection naturelle de I’ensemble des
wy', W(;VI ?)-doubles classes de W sur celui des (W, Wy')-doubles
classes de Wj.

On peut donc choisir un ensemble de représentants dans Nx(ay) pour les
(Wé{, Wé”)-doubles classes de Wy, # ", contenant eg et contenu dans % y,,.
Notons que I'intersection Wﬁ;’ N Wy est réduit a eg.

Si S est une partie de G et x un élément de G, on pose S¥ = xSx~ .

Soient E un sous-espace vectoriel de a (resp. ay) et v e W(a) (resp.
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ve Wp). Si L e E*, vl désigne I'élément de (EY)* (ou EY = Ad v(E)) défini
par:

W)Ad (X)) = A(X) (X € E).

ProrosITION 6.0.1.  Soit (0, V) une représentation unitaire irréductible de
My. Soit A e (apQ)C vérifiant (54) pour Pg (en prenant pour P (resp. Q) Pg
(resp. (P)Q)) de sorte que A((P)Q, Py, 0, 1) est donné par une intégrale, et tel
que Re 4 — Pp, Soit strictement 2p,- -dominant.

Soit ve W p. Pour f € C*(K,6,1) et € V() t la limite, quand t tend
vers +00, de

PN E(Po, gy, (g exp(tX)H)

(i) est nulle, si v#eg, pour tout ge G et X e a’ strictement Y-
dominant,
(i) est egale, pour v = eg, d

E(Q. ¥ (aB)y po.0@1d1,) 1), @0 Hao\gM O H),
pour tout g € M et X € a strictement X g-dominant.

Nous avons besoin, pour démontrer la Proposition, d’un lemme technique
qui généralise le Lemme 16 de [13]. On rappelle tout d’abord quelques
notations introduites dans la Section 5.3 (voir aussi aprés (59)). On note
(ﬁog,COO(K 0)) la réalisation compacte de la série principale généralisée
(”5 eI 5)9) On rapelle que I'application restriction a K est un isomorphisme
de I Q sur C*(K, 9d), que, pour ¢ € C*(K, d), qo/lg désigne I'image de ¢ dans
Iof, et que ](PQ,5 1), 1 e V(d), w , (voir Eq. (56) pour la définition de
cet espace), est la forme linéaire Qcontlnue correspondante au vecteur

distribution H-invariant j(Pg, 6, 4,n) de I > (voir aprés (59) pour plus de
détails).

LEMME 15.  On conserve ici les notations et hypothéses de la Proposition
6.0.1. Alors, pour ¢ € C*°(K, ) et n € “V((S)a,,ﬂg , la limite, quand t tend vers
400, de e

N (o (759) (g exp(tX))(Po, 8, 2, 1)) (67)

(i) est nulle, si v#eg, pour tout ge G et X € a’ strictement Y-
dominant,



FONCTIONS D(G/H)-FINIES SUR UN ESPACE SYMETRIQUE REDUCTIF 405

(i) est égale, pour v = eg, d:
(A(P)g. Po. 0. @) (5, Y (9V(Q: 0. Fing 1))

pour tout g € M et X € a strictement X g-dominant.

Preuve. Par linéarité, on peut supposer n € ¥°(6,w) pour un w e %" %Q,
ce que I'on fera dans la suite.

On pose Y :=Adv'X. Avec nos hypothéses, Jj(Pg,0,4,n) est une
fonction continue sur G a valeurs dans V™ (cf. [9, Proposition 2]). Donc,
pour ge G et a =exp(tY), t >0, (67) est égal a:

arr / {32 (guak), j(vk)) dk,
K/KnMy

en posant j; = j(Pg,d, A, n) et ou dk est la mesure invariante sur K/Kn My
déduite de dk.
Alors (cf., e.g., [26, Lemme 2.4.5]), cette quantité est égale a

a),—pp i <¢fg(gvaﬁ),]i(ljﬁ)> dn.
NPQ

Puis, en changeant 7 en aiia™', cette quantité est égale a

/_ (o2 (gui), jy(va 7)) dii.
Nr,

On reprend les majorations de la quantité sous le signe intégrale donné dans
la démonstration du Lemme 16 de [13]. Nous en redonnons ici les
arguments.

Si va~'nad HwPy, j;(va~'na) = 0. Sinon, on voit que:

[P (gui), jo(va~ " ia)y| < a(i) "o <@t (guk(@))., 8 (m(img D,

ou va~'iia = howmoagng (resp. i = k(n)ym(i)a(i)n(in)) avec hy € H, my € M Py>

ap € Apy,, no€ Np, (resp. k(n)e K, m(n)eexp(mp, Ns), an)e Ap,,
n(ﬁ) € NPQ)- P _

Comme ¢ et v sont fixés, I'ensemble {¢;?(gvk(i))| 7€ Np,} est un sous-
ensemble relativement compact de V5, d’apres la continuité de la fonction
(pfg et la compacité de K.

Procédant comme dans la démonstration du Lemme 16 de [13], on déduit
de ce qui précede qu’il existe C >0 tel que:

|<<Pf0(gvﬁ),ji(v exp(—tViexp(tY))>| < Ca(ﬁ)*ZpPQ’

pour tout n € NPQ, t>0. (68)
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Comme X ea’ est strictement 25 -dominant, Y ea est strictement
2 p-dominant. Il est clair que, quand ¢ tend vers +o0o, on a, pour tout
fip € Np, exp(—tY)iipexp(tY) qui tend vers eg. Comme exp(—¢Y) commute
avec N o (Y appartenant a a et N o ¢tant contenu dans M), on a:

im <7 (gu).ji (v exp(~1 V)i exp(1Y)))
—+00
P [ . -
= <@, (gvngnp),j;(viig)),
pour tout 7 = ngnp, avec g € NQ et iip € Np. (69)

La majoration (68) (que I'on appliquera au second membre de (69) avec
i = nghp) permet d’appliquer le théoréme de convergence dominée de
Lebesgue. 11 résulte alors de (69) et de ce qui précéde, que la limite de (67),
quand ¢ tend vers 400, est égale a:

/_ o guingiip),ji(viig)) diig diip. (70)
NQXNP

Supposons v#eg. Montrons que viig ¢ HwPgp. Supposons le contraire.
Alors vng € HwPyp, ie., v eHwPQﬁél. Mais Py < P et fzél € Mp c P.
Donc v € HwP. Mais I’hypothése sur w (w € W%Q) montre que HwP = HP.
Mais alors ve HP et donc v =eg, d’aprés la définition de # p. Une
contradiction qui achéve de prouver viig ¢ HwPg. Alors on a, d’apres les
propriétés caractérisant les fonctions j:

Ji(vig) =0, pour tout iig € No.
Donc, compte tenu de (70), si v#eg, la limite de (67) est nulle. D’ou (i).
Supposons désormais que v = e¢g (en particulier, PP =P et X = Y) et
g = m e M. Calculons l'intégrale (70).
Comme INP a(ﬁ)72p"9 dn est fini, il résulte du passage a la limite

de la majoration (68), grace a (69), que le Théoréme de Fubini s’applique.
On a donc:

/_ (@ mitgiip),jiiig)> diig diip
NoxNp
_ / ¢ / o (miigiip) ditp.j (i) ditg. (71)
NQ Np

Se rappelant la définition de (P)Q, notre hypothése sur 4 montre que:

/_ o mitgiip) ditp = (A((P)g. Po. 0. ) Ymitg) (g € No).

Np

ou l'intégrale de gauche est bien définie.
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Montrons que:
J(PQa 0,4, '/’)\M :](Q’ 0, j'\('tQ’ '/I) (72)

Comme Re 4 — pp , ©st strictement 2 p,-dominant, Re Zj,, — po est stricte-
ment Xp-dominant. Alors les deux membres de (72) sont des fonctions
continues sur M, invariantes a droite par H et ayant les mémes propriétés de
covariance sous Q. La réunion des (H n M, Q)-doubles classes ouvertes
étant dense dans M (cf., e.g., [9, Lemme 2]), il suffit de voir ’égalité des deux
membres de (72) sur J,,- 1/1 H n MwQ (cf. loc.cit., Lemme 3), ce qui résulte
immédiatement de la défirfition des fonctlons .
On voit aisément que (A((P)Q,PQ,5 A, Q)|M el M

Comme N o est contenu dans M, il résulte alors de (71) et (72) que (70) est
égal a:

/N AP g, Po. 6. 1)) 0y i) J(Q. 6. 210y i) diig.  (T3)
Q

Gréce a la K n Myp-invariance a droite du terme sous le signe intégrale de
(73), on voit (cf. [26, Lemme 2.4.5]) que (70) est égal a:

/KM<(A((}_’)Q,PQaéa /l)fpfg)\M(mkM),j(Q,577L|aQ,ﬂ)(kM)> dkcu,
c’est a dire
(A(P)g Po.0. @) (75, Y Q.0 Jiags ).
Donc (67) a bien la limite voulue en (ii). N

Preuve de la Proposition 6.0.1. On écrit f =), ¢; ® v; avec @, € C®
(K,0) et v; € V; et ou la somme est finie.

Soit ve # p. On rappelle le lien entre les vecteurs distributions H-
invariants et les intégrales d’Eisenstein (cf. [10, Eq. (3.4)]). On a I'égalité
suivante:

E(Po, ¥y gH) = (752 (@)i(Po. 0, v,1).f >

ou la définition de I'application /' ® n +— g, est donnée dans (60).
Alors, pour g € G, t >0 et X € a” comme dans I’énoncé:

P E(p, Vs ens V(g exp(tX)H)

=D NNy, (7,2) (g exp(X))(Po. 8. v. )



408 SOFIANE SOUAIFI

Le premier membre admet donc la limite voulue en (i) (resp. (ii)), grace au
Lemme 15(i) (resp. (ii)) et a [10, Eq. (3.4)]. 1

COROLLAIRE DE LA PrROPOSITION 6.0.1. Soit (3, Vs) une représentation
unitaire irréductible de M. Soit /. € (apg)é verifiant (54) pour Pg (en prenant
pour P (resp. Q) Pg (resp. (P)y)), et tel que Re 4 — Pp, Soit strictement 2p,-
dominant.

Soient f € C*(K,0,7) et n € W(é)/,,/%. Alors

@)
p*).\u(P|E(PQ) ‘//f@)na /L)n m, X)

= E(Q Y (i(P)g.Po.6.081dr) i, @ Ha) MM N H) — (me M, X € a)

et, pour tout v € W'p, v#eg, —(VA) & e(P’, E(Pg, Y g, ).
(i) Si, de plus, 7 est tel que A((P)y, P, 0, 2) "V soit défini, alors:

P PLEP O,V i((Py,Po.6.00 @1dr,) fons 4> 11 X)

= E(Q. ey Aa)mM 0 H)  (me M, X €a)

et —(vA) West pas un exposant asymplotique le long de Pv de lintégrale
d Eisenstein E(PQ,1//(/;((13)@},@5)&)4®Idyr)f®ﬂ,/1), et ceci pour tout ve W p,
v#eg.

Preuve. On dispose du développement asymptotique au sens de (20) de
E(Pg, g, 4) le long de P, ve#p, car E(Pg,Y g, 4 € 4 (G/H,1)
(cf. Proposition 3.2.1).

On fixe X € a;-ﬁ et, pour ve ¥ p, on pose X, = Adv(X). On a X, a%.
Comme 2p = {vo| o € Zp}, il résulte du fait que Re A — pp o st strictement
Xpy,-dominant, qui implique, par restriction a a que Reij,—pp est
strictement Xp-dominant, que (Re vA) . — ppe est strictement X p.-dominant.
Comme X, € a%» on a donc (—Re v + ppo)(X,) > 0.

On fixe N <0 et on pose

S 1= (& € e(P%, E(Pg, 7, M) (Re & + ppo)(Xo) = N}

Alors, comme e(P, E(Py, ¥ rqy> ) est contenu dans ensemble Sz — N.2
donné dans (20), et comme Sy est fini,

P

S, est un ensemble fini. (74)
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On fixe g € G et me M. On pose, pour v € # p, v#eg,

ﬁ,v(t) = Zfesv pé(ﬁ|E(PQ5 l//f®;19 /l)’ g, th)e(é+pPP)(X[)ta
Jo(0) = E(Po,Yrg,, A9 exp(1X,)H),

et
frec(t) = Z pg(l_’|E(PQ, Vg A, 1X)elétrrr
&eSeg ‘
= E(Q: Vs> Hag)mM 0 H)e ™m0,

Jee(t) = E(Pg, Y gy, A)mexp(tX)H)
- E(Q’ lpf®,1,)v|aQ)(mM N H)g(7)'+ﬂp)(X)f_

D’aprés (74), les sommes données ci-dessus sont des sommes finies.

On se ramene tout d’abord a étudier le comportement asymptotique
(i.e., quand ¢ tend vers +00) des fonctions en ¢, f,, v € # p. Il résulte de la
définition des développements asymptotiques (cf. [3, Section 3]), compte
tenu que ¥ p est fini, qu’il existe ¢ > 0 et C > 0 tels que, pour tout v € # p:

[1£o(2) = fro(D)ll < CeV ", (75)

De plus, il résulte de la Proposition 6.0.1 et de la définition de f, (ve # p)
que:

lim P X 5y = (. (76)

t—>+00

On déduit de (75), (76) et du fait que N <0, que:

lim P (1) = 0. (77)

t—>+00

Rappelons maintenant ce que dit la Proposition A.2.1(ii) de [11].
Soit ¢,,,, s€C, meN, une famille finie de fonctions de classe C*
sur |1, 4o0[ telles que lim,_, ;« ¢,,,(£)#0. On pose, pour ¢t €]1, +0o0],

S,

G0) = by)ime .

La Proposition A.2.1(ii) de [11] dit que, s’il existe / € R tel que:

: It _
Jim 60 =0,
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on a Res >/, pour tout s intervenant dans I’expression de ¢. Il résulte de
(77), joint au fait que S,, v € # p, est fini, que la Proposition A.2.1(ii) de [11]
s’applique a f,. Cette derniere permet de dire que, si ¢ € S, U {—(vA)},
v € W p, est tel que le coefficient dans I’expression de f; ,(¢) correspondant a
I'exponentielle e¢TP») )" soit de limite non nulle quand ¢ tend vers 400,
on a:

Re E(X) + pp(Xo) < — (Re v)(Xy) + ppu(Xo).

En particulier, ceci implique que le coefficient dans I’expression de f ,(¢),
v e W p, correspondant a 'exponentielle e(~?4+P»)(Xo) est alors de limite nulle
quand ¢ tend vers +o0.

Autrement dit, compte tenu de la définition de f; ,, v € # p, on obtient que
—(vA), v e Wy, v#eg, (resp. —2) n’est pas un exposant asymptotique le long
de X, e a% (resp. X € a3) de la fonction

gt E(PQ’ lpf@n: })(g(exp X)H),
(resp. m — E(Pg,Y,g,, A)(m(exp X)H)
— E(Qu Vg Aiag)mM A H)EH0050),

Alors, (i) en résulte par unicité¢ du développement asymptotique.
Le point (ii) est une conséquence immédiate de (i). 1

7. PROPRIETES ASYMPTOTIQUES DES FAMILLES
HOLOMORPHES DE FONCTIONS D(G/H)-FINIES

On se propose ici de généraliser des résultats des Sections 11, 12 de [1] sur
les propriétés asymptotiques de familles holomorphes de fonctions D(G/H)-
propres a des familles holomorphes de fonctions D(G/H)-propres général-
isées. Pour une trés grande partie, nous utiliserons, dans les démonstrations,
des techniques employées dans [1].

7.1. On suppose provisoirement que G est connexe

On fixe un sous-espace abélien maximal ag de s. Soit Xy le systéme de
racines de ay dans g et on fixe un systéme de racines positives 2. On note
A Tensemble des racines simples dans Xj. Soit W, = W(g,ap) et p,
Iisomorphisme de Harish-Chandra de D(G/K) sur .of = S(ap)”. On a
(cf., e.g., [19, Section 3, Théoréme 3.1]):

o =C[pi1,...,pil
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avec pi,...,p; des éléments de S(ag)”® homogénes, algébriquement
indépendants.

Soit n € N. On note .7, le sous-espace de .o/ engendré par les polynémes
en py,...,p; de degré inférieur ou égal a n — 1.

Soit Aeaj.. Soient J; = {ve.Z|v(l) =0}, I,:= yo’l(f;,) et p,n la
projection canonique de .7 sur .« /.#". Alors:

la restriction de j;, a .27, est un
isomorphisme de .«7, sur <7 /.%". (78)

On note .7, ; la structure d’algebre sur .o/, obtenue par transport de structure
de celle de ./ /.#% a laide de p,, et 7, la représentation de .o/ sur .o/, ;.

On note D, =y, '(+7,). On notera D, < U(g), un sous-espace de U(q)
contenant ly), qui s’envoie bijectivement sur D, sous la projection
canonique de U(g)' dans [I])(G/K) On identifie ici D(G/K) a U(g)f/U(g)f
U(g)t. On notera D — D I'application canonique de D, dans D,. On note
D, la structure d’algebre obtenue par transport de structure de celle de
Ay, par ), et p,, la projection canonique de D(G/K) sur D(G/K)/I}.

Il résulte des définitions et de (78) que la restriction de p,, a D, est un
isomorphisme d’algebres entre D, et D(G/K)/I]. On note y,;, la
représentation de D(G/K) sur D, obtenue par transport de structure de la
représentation naturelle sur D(G/K)/I} par p;,.

Soit F un sous-ensemble de 4. On note Pr le sous-groupe parabolique
standard associé, Pr = MpArNp sa décomposition de Langlands, Ly =
MpAp et Np = O(Nr). Si F =0, on utilisera I'indice 0 au lieu de @. Alors
g=1® aqy ® ny est une décomposition d’Iwasawa de g.

Soit E T’espace vectoriel des polynomes Wjy-harmoniques de S(ag). On
pose, pour n e N et / € af,

%, =Un) @ ER® D,,

(79)
et Y, = (U(9)/U®D) ®n:/k) Dins
ou %, est regardé comme U(ny)-module a gauche.

D’apres le Corollaire 11.4 de [1], 'application lin¢aire ¢,, de %, dans
Y., induite par x ® e @ w— xe @ w est un isomorphisme de U(n)-
modules a gauche. Comme Y, est un (g, K)-module admissible de type fini
(utiliser [26, Corollaire 3.4.7]), on construit une (g, K)-représentation sur %,
par transport de structure a I’aide de (l);_,l1 On notera =, les représentations
de g et K correspondantes.

On fixe F < A. Comme Ly normalise fig, les espaces quotients Y’ =

A,,/n’ YipneN, leafe,j=>1,sontdes (Ir, K n Lr)-modules adm1551bles
de type fini (cf., e.g., [26, Lemme 4.3.1] qui s’étend facilement du casj = 1 au
cas général).
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On pose, pourne N, A€ aﬁc,jz 1, @; = @,,/ﬁ’g@n et n’An sa structure de
(Ir, K n Lp)-module issue de 7,,,.

LEMME 16. Soient ne N et j=1. La famille (n/; n)/lea*c est une famille de
(Ir, K N Lp)-modules de Harish-Chandra dans %, au sens de [1, Définition
11.1].

Preuve. Montrons que la famille (y,,) jear. €St UNE famille polyndmiale
de représentations de D(G/K).

Par transport de structure par y,, il suffit de voir que (¥, cq* . est une
famille holomorphe de représentations de .o7.

On identifie «# a C[X),...,X;] grice a pi,...,p;. On pose, pour
i=1,...,0, xi(2)=pd) et x(1)=(x(4),...,x1(4). Alors, pour p,
qGC[Xl,...,X/],

1 o
x;n@)q—z ) (m,.__nl,ale_“aX]n,@q)(x(z))

k=0 ny+-+n=k

X (X = x1 ()" - (Xo = xi(A)™).

L’assertion en résulte en tenant compte de [1, Proposition 11.6]. 1

Soit I' Iapplication de U(iy) ® E ® D(G/K) dans U(g)/U(g)t induite
par u ® e ® D+ ueD. D’apres [21, Proposition 5.2], ’application I' est un
isomorphisme de U(iy)-modules a gauche et de D(G/K)-modules a droite.

On note m I'application de %, dans U(g) définie par:

mu®e® D) = ueD~,

qui est surjective.

On fixe n e N et soit j>1. D’aprés le Lemme 16, la famille (n’/ et
est polynomiale au sens de [l, Définition 11.1]. Par apphcatlon du
Lemme 11.2 de loc.cit. a la famille (nﬁ’n)ieaé@, on voit qu’il existe un
sous-espace vectoriel de dimension finie 7 ; de @{1 tel que, pour tout 4 € agc,
le sous-espace des vecteurs K N Lp-invariants sous ”’z,n: noté % (2, 1),
soit contenu dans ¥7;. On note ¥7; un sous-espace vectoriel de %,
de dimension finie qui s’envoie bijectivement sur ¥7; sous la projec-
tion canonique p,; de %, sur @J et qui contient 1 ® 1 ® 1. On pose
V= m(”V) Soit n: ¥ — ”V llnverse de lisomorphisme linéaire mg-
de “// sur 77; et on pose £ = p,;on. Donc ¢ est un isomorphisme linéaire de
Y7 sur “//

On a l’analogue de la Proposition 11.7 de [1].
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LEMME 17. Soit j=1. Il existe:

(i) un endomorphisme x,, € End(?";) dépendant polynomialement de 1 €
ag‘c et tel que Xi,n(ly(g)) = lU(g)7

(ii) un homomorphisme d algebres b, j(1,.) de U ()X dans End(v 7
deépendant polynomialement de ). € of - et

(ii1) une application bilinéaire

Vi UIR)EOL v, - wW,.U (g + ap)

deépendant polynomialement de ). € aj, tels que,
pour tout L€ af ¢, D e U(p) "t etve vy

Dx)v,n(v) = x)v,n(bn,/(/la D)U) + yl,n(Da U) modulo Jl,na

ou J,, est lidéal d gauche dans U(g) engendré par ¥ et q~'(IV), q désignant la
projection de U(g)" sur D(G/K) ~ U(g)f/U(g)f N U(g)t.

Preuve.  Pour . € aj, on note P;, la projection dans WJ/n sur le sous-
espace %/(4, 1) des vecteurs K N Lp-invariants sous 7, , parallélement aux
autres composantes. Comme, pour tout 4 € aie, #(4,1) < v, P, envoie
@), sur ¥";. On pose, pour A € ag, X, = P, 7 On montre, comme dans la
preuve du Lemme 11.2 de [1], que X;, est polynomiale en 4.

On définit, pour Ze€ aj:, un homomorphisme d’algébres b,;(4,.) de
U(1p)*t dans End(¥;) par:

buj(2, D) = P;, o7, (D) P,

n A

w7, (D€ UQp)ENEn),

On a alors d’aprés le Lemme 16 et ce qui précede que 5,,2/(/1, D),
D e U(1p) 7 | a une dépendance polyndmiale en . ‘

Tenant compte du fait que P,, commute avec n’;v’n(D), D e U(Ip)kntr,
on a:

1, (D)o Xpm = %02 by (3, D) (D e Up)<0), (80)
Pour j>1, A€ af. et D e U(lr)*"™*, on pose:

Xin = éil O)_C/l,n 06 € El’ld(V,)

- (81)
et buj(4 D) =& ob, (A, D)o ¢ € End(¥)).

On note 1y, Iélément 1 ® 1 ® 1 de %,,. Pour L€ aﬁc, I'application p/ de
U(g) dans %, qui associe a u, 1, ,(u)14,, est surjective. Soit A € ag-. On pose,
pour ve ¥

n’

V(D 0) = pl(Dx;n(v) = Xjn(bnj(4, D)v)) € Y. (82)
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Alors:
Vin(D,v) = 1),1(D)(11 © X,,)(V) — (17 © X1,4)(Dyj (2, D)v). (83)
11 résulte de (80), (81) et (83) que:
Pnj@in(D,v)) = 0. (84)
On pose:
Yin(D,v) = m(y; (D, v)). (85)

On verifie aisément que I'application pfom est Iidentite sur %,. Donc
Eq. (85) implique que:

250D, 0)) = Jin(D, v). (86)

11 résulte de (84) que y; (D, v) € ¥ U(ity + ap). Tenant compte de (82) et (86),
on a alors:

Dx;.n(0) = X5.0(bnj(2, D)) = y;.(D, v) € Ker(py). (87

Soient J;, comme dans I’énoncé et J;, le noyau de pj. Ils contiennent tous
les deux U(g)f. On voit facilement que la projection de Jﬁ’n dans U(g)/ U(g)t
est €gale & I'image par Iisomorphisme I' de U(p) ® £ ® I}. Donc J;,
contient J;,, car il contient les générateurs de J;,. Mais aussi, J;, est
contenu dans J;,,. Donc J; , = J; . | ’

Soit b une algebre de Lie abélienne réelle. On suppose que X est un
espace vectoriel complexe sur lequel U(b) a une représentation locale-
ment finie 7, c’est a dire que, pour tout x € X, n(U(b))x est de dimension
finie.

Si 4 € b, on note X(x, 4) le sous-espace des vecteurs propres généralisés
pour la valeur propre 4. Soit A(rm) I'ensemble des 4 € b tels que X(m, 1) #
10}. On a X = @jeqm X (7, ).

On dit que 4 € A(n) est un b-poids d’ordre fini s’il existe un k € N tel que,
pour tout H eb, (n(H)— J(H))* sannule sur X(m, 7). Le plus petit k
satisfaisant cette propriété est appelé I'ordre de A et noté o(w, 1). Si A € A(n)
n’est pas d’ordre fini, on pose o(m, 1) =00 et si L€ bE\A(n), on pose
o(m,2) = 0.

La preuve du lemme suivant est analogue a celle de la Proposition 11.8

de [1].

LEMME 18.  Soient j>1 et /€ afj..

() A ))<= A(T,,),,) L 10}
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(i) Si ¢ € Abyj(2,.)q,), 0N a
0(bn (2 Yoy &) <max{o(w),) o, ), 1}.

LEMME 19. 1] existe un entier positif m tel que, pour tout € aj et & €
A7} )., on ait o(n! )., E)<m
Jlag)> idlaps &) ST

Preuve. Identique a celle du Lemme 11.9 de [1], en remplagant dans
celleci CEQRCpar CRE®RD,. |1

On a un analogue de [1, Proposition 11.10].

LEMME 20. Soient j>1 et € afj..
Les poids de (n£7,1)‘aF sont tous de la forme (Wi — py),, — W, ouwe Wy et u
sécrit p=oq + -+ oy, 0<I<j, avec o; € X(ng, ap).

Soit Q un sous-ensemble de of tel que Re Q soit borné. Alors, pour tout
peN.X(mg, ar), il existe d, =1 tel que, pour tout j=1,w e Wy, et /. € , on ait

0((7‘(1’”)'”, (Wi — Po)\aF - W Sdu'

Preuve. 1l existe une filtration de D, par des sous-représentations de y; ,,
{0} =Djpo <+ < Djpa=0, ou d=dimD,, et les sous-quotients
Djnit1/D,n: sont isomorphes & D(G/K)/I; comme D(G/K)-modules. Tl
en résulte que Y, admet une filtration par des sous-(g, K)-modules Y;,; =
U(9)/U(9)t ®p(6/x) D;,ni dont les sous-quotients sont isomorphes a Y.
Du fait de I'isomorphisme de 1tp-modules entre Y;,; et U(iy) @ E @ D; ,;,
la suite de ny-modules

W Yini = WeYopiot = We(Yoniv1/ Yoni)

est exacte. Donc

o 11 japs O <O, Doy O + 0((T, )y, ©). (88)

Or, d’apres [1, Proposition 11.10], 0((7T£,1)‘QF, &)#0 implique que & est
de la forme (WA — pg)jo, — K avec it =3 5 ;; %, ou les o; sont des éléments
de X(nr,ar). De plus, si Q est un sous-ensemble de af- tel que Re Q soit
borné, il résulte de loc.cit., Proposition 11.10, qu’il existe d,>1 tel que
0((”’2,1)'&1[." (W/1 - p())\ap - ,u) <du

Le lemme résulte alors de (88) par une simple récurrence sur i. N
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7.2. Revenons a G/H

On note g%, ¥, h les sous-algébres de Lie de gc définies par:

¢ =ftnb+ifnq+isnh +snaq,
=tnh+isnh), b =fnh+ifnq).

Alors g = Y @ s/ est une décomposition de Cartan de g7, notant s¢ =
s q+ifnq). Soit G un groupe de Lie réductif réel connexe dans la
classe de Harish-Chandra d’algébre de Lie g? et K? le sous-groupe
analytique d’algébre de Lie .

On fixe un sous-groupe parabolique o0-stable Q de G de o-décomposition

de Langlands Q = MpAoNg avec ag < ag(< a’). On note aj, l'orthogo-

nal de ag dans a’.
On fixe un élément A de (aﬁ,,g)é. Soit P un sous-groupe parabolique
o0-stable de G avec P = MpApNp sa g-décomposition de Langlands et

ap < ag. On note, pour 4 € (ag)g:
Xp(4,7) = {0} L {&q | E € W(a')(A = 2) = pp = N.Zp},

et on fixe k> 1.

En appliquant les Lemmes 17, 18 et 20 a (g¢, K¢), comme dans la Section
12, p. 388, de [1], et en remplagant le paramétre A par 4 — 4, on montre qu’il
existe un sous-espace vectoriel de dimension finie ¥, < U(mp + lp)
contenant 1y et vérifiant:

LEMME 21. 1] existe:

(1) un endomorphisme x,, € End(¥"y) dépendant polynomialement de
Je(ag)g et tel que x;,(1u) = 1y pour tout J. € (aQ)?;{;
(ii) un homomorphisme d’algebres b, j(1,.) de U(1p)
dépendant polynomialement de J. € (ag)¢ et

(iii) une application bilineaire

“Lr dans End(7 %)

Vi UK 5 97 > /U (p + ap)

dépendant polynomialement de 1 € (ap)g, tels que, pour tout J. € (ag)g, D €
U(p) et ve 17y

Dx/l,n(v) = Xn (bn,k(ia D)U) + y/l,n(Ds U) modulo JAfi.,m

o Jy_;, est lidéal a gauche dans U(g) engendré par by et ¢ '(I'_)),
Iy, désignant Tidéal de D(G/H) engendré par {DeD(G/H)| 7y
(D, A—7)=0} et q étant la projection de U(g)" sur D(G/H) ~ U(g)b/
U(g)’ 0 U(g).
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(iv) De plus A(byx(2,.)0,) = Xp(A,2) et il existe une fonction locale-
ment bornée d:[0,+o0[—> N telle que, pour tout Je(ag)g, €
A(bnj(25 )jq,)» 00 ait:

0(bni(2,.), O <d(|Re 1| + [Re £).

On note (cf. [4]), pour r € R et f une fonction de G dans C,
A1l = sup llgll~"f(g)l,
geG

ou ||.|| est définie dans (35), et C.(G) 'espace de Banach des fonctions
continues f: G —» C vérifiant || f]|,<oo. Cet espace est invariant par la
représentation réguliere gauche L et droite R (cf. [3, (2.4.5)]). L’espace de
Banach des vecteurs de classe C? pour L de C,(G) est noté C?(G) et I’espace
de Freéchet des vecteurs C™ est désigné par C*°(G). La norme sur C?(G) est
notee ||.[|,,-

On fixe Jp € (aQ)?é, Xoeaj(={X eap|a(X)>0,xeXp}) et reR. On
obtient, grace au Lemme 21, en utilisant les mémes constructions que celles
de la preuve de la Proposition 12.6 de [1], le résultat suivant.

ProrosiTION 7.2.1. Pour N € R, il existe:

(i) un voisinage Q de Ay dans (ag)g et U de X, dans a};

(ii) des constantes j, ge N, ¥=r et C, ¢ >0,

(ii1) une application continue ¥ de Q x U d valeurs dans l'espace de
Banach des applications linéaires continues de C(G) dans V7§ ® Cy(G),
holomorphe dans la premiere variable et

(iv) un élément n e ¥
tels que:

(a) Y(4,X) entrelace les actions a gauche de G sur CI(G) et Cy(G) pour tout
LX)eQx Uet
(b) pour tout 1 € Q:

| Rexpexsf — (1 exp(bui( X)) @ P (4 X) fl < ClI flly ™,

pour tout f € CH(G) annulé par I'idéal I'_,, X € U et t=0.

Pour /g et A éléments de (ag)g, wo € W(a?) et iy € —N.Xp, on note E{;O,HO)
(4, 49) la réunion des ensembles

{0} A {wo(A — o), + to}
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et
WA = ), +ul we W), pe —N.Zp

et WA — Z)q, + 1 = wo(A = 20)jq, + Ho}-
Il résulte de la Proposition 7.2.1 une généralisation du Théoréme 12.9 de [1].

PROPOSITION 7.2.2.  Soient n € N et Qy un ouvert de (ag)g.

Soit F € o/ (G/H, A,Q), (cf Eq. (37) pour la définition de cet espace). On
fixe 4o € Qo, wo € W(a) et py e —N.Xp.

Alors il existe un voisinage Q de Ay dans Qq et une constante r € R tels que
lapplication

X)) — Z P(PIF(J), -, X)e&#r)

g =P
CEE ) 0)

soit continue de Q x ap dans C°(G) et holomorphe en A, avec pour valeur
en Jy:
10 (PIF (Z), -, X )0t 0oy =Prt )X

Pwo(A=20),a,,

Preuve. Identique a celle de [I, Théoréme 12.9], en remplagant
respectivement dans celle-ci % et 'équation (6.16) de loc.cit. par nlj’” 41
et la Proposition 7.2.1. 1

Il résulte immeédiatement de la Proposition 7.2.2 un analogue du
Corollaire 1 du Lemme 2 de [13].

LEMME 22. On conserve les notations de la Proposition 7.2.2.

Soit &y un exposant asymptotique de F(Ay) le long de P. Alors, pour toute
suite (g )yene dans Qo tendant vers Ay, il existe une suite (E;)gene dans (ap)¢ qui
converge vers &g et telle que £ soit un exposant asymptotique de F(2y) le long
de P.

7.3.

Soit P (resp. Q) un sous-groupe parabolique of-stable de G de
o-décomposition P = MpApNp (resp. Q = MpApNo) (89)

avec ap (resp. ag) contenue dans ay.

On rappelle que aj, est l'orthogonal de ap dans a’.

Le lemme suivant reprend des arguments de la preuve du Lemme 23
de [13].
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LEMME 23. Soient A e(a‘j,,Q)?‘é et Q un ouvert connexe de (ag)t. Soit
wo € W(a?).

1l existe un ouvert dense 0O, dans (aQ)?E, produit de a’& par le
complémentaire dune famille finie de sous-espaces affines de i’a”é, tel
que, pour tout neN, uye —N.Zp et F e o/ (G/H,1,4,Q), (¢f. Eq. (37)
pour la définition de cet espace), on ait

A pwo(/lf/l)‘ﬂPJr,uO (P|F(A.), X, X)
(xe G/H, X € ap), holomorphe sur 0,,, N Q.

Preuve. Notons res,, la restriction des applications a ap.
On note:

N = * 1 o * o %
O, {4 € (ag)gl si resg, w|aQ;éresa,, wo o, alors d ©0)
Im(wA — woA),, #Im(wod — wi),,, we W(a%)}
et
o, si resq, © woer = 0,
Opyi=4 " v , 1)
{1e @w | Imwo(A — 4),,,#0} sinon.

Il est clair que O, est un ouvert dense de (ap)g et le produit de a"é par le
complémentaire d’une famille finie de sous-espaces affines de ia*

Soit g € O, N Q. Pour montrer que A py,u— Diap +M0(P|F(}) x, X)
(xe G/H X € ap) est holomorphe en Ao, il suffit de montrer que, pour
A e(aQ)C, I’ensemble a(WM)(i /o), défini avant la Proposition 7.2.2, est
réduit a wo(A — A),, + Ko, c€ qui revient a dire que la somme dans la
Proposition 7 2.2 se réduit a un seul terme.

Soit «fe H(HO# (4, 40) tel que &¢ {0} n {wo(A — Ao)yq, + Ho}- Il existe
we W(a) et pe —N.2p tels que:

&= (A~ D), + 1 92)

et w(A — 4o)jq, + 1 = wo(A — 20, + Ho- 93)
En particulier, on a
Im(wA — woA),, = Im(wolo — Wio),,-

) . , e
Comme 4 € O,,, qui est inclus dans O, ceci implique que res,, ° Wi =

reSq, o Wy 1x- On a donc wiy,, = wolie, ce qui implique, d’aprés (93), que
P~ 0 oG lap lap
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WA, + 4t = woAjq, + fg. Tenant compte de (92), on en déduit que
¢ =wo(A — A)q, + 1y comme desire.

Supposons maintenant que ¢ € {0} N {wo(A — 4o),, + o} En particulier
Im wo(A — 4o)},, = 0, ce qui implique, compte tenu que 4g € 0,,, que res,,
°Wo s, = 0. Comme wo(A — 4o)jq, + Ho = 0, on a alors woAj,, + o = 0. De
plus, on a aussi woljq, = 0.

Donc wo(A — A), + o =0 qui est égal a ¢ comme desire. Par
conséquent, on a bien:

E(Iivo,luo)(/l’ 2'0) = {M}O(A - /l)\ap + :uO} (AO € (DW(] @ Q’ 2‘ € (GQ)?E).

D’ou la Proposition.

Les sous-groupes paraboliques P et Q sont fixés comme ci-dessus
(cf. (89)).

LEMME 24.  Soit A € (af Mo )e. On Suppose que Q est un ouvert connexe de
(ag)g, produit dun ouvert connexe Q| de aQ contenant 0, par zaQ

Alors il existe un ouvert dense O dans Q tel que, pour tout élement F de
A«(G/H,1,4,Q), (neN) tel que F(1) soit tempéré pour /. € Q N iap, tout
A€ O et tout exposant asymptotique ¢ de F(A) le long de P sécrivant
¢ =w(A — 2A), + 1, avec w e W(a?) et pe —N.Xp, on ait:

Re wAq, + u< p0. 94)

Preuve. On pose (' : nvew(ad) O, ou les O, sont donnés par le Lemme
23. C’est un ouvert dense dans (ag)g, produit de aQ par un ouvert (; de laQ,
ou O est le complémentaire d’une famille finie de sous-espaces affines de
ia¥. Lintersection ¢ de ' et Q vérifie O = Q; x ;. Une fonction
holomorphe sur ¢ nulle sur ia”é N O = O, est nulle au voisinage de O,
donc nulle sur @ car {0} x (; a une intersection non vide avec chacune des
composantes connexes de €.

Soient &, w et u comme dans ’énoncé. Avec notre choix de ¢, on a,
d’apres le Lemme 23, v = pya—v), +u(PIF(v),x, X) (x€ G/H, X € ap) est
holomorphe sur ¢.

Comme ¢ = w(A — 4),,, + p est un exposant asymptotique de F(4) le long
de P, le coeflicient asymptotique, pyy1-) “P+AL(P|F()L), .,.), de F(Z) le long de
P relatif a 'exposant w(A — 4),,, + u est non identiquement nul. Il résulte
donc de ce qui précéde qu’il existe 4; € za tel que pua—i), uPM(PlF(/I]), )
soit non identiquement nul, i.e., tel que ¢1 = w(A = L)y, + 1 soit un
exposant asymptotique de F(/;) le long de P. Mais, F(/;) étant tempéré, on
a Re &, <p0 (cf. [13, Définition 2]). On en déduit (94). 1
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Les sous-groupes paraboliques P et Q sont fixés comme ci-dessus
(cf. (89)).

LEMME 25. Soit A € (aﬁ,[Q)?"C. On suppose que Q verifie les hypothéses du
lemme précédent.

Alors, pout tout ) € Q et tout éléement F de o/ (G/H,t,A,Q), (neN) tel
que F(v) soit tempere pour v e Q N ia”é, tout exposant asymptotique & de F(2)
le long de P est de la forme:

¢=w(A —A),, +p avec we W) et pe —N.Zp
verifiant Re wA,, + u < p0.

Preuve. D’aprés la densité de I'ouvert @ dans Q (cf. Lemme 24), il
existe une suite (Ax);n* dans @ convergeant vers A. Grace au Lemme 22,
il existe alors une suite (Wi )+ dans W(a?) et (1 )gen dans —N.Xp tel que
Ck = wi(A — Ak)jq, + 1y SOIt un exposant asymptotique de F(/x) le long de
P et (&) converge vers £. Comme (&) et (1) convergent, (i) est bornée.
Quitte a extraire une sous-suite, on peut supposer (wy) et (y;) constantes,
i.e., il existe we W(a%) et pe —N.Zp tels que & = w(A — 2k)jap T 1. On a
donc, par passage a la limite, ¢ = w(A — 4),,, + u. Comme () <= O, on
déduit du Lemme 24, que w et u vérifient Re wAy,, + u< p0. D’ou notre
assertion. 1

Les sous-groupes paraboliques P et Q sont fixés comme ci-dessus
(cf. (89)).

LEMME 26. Soit A€ (aﬁlg)é. On suppose que Q verifie les hypotheses du
Lemme 24. On suppose en outre que P est tel que ap soit un sous-espace
vectoriel de ag et que X5 < Xo. Soit /g € Q tel que —Re Ag |, S0t strictement
2 p-dominant et Re g = Re g |q,.

Alors, pour tout F € of«(G/H,t,A,Q), (neN) tel que F(1) soit tempéré
pour},eQmiaZ, ve W p:

(1) L’application
A P (P°IF(2),x,X)

(xe G/H, X € ap) est holomorphe au voisinage de 1.
(i1) Tout exposant & de F(Ay) le long de P’ vérifie:

Reé<pr —vRe A,

avec égalité seulement si & = —(04o)|q,. -
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Preuve. 1l existe, pour tout s € Wy, ks e N, a(a?) tel que:
s(X) = Adk; ' (X) (X €qq)

(cf. [17, Section 5, Corollaire 2; 14, Lemme 2(iii)]).

Comme qq est contenu dans a? et comme ky € Nga(a?), on voit que, pour
tout s € Wy, il existe alors 5 € W(a?) tel que s = Sjq,- Alors tout élément w de
W p est réalisé par un élément w de W (a%).

On pose, pour v € # p,

F'(v) = Fw™), veu®).

Alors F' € o/..(G/H,vA,5(Q)),, et 5(Q) posséde les mémes propriétés que Q,
pour (ag:)¢. De plus, —v Re 4 est strictement X p--dominant. Pour obtenir
les assertions de la Proposition, il suffit donc de traiter le cas v = eg, et
ensuite remplacer Q par Q' et F par F".

Comme —2Zgjq, = (A — 4o)j, + 0, il suffit, pour prouver (i), d’apres la
Proposition 7.2.2, de montrer que = )(4, ) est réduit a —A,, pour 4
dans un voisinage de 4g. Comme —Re g o, est strictement Xp-dominant,
10} N {—=A0a,+ est vide. Donc, si & € 5(10)(4, Ao), il est de la forme:

E=w(A— 1), +unavec we W(a?), pe-N.Ip ©5)
verifiant w(A — Zo)j,, + 1 = — 20 fap-

Pour que ¢ contribue a la somme donnée dans la Proposition 7.2.2, il
faut que ¢ soit un exposant asymptotique de F(4) le long de P, car
sinon p:(P|F(4),g9) =0, pour tout g€ G. On a donc, compte tenu du
Lemme 25, que:

E=w(A—2),, + 1 avec W' e Wi(a?), ' € —N.Xp

L (96)
vérifiant Re w'Aj, + ¢/ < pO0.
Soit & le réseau des racines de A(g, ag). On pose
¢ = 4inf{1x(A = Jo)ya, = X'(A = Zo)o, + ti, |
x, X e W), pe & et
XA = 20)a, = X' (A = 20)a, + Mo, #0}. o7

Comme W(a?) est fini et . est discret, on a ¢ > 0.
On prend maintenant / € (ag)é tel que ||4 — Aol| <e.
D’apres (95) et (96), on a

WA = D)y, + 1= w(A = 1), + 1. (98)
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Montrons qu’alors:
W(A = 20)yq, + 1t =W (A = Ao)y, + 1. (99)
Supposons le contraire. Alors
WA = 20)0, = W(A = 20)yq, + (1 — 1)l =3e. (100)

Mais, comme || — Ao||<¢, on a ||xA — xJo||<e¢, pour tout x € W(a?), ce qui
implique, grace a (98), que:

WA = 20)yq, = W(A = Zo)jq, + (1 — 1)< 2e.

D’ou une contradiction avec (100). Donc (99) est vrai. Quitte a changer w
(resp. w) en w' (resp. u'), on peut donc supposer que:

Re wAq, + u< p0. (101)

On choisit un ensemble Z¢ de racines positives de a? formé de la réunion de
I’ensemble des racines dont la restriction a ap est une racine de ap dans np et
d’un ensemble de racines positives pour les racines nulles sur ap. On regarde
Re 4y comme élément de (a?)*. Par hypothése sur 4o, Re 4g est Z¢-dominant,
ce qui implique que —wRe g+ Redy est une combinaison linéaire a
coefficients positifs d’éléments de 2. Par restriction a ap, on obtient:

—w Re Ap e, <p — Re Ao. (102)

Si on a égalité, pour des raisons de longueur, cela implique que w Re 1y =
wRe 49 1o, = Re 4y. Or le stabilisateur de Re 49 = Re Ag o, est engendré par
les réflexions par rapport a des racines orthogonales a Re 4. Celles-ci sont
nulles sur ap car —Re Ag|q, est strictement Xp-dominant, par hypothese.
Donc les éléments du stabilisateur de Re Ay fixent les éléments de ap. Donc,
on a égalité dans (102) si et seulement si w est trivial sur ap. On a donc:

—wRe g0, <p — Re g,
=P (103)
avec égalité seulement si Wit = Idas; .

L’équation (95), joint a (101) et (103), montre qu’alors w est trivial sur ap.
Donc wAjp, =0, car A € (a%g)?&, puis, grace a (95), u = 0. Donc, d’apres
(95), & = —2ja, comme désiré. On a bien Z( )(4, bo) = {—Ajap}-

Maintenant, tenant compte du Lemme 25 et de (102), si & € e(P, F(4y)),
on a Reé<p—Reldy De plus, si on a égalite, on a (cf. (103)) que
é =~/ lap- 1
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LEMME 27. On suppose que P et Q sont fixés comme ci-dessus
(cf. Eq (89)). Soit A e (ad Mo )e. On suppose que Q est un ouvert connexe de
(ap)g, produit dun ouvert connexe Q| de aQ, contenant 0, par lC(Q

On suppose que P est tel que ap soit un sous-espace vectoriel de agp et que

Soient Ay e Q tel que —Relyq, soit strictement Xp-dominant et Re
Ao = Re /g laps €T U E S(C(Z)

Soient F € o/ «(G/H,1,4,Q),, neN, tel que F(7) et o(u)(F(v)),_, soient
tempéres pour J. € iaz. Soit ve W p. Alors:

P23y, (PIOGF (W)= g, X)el =700
= AW)(P-w,,, (P'IF(), g, X)e 00
(ge G, X € ap),
pour tout A dans un voisinage de .

Preuve. En utilisant les mémes arguments que dans le début de la preuve
du Lemme 26, on se raméne a traiter le cas v = eg.

Par hypothése, F € «/.(G/H,z,A,Q),. Donc (cf. Lemme 8), la famille
holomorphe A W) (F(v)),_, est un élément de <7«(G/H,t,A,Q)
n' = n+ d°u, d’u désignant le degré de u.

On choisit € > 0 assez petit pour que la boule ouverte de centre Ay et de
rayon ¢, B(/,¢), soit contenue dans Q et pour que F et 4 +— ou)(F(v)),—;,
restreints & B(Ao, €), soient holomorphes a valeurs dans C*(G) ® V., pour
un r € R.

On fixe X € aj. L’ensemble

{0} U {Re w(A — 2)(X) + u(X)|we W(a), pe —N.Zp},

n's

est un ensemble discret. Soit &, le plus grand de ses éléments qui sont
strictement inférieurs a —Re /(X). On note ¢g = —Re Ap(X) — &;. On fixe
N € R tel que, pour tout 1 € B(4o,¢),

N< —Re i(X) — pp(X) — &. (104)

Quitte a réduire ¢, on sait, d’apreés la Proposition 7.2.1, qu’il existe k, ¢ € N,
=r, C>0, >0 tels que:

||Rexp(lX)F(/1) - (’7 °© exp(b,,,k(i, IX)I) ® l)lp(;% X)F(/L)H)’

< CIFWl,eN ", pour tout 1>0, 1 € B(Jg, o). (105)

Tenant compte du Lemme 21(ii) et de la Proposition 7.2.1(iii), on peut
appliquer la formule intégrale de Cauchy. Cette application montre que,
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quitte a réduire encore ¢, il existe C' >0 tel que:
||a(u)(Rexp(tX)F(V))|v:/1

— 8u)(n o exp(byy(v, X)) @ DY, X)F(V)),—l

<CNFDl,e™ Y, pour tout 1>0, 4 € B(ig, 6. (106)
On fixe g € G.
Comme fonctions de ¢,
G(2,1) = (o exp(byi(4, 1X)) ® D¥(L, X)F(2))(g) (107)
et Gyu(4, 1) = ou) (GO, 1)),_, (4 € B(o,0)) (108)

sont des sommes d’exponentielles polyndmes, et on se propose d’étudier
leurs termes respectifs en e(~#~PPX),

D’aprés le Lemme 21(iv), les valeurs propres de b, (4, X)' sont contenues
dans I’ensemble:

0} U WA — 2)(X) — pp(X) + u(X) | we W(ad), pe —N.Zp}.  (109)

On prend

€<eo/GIIXTD. (110)

Alors, toutes les valeurs propres des b, (4, X)', 4 € B(J,¢), sont de partie
réelle:

soit strictement supérieure a — Re A9(X) — pp(X) — ¢ /3,
(111)
soit strictement inférieure a — Re 1o(X) — pp(X) — 2¢/3.

Soit V(1) (resp. V_(1)) (A€ B(lp,¢)) la somme des espaces propres
généralisés de b, x(4, X)' correspondants aux valeurs propres de partie réelle
strictement supérieure a —Re Ag(X) — pp(X) — ¢9/3 (resp. strictement
inférieure a —Re Ao(X) — pp(X) — 2¢0/3).

Soit P, (4) (resp. P_(4)), 4 € B(Lo, €), la projection sur V, (1) (resp. V_(4))
parallélement a V_(4) (resp. V().

On a, pour tout A € B(4y, ¢),

P (4) + P_(2) = IdEnd(ry)» (112)
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ou 7 est le sous-espace vectoriel de dimension finie de U(np + [p) donné au
début de la Section 7.2. Alors, il résulte de [1, Lemme 20.1], que:

P, () et P_(1) dépendent de fagon holomorphe de A. (113)

On pose
G1(4,1) = ((n° P+ (D) exp(bui(Z, X)) ® DY(2, X)F())(9), (114)
pour tout A€ B(4g,¢), t=0.
Alors, d’apres (112),
G2, 1) = G (L) + G_(4,1), (115)
et de plus, d’aprés (113) et la défintion de G,(4, 1) (cf. Eq. (108)),
Gu(4, 1) = 0u)( G+ (v, 1)y + OuNG-(v, 1),—;5 (116)

pour tout A € B(Jg,€), t=0.

Grace a (111), il résulte de la Proposition 20.2 de [1] et de sa preuve, quitte a
réduire encore ¢, qu’il existe C” > 0 tel que:
1G_(4, 1)< C"o(—Re lo(X)—pp(X)—co/2)t’

, (117)
pour tout A€ B(Jg,¢), t=0.

De plus, comme P_(/) est holomorphe en /e B(y,¢€) (cf. Eq. (113)),
lapplication de la formule intégrale de Cauchy a (117) montre, quitte a
réduire encore ¢, qu’il existe C"” >0 tel que:

10G(G— (v, 1) | < €l Re A0 -pr0-ca/20

, (118)
pour tout 1 € B(4g,€), t=0.
On déduit de (118) que, pour tout 1 € B(Ao, €):
les exponentielles qui interviennent dans le développement
en exponentielles polynomes de 7 +— ou)(G-(v, 1)), (119)

sont de la forme @) avec Re w< — Re Ag(X) — ¢o/2.

Soit 4 € B(4g,¢). D’aprés I’équation (109) et la définition de G (/,7) (cf.
(114)), les exponentielles en ¢ qui interviennent dans le développement en
exponentielles polynomes de G, (4, ), regardé comme fonction de ¢, sont de
la forme e(@—PrX ayec:

e {0} U {wA — (X)) + uX)|we W), ne —N.Xp}

120
et Rew>—Re lo(X) —¢/3. (120)
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Comme —Re 49(X) > 0 (X appartenant a aj et —Re 4 étant strictement X p-
dominant par hypothese), d’apres la défintion de &), on a &, = 0. Donc, grace
a la défintion de ¢y, on a —Re 2o(X) — ¢y/3 > 0. Donc, si w est comme dans
I’équation (120), il est non nul.

Comme I’exponentielle e@~2»(X) p’intervient pas dans le développe-
ment en exponentielles polyndmes de G_(4,7) d’aprés (117) et (120), il en
résulte que:

el@=rr) intervient dans le développement de G(4,1)
(121)
en somme d’exponentielles polynomes en ¢.

Or, d’aprés I'équation (105) et la définition de G(Z,7) (cf. Eq. (107)), on
voit que G(4,1) est asymptotique a F(4)(gexp(tX)) quand ¢ tend vers +o0.
Il résulte du Lemme 25, la fonction F satisfaisant les hypothéses de ce
dernier, que les exponentielles, intervenant dans le développement de G(4, 1)
en exponentielles polyndmes, sont de la forme e(@—P»(X)" oy

= (WA = 7) + WX,

(122)
avec we W(a9), pe —=N.Zp et wAjq, + p< p0,
ou bien, d’apres notre choix de N (cf. (104) et (121)), satisfait:
Rew< — Re A(X) — ¢/3. (123)

Tenant compte de (120), on voit que, si &7 est I'une des exponentielles
intervenant dans le développement en exponentielles polynémes de G (4, t),
 satisfait (122). D’aprés I’équation (103), comme X €a}, on a, pour
we W(a%):

—Re wlo(X)< — Re Jp(X),
(124)
avec égalité seulement si wj,, = Id,,.

Soit w comme dans (122). Si Re(wA + u)(X)<0 ou si —Rew/o(X)< —
Re Jo(X), on a, par définition de &,

Re(w(A — Z) + p)(X) <&

Comme ¢<¢y/(3]|X]]) (cf. Eq. (110)) et ¢ = —Re Ap(X) — &y, si o = (w(A —
A)+ w(X), on a Rew< — Re 49(X) — 2¢y/3. Done, compte tenu de (120),
pour un tel o, @M pintervient pas dans le développement en
exponentielles polynomes de G, (4, f). Donc, si ¢~ *?(X) intervient dans le
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développement en exponentielles polynomes de G, (4, 1), on a:
Re(wA + w)(X) =0
et Rewlo(X) = Re Jy(X),

donc, tenant compte de (123):

seule e~#~PPY) intervient dans le développement

. . (125)
en exponentielles polynomes de G, (4,1),
et, de plus, compte tenu de (119) et de la majoration de (120):
e=#=PP)X) p'intervient pas dans le développement (126)

en exponentielles polynomes de d(u)(G-(v,1)),,—;
Tenant compte de (105) et de la condition sur N (cf. Eq. (104)), on déduit de
(125) que:
G (A1) = p_s,, (PIF(2), g, 1X)e~*Pr)tX). (127)
D’apres le Lemme 26, quitte a réduire encore ¢, le second membre de (127)

est holomorphe en A € B(4, €). En appliquant d() a I’équation (127), on voit
que:

Ou)(G (v, 1))y = OW)(p—,, (PIF(v), g, tX)e PP ;0 (128)

De (128), il résulte que la seule exponentielle intervenant dans le
developpement en exponentielles polyndomes de o(u)(G1.(v, 7)), est

e —AmPp)IX).

On déduit donc de (116) et (126) que le terme en e(~*~2P(X)  dans le
développement en exponentielles polynémes de G,(4,1), est égal au terme en
4 dans d(u)(G (v, 1))}, Or, d’apres I'équation (106) et la défintion
de G,(4,1) (cf. Eq (108)), G,(4,t) est asymptotique a:

Au)(F(v)(g exp(tX))),—»

quand ¢ tend vers +oo. Le choix de N (cf. Eq. (104)) et l'unicité du
développement asymptotique montrent que I’équation (128) implique:

P, (PO@(EF W), g, X)el D)
— AP, (PIF(v), g, X)e PP
pour tout A € B(4,¢).

On obtient donc bien 1’égalité désirée. |
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8. PROPRIETES ASYMPTOTIQUES DES DERIVEES
D’ INTEGRALES D’EISENSTEIN

On reprend ici les notations de la Section 6.

Soit (0, V) une représentation unitaire irréductible de MQ

On note 2+ Ap(4) ldppththl’l méromorphe de (apQ)C dans I’espace
des endomorphismes de .«/»(Mg, 1)), o (cf. (59), pour la définition de cet
espace) définie par:

AroWrey = Vap)yrosneldr) fon (129)

pour f e C*(K,d,7) et n € ¥7(5) vg? ou Y, est donne dans (60).

Comme A((P)Q Py,0,7) admet Qn inverse méromorphe en )E(C(pQ)C
(cf. Eq. (55)) il en va donc de méme pour I'endomorphisme A4p () de
A (Mg, )y,

Tenant compte de notre choix de # 7, M (cf. début de la Section 6), on
identifie, dans la suite, Jz/Z(MQ,r),, M (resp Mz(MQ,r)W w ) a un sous-
espace vectoriel de o/2(Mo, 1), (resh. /(M. 7)), o)

Soit R<0 tel que —R>¢s (ou c¢s est donné par I'’équation (54) en
remplagant P (resp. Q) par Py (resp. (P),)) et tel que Qg == a*(Pg, R) N
a*(Pg, —R) rencontre I'ouvert des / € (ap,)¢ verifiant Re 2 — pp 0 strictement
2 p,-dominant. Cette dernicre condition est satisfaite si |R| est assez grand.
Notez que Qg rencontre ia*é. De plus, Qr est le produit d’un ouvert connexe
de ap, avec ia} .

Soit a, € [1(Zp,) le polyndme donné par le Lemme 13 en remplagant P
(resp. Q) par Pp (resp. (P)Q) de sorte que 4> ap(A)Ap, Q(})
holomorphe sur Qg.

Soit bg € II(2p,) (resp. b¥ € I1(Zp)) le polynéme donné par le Lemme 2
en remplagant P par Py (resp. G par M et P par Q) de sorte que 4 — bg
(DE(Pg,\, ) (resp. A > bY(A)E(Q,, 1)) est holomorphe sur Qg (resp. la
projection de QR sur (aQ)C parallélement a (ap)g), pour ¥ € ol H(Mo, r),,,
(resp. Q/Q(MQ,‘E)W MQ)

On pose pg == bg - b¥ - ag. Cest un élément de I1(2p,).

THEOREME 8.1.  Soient R<0 comme ci-dessus, ueS(a’,’iQ) et Ye.of
(M, r)‘;ﬂg . Alors
Mo

F(2) = 8u)prO)E(Pg, Ap.o(») "W, ),
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est bien deéfinie pour A € Qg, et on a:

(@)
F e o4y(G/H,t,QR) (130)
F(2) € A emp(G/H, 1) (leQRmiaﬁg) (131)
et F()edulG/H,0p, (ieQp), (132)

ou d°u désigne le degré de u.
(i) si Ao € Qg est tel que Re Ay |, soit égal a Re Ay et soit strictement X p-
dominant, on a:

—(020)qe & e(P, F(A0)), pour tout ve Wp, v#eg, (133)

P (PIF(2),m, X )e01e0r)X)

= 0W)(PrROVE(Q, Y™, viop)e " TP (134)
De plus,

pour tout ve Wp et tout Pye ?, Py — P,
si & e e(}_’@,F(io)), on a (135)
RefS;@ —vRe Ay,

pour tout veWp, si &ee(P,F(iy)),
ona Reé<y —vRely (136)

avec égalité seulement si & = —(vAo)q-

En particulier, si —Ag |, est un exposant asymptotique de F(ly) le long de P,
c’est un exposant asymptotique directeur.

Preuve. En remarquant que pg est un multiple dans S(ap,) de bg, on
obtient (i) grace au Lemme 9 et aux Propositions 5.1.1 et 5.1.2, ou l'on
remplace P par Py.

Montrons (ii). Grace a (i), Eq. (130), on peut supposer, par linéarité, que
F est un ¢élément de «74«(G/H, 7, A, Qr)p,, (cf. Eq. (37) pour la définition de
cet espace) avec A € (a?{,[ Ve

Soit v € # p. On sait, d’apres (i), (131), et le Lemme 23, ou ’on remplace
P (resp. Q) par PY (resp. Pp), et ou I'on prend wy = v (la définition de v +— v
étant donnée au début du Lemme et 26) p, = 0, qu’il existe un ouvert O
(O = O3), ou O3 est donné par (91) produit de a”;,Q et d’un ouvert dense () de
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iaﬁQ tel que 4 — p_(),, (P'|F(4),9,X) (g € G, X € a’), soit holomorphe sur
On QR.

Soit Q I'ensemble des 1 € a*(Pg, ¢s) tels que Re A — p Py soit strictement
2p,-dominant. Montrons que:

toute composante connexe de Qg N O (137)
a une intersection non vide avec Q.

En effet Q est de la forme Q} x iaj‘f,Q, ol QL est un ouvert connexe de a’,",g.
De méme, Q = Q% x ia% , ou Q? est un ouvert de a”,ZQ. Nos hypotheses sur R
montre que I'intersection de Qg et Q est non vide, donc il en va de méme
pour celle de Q}z et Q°. Par ailleurs, O est de la forme ab Gﬂl, ou O est un
ouvert de ia*é. Donc Qr n O = Q}R X (91, et, comme Q}{ est connexe, les
composantes connexes de Q% x @ sont de la forme Q x C, ou C est une
composante connexe de ¢'. Comme Q = Q> x ia"é et que Q}g et Q% ont une
intersection non vide, on a bien prouvé (137).

Cela implique que tout sous-ensemble dense Q' de Q a une intersection
non vide avec toutes les composantes connexes de Qg N 0.

On prend pour €' I'ensemble des 4 € Q tels que 4 p,Q()L)*l existe. Alors, si
J. e &, J vérifie les hypothéses du (ii) du Corollaire de la Proposition 6.0.1.
Alors il résulte de celui-ci, par prolongement holomorphe, grace aux
propriétés de I'ouvert @ (cf. Lemme 23), compte tenu de (137), que, pour
tout Ale Qrn 0,

P (P°IPR(DE(Py, Apo(A) W, 7), g, X)erHtrr)&)

0 (ge G, X €d) si v#eg,
g
= < PROVE(Q, 1, Ajap )(g)e*H7rX) (138)
(geM, X eaq) si v=ceg.

Soit maintenant 4y € Qg comme dans (ii).

Il résulte des (131) et des Propositions 5.11 et 5.2.1, ou I’on remplace P
par Pg, u par 1, p par bg-b¥ et ¢ par c_zR~Ap,Q(-)_1 et des conditions
satisfaites par Ay, que I’on peut appliquer le Lemme 27, et on déduit alors de
(138), pour 4 dans un voisinage de Ao:

P—wiye (PIF(2), 9, X )el—vHtprX)

0 (ge G, X € a’) si v#eg,

= 8(u)(pR(V)EV(Q:v l,b, V\CIQ)(g)e(i"%pp)(X))\v:/l (139)
(geM, X €q) si v=eg.
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D’aprés le Lemme 26, ot I'on remplace P (resp. Q) par P (resp. Py), il existe
un voisinage ouvert V(4y) de 79 dans Qg tel que I'application 4 — p_(),,
(P°IF(2), g, X)e = v"pr)X) g e G, X € a’, soit holomorphe sur ¥V (Jy). Par
ailleurs, d’apres (139), cette fonction est égale a:

0 (ge G, X €d) si v#eg,

) (PrROVVE(Q, ¥, viap)(g)e T Tr @), (140)
(geM, X €q) si v=ceg,

sur V(4o) n O, qui est non vide, puisque Qg N O est dense dans Q. Par
prolongement holomorphe, on obtient (133) et (134) puisque I’expression
(140) est holomorphe sur Q.

Soient Py e #, Py < P',etle e(}_’@,F(io)). D’apres le Lemme 25, ou I'on
remplace P (resp. Q) par I_’@ (resp. Pp), ¢ est de la forme:

&= w(A = Jg)g, + 1t avec we W(a?) et pe —N.Zp

. (141)
vérifiant Re wAjq, + u<p 0.
Comme —Re / est strictement 2 z-dominant, on a:
—vRe Ao est strictement Xp-dominant. (142)

Comme Py < Pv, il résulte de (142) que —vRely est X -dominant.
On choisit un ensemble X¢ de racines positives de a? dans g? formé
de la réunion de I’ensemble des racines de ay dans np, et d’'un ensemble
de racines positives pour les racines nulles sur ayg. On regarde vRe /g
comme élément de (a?)*. Par hypothése sur g, v Re dy est Z¢-dominant,
ce qui implique que —(wo ')vRely+vRely est une combinaison
linéaire a coefficients positifs d’éléments de X¢. Par restriction a ag, on
obtient:

—((w5~ Yo Re Ao}y, <, — v Re Ao

Comme (wo~')vRe Ay = wRe 4y, on déduit de (141) et de ce qui précede,
que Re ¢ <p, —V Re 1o, comme désiré. _

Le reste de (ii) résulte du Lemme 26(ii), ou I’'on remplace P (resp. Q) par P
(resp. Pp). 1

PROPOSITION 8.0.1.  Soient f un éléement non nul de of \emp(M/M N
H,ty) ® S(a*) et 4 € af, tel que Re A soit strictement X p-dominant.
Alors, il existe F; € o/ gis(G/H,7) tel que:

() f(mM n H, X)X = p_(P|F;,m, X)e P& (m e M,
X €a),
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(i) pour tout ve W p et tout Py e P tel que Py — P*,si e e(}_’@,FA), on
aRel<p —vRel,

(iii) pour tout ve Wp, si &ee(P,F;), on a Reé<w —vRed, avec
égalité seulement si &€ = —vl,

(iv) —Z est un exposant asymptotique directeur de F; le long de P,

(v) pour tout ve Wp, v#eg, — VA Westpas un exposant asymptotique
de F; le long de Pv,

(vi) si mM N H — f(mM n H) est D(M/M n H)-propre généralisé
pour la valeur propre A € (a%))E, on peut prendre F; propre généralisé sous
D(G/H) pour la valeur propre A — A.

Preuve. Tenant compte du Corollaire 5.2, ou I'on remplace G par M, on
peut se ramener, par linéarité, a prendre:

fmM n H, X)e(’iﬂ)l))()()
= 8 )(PMEQ, Y, v)(mM n H)),,_;, - ur(X)e 7P, (143)

pour tout me M, X € q,

avec @ un sous-groupe parabolique o¢60-stable de M, 1, € ia'Q,
uy € S(a%), ur € S(a*), Y un élément de .o/>(Mg, 1), a, et pun polynéme
sur (ag)e, (Q,41)- régularisant. Grace aux equthHS °(7) et (59), et a [13,
Eq. (2.2)], on se restreint, par linéarité, au cas ou Y est un élément
de sa/z(MQ,r) W s 0 désignant une représentation unitaire irréductible
de MQ Mo

On pose Ay = A1 + 4.

Comme uy(X)e ™) = d(iir)(e™™)),,_;, ot 1i; est I'élément de S(a*) défini
par th(X)=u(—X) (X €a), on voit que, notant us —uluzeS(aPQ)
I’équation (143) s’écrit encore:

f(mM ~ H, X)e(f/iJer)(X)

= 0(u3)(P(Viag ) E(Q W, viag )M H)el ™" 000

pour tout me M, X € a. (144)

Soit R<0 avec |R| suffisamment grand pour vérifier les hypothéses du
Théoreme 8.1 et tel que I'ouvert Q, défini dans le Théoréme 8.1, contienne
Ap-

Soit pg I'¢lement de I1(Xp,) donné avant le Theoreme 8.1. Comme p est
(Q, A1)-régularisant par hypothése et comme pr l’est aussi, car c’est un
multiple de b} (cf. avant le Théoréme 8.1, pour la définition de »%), ils sont
tous deux multiples non nuls d’un méme polynome (Q, 4;)-normalisant ¢,
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par des produits de formes affines sur (aQ)?C‘ (cf. Lemme 3(iii)). D’apres le
Lemme 4, il existe des €léments u/ et u de S(a’,’iQ) vérifiant:

0 )q(iog)E(Q, W, viag)mM v H)e 000y,

= 0u3)(P(Vag ) E(Q W, Viag )M H)e "0

et

3u)(prOVE(Q, Y, Vi mM  Hye Xy
= a(u/)(Q(Vlug)E(Q9 lp? Vlag)(mM N H)e(_v_‘—pP)(X))\v:/loa

pour tout me M, X € a.
On en déduit I’égalité suivante:

f(mM ~ H, X)e(*ﬂﬂp)(z\’)

= 0W)(PROVE(Q, ¥, Vo (MM  H)e PP

pour tout me M, X € a. (145)

On pose F, = F(4y), ou F est donné par le Théoréme 8.1. Alors, (i) résulte
du Théoréme 8.1 grace a (145).

Comme Ay |, = 4 et comme Re 49 = Re 4, les points (ii) et (iii) résultent du
Théoreme 8.1, (135) et (136), et (v) résulte de (133).

Comme " est non nul, (iv) résulte de (i) et (iii), compte tenu que 4 = A q.

Prouvons  (vi). Supposons que mM nHw— f(mMn H) est
D(M /M n H)-propre géneralise pour la valeur propre A € (a,)f. Si we
W% ety e %Q(MQ/MQ N w Hw,ty,) est (Mo /Mg ~ w™' Hw)-propre,
la fonctlon p(A)E(Q, Y, 41) est D(M/M n H)-propre pour une valeur
propre déterminée par la relation (3.31) de [15]. L’hypothese faite sur f et la
relation (145), jointe au Lemme 5, montre que seules les composantes /' de
W, conduisant a une fonction, p(11)E(Q, ¥, A1), D(M /M n H)-propre pour
la valeur propre A, contribuent au second membre de (145). On peut donc
remplacer { dans (145) par la somme de ces composantes. On rappelle la
définition de F dans le Théoréeme 8.1. Les endomorphismes A p,Q(v)_1
commutent sur chaque composante .«7>(Mo/ Mo N w™ "Hw, rMQ) we N My,
de Q/Q(MQ,‘L') yy, » @ laction de D(Mo/ Mg nw™' Hw), d’aprés la définition
de Ap Q(v)* (cf (129) et (60)). Il résulte, des propriétés de v, de [15, Eq.
(3.31)], et du Lemme 5, que F(4) est D(G/H)-propre généralis¢ pour la
valeur propre A — A, comme désiré. Ceci achéve de prouver (vi). 1
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9. PREUVE DU THEOREME 3.1

11 suffit de prouver que, pour tout idéal maximal 7 de D(G/H), I’espace
/(G/H, 7)) est contenu dans /Eis(G/H, 7). On fixe dans la suite un tel
idéal.

9.1. Soit @ un élément non nul de .«/(G/H,7);. Pour tout Pye Py
et éee(P@,cb) il existe un exposant asymptotique directeur & de @ le
long de Py (ie., éee;(Pq),@) avec ¢< cf Alors, d’aprés I’équa-
tion (23),

IRe &) 1> |(Re &),

avec égalité seulement si (Re &N Py = = (Reé); - Ceci permet de définir le sous-
ensemble 7 (@) de P X aw forme des couples (Py, (Re &)5 Py ) avec Py e P et
¢ vérifiant:

¢ € e(Py, D), (146)

pour tout Py e P et &' e e(P, D), (147)
[I(Re f’)P/||<||(Re Dp,ll-
[}

Au vu de la discussion précédente, on peut remplacer la condition
(146) par:

¢ € e(Py, D). (148)

On pose 7 (0) = 0.

Comme UPQE,,,S[ e,(I_’@, ®) est fini (cf., e.g., Lemme 6), il en va de méme
pour 7 (®).

On a le résultat immédiat suivant:

LemME 28. (i) Pour tout ® € o/(G/H, 1), non nul, l'ensemble T (P) est

non vide.
(i1) Soit neN. Si @ € ?Lnﬂ\gﬁﬂ (cf. Section 4, Déefinition 4, pour la

deéfinition de F 1), (Py,n) € T (®) implique Ti(|[n|]) = n+ 1 (voir Section 4,
Définition 4 pour Ty).

Soit L e ¥ avec L = MA sa og-décomposition de Langlands. On note
WM(ad) = {we W(a)|w, = 1d,}.

On note, pour 5 € afg et Py e 2, P, le sous-groupe parabolique o0-stable
de G contenant Py et dont I’algébre de Lie est la somme de 1’algebre de Lie
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de Py et des sous-espaces radiciels de ay pour des racines orthogonales a #.
Alors:

ne a;n. (149)

ProOPOSITION 9.1.1. Soient neN, ¢ e ,/1,”1\,/1,1 et (Py,n) € 7 (D).
Alors, il existe Fp, ) € AEis(G/H, 1) N F 41 tel que:

soit @ — Fp,n) € F 1.0,
soit T(D — Fipy) < T (®)\ {(Py, 1)}

Preuve. On pose P := P,. Pour ¢ e(ITé,, ), ou P% € P vérifie P(b c P,
tel que (Re £) - = 7, on pose:
0

= —Cjop (150)
et
fimMp A H,X) =p_; (PlO,m,X)  (meMp, X eap). (151)
Montrons que, pour tout Pé) et ¢ comme ci-dessus:

—Re )vg =ne %
0 (152)
et Re A; est strictement Xp-dominant.

Comme (Re &)+ = =1, d’aprés (21), Re & — 5 est combinaison linéaire a
coefficients positifs d’éléments de Xp . Par ailleurs, toujours d’apres (21),
cette combinaison lin€aire doit étre orthogonale a 5. Or n est 25-dominant,
car n = (Re &) & 7 € ¢ Donc, seuls les €lements de ZP(’) orthogonaux an
interviennent dans cetete combinaison linéaire, i.e., Re £ — 7 est élément de
(a)*. Alors, Re &, = 1,,- Mais d’aprés (149), n € aP, ie., n,, =1, qui est
25 -dominant, donc strictement X3-dominant, d’apreés la définition de P.
Donc —Re s =Re ¢, =net Verlﬁe (152).

Nous aurons besoin, dans la suite, des résultats suivants, qui sont
essentiellement contenus dans la preuve du Théoréme 3 de [12]. Pour tout

¢ € e(Py, D) tel que (Re Op, =1

—/Zz est un exposant asymptotique directeur de @ le long de P (153)
et

/7. est un élément non nul de

. (154)
dtemp(MP/MP N H, TMP) ® S(aP)
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Pour montrer (153) et (154), nous rappelons des ¢léments de la preuve de
[12, Théoréme 3].

Montrons tout d’abord (153). Soit &' € e(P@, ) tel que — P£|OP Alors
—Re Z¢ <PRe Elop-

Donc |, + /; est combinaison linéaire a coefficients positifs de racines de
25. Or —Re A¢ = 1 est strictement X 3-dominant (cf. (152)). Alors, on a:

(Re (fl + Re ;»5, —Re /15) >0

155
avec égalité seulement si Re &), = —Re ¢, (153)

ce qui implique, d’aprés (23), que ||[(—Re A¢ )P ||<||(Reé)P ||, avec égalité
seulement si (—Re Ag)P0 (Ref)p Comme —Re/l =net (Pq) n) e 7 (D),
on a égalité grace a (147). Donc, compte tenu de (21), on a égalité dans
(155). On a donc, d’aprés (155), Re f‘a = —Re Z¢, ce qui implique, compte
tenu que Im fla —Im Z¢, que flap = —4z D’ou (153).

Montrons maintenant (154). Comme —/; est un exposant asymptotique
directeur de @ le long de P (cf. Eq (153)), il résulte des propriétés
de covariance que satisfait g — p_;. (P|®,g) (cf., e.g., [8, Proposition 2,
Eq. (13), Proposition 3, Eq. (19)]) et de la t-sphéricit¢ de ce dernier,
que f;. est un élément non nul de /(Mp/MpH,1y,) ® S(a}). 11
suffit maintenant, d’aprés la Définition 2 de [13], de montrer que tout
exposant asymptotique &’ de f;. le long de Pq, N Mp(P0 € meo CP) vérifie
Re &' < o 0. D’apreés [8, Proposmon 5, Eq. (25)], pour toutf comme
ci-dessus, il existe & ee(Pq),(D) tel que éap —5 et 5" = —J¢, ou af est
I'orthogonal de ap dans ayg. On a alors (Reé + Re /lg, —Re AC) =(Re?,
—Re 2¢) = 0, ce qui implique, d’apres (23) et (152), que:

[I(Re 5"),—,;||>|I — Re 4,

avec égalité seulement si (Re é”)P« = —Re Z¢:.
]

Or, d’aprés notre choix du couple (Py, ) (i.e., (Py, 1) € 7 (P)) et compte tenu
de (152), on a aussi ||(Re f”)pr [I<| — Re Z¢||, et donc Iégalité (Re é”)_r =
0

—Rel: =Re 5\@ Donc, d’aprés (21) et (22), Re &' < /0 ie., compte tenu
0
que Re §|aP =0, Ref'< 0 et ceci est vérifié pour tout ¢ e e(Pq), D),
0

P € %, tel que P CP. D’ou (154)
On pose

Fpyyy =Y _C;'F,, (156)

ou la somme est prise sur les exposants asymptotiques directeurs ¢ de @ le
long de Po vérifiant (Re &) p, =1, et ou les F; sont donnés, grace
aux équations (152) et (154), par la Proposition 8.0.1, ou I’on remplace A
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(resp. f) par A¢ (resp. f;.), et chaque C; est le cardinal de I'ensemble ( fini)
des &' € e(Py, @) vérifiant (Re &) 5, =N €t 2z = J¢. Rappelons (cf. Proposi-
tion 8.0.1(ii1)) que I'on a:

pour tout ve W 'p, si & €e(P,F;.)
Re &' <7 —vRe i (157)
avec égalité seulement si &' = —vi;.

Dr’apres la Proposition 8.0.1 et par construction de la fonction Fp, ), on voit
que F(p, ) € AEis(G/H, ). Comme —/; (¢ € e(I_’@, ®) tel que (Re 5)1;,49 = 1) est
un exposant asymptotique directeur de @ (resp. F;.) le long de P (cf. Eq.
(153) (resp. Proposition 8.0.1(iv))), le coefficient asymptotique correspon-
dant est -sphérique et invariant a droite par Np (cf., e.g., [8, Proposition 2,
Eq. (13), Proposition 3, Eq. (19)]). 1l résulte alors, pour tout ¢ comme ci-
dessus, de (157) pour v = eg que, si & € e(f’@, @) est tel que Re Az = Re 4; et
Ag #Ag, On a: )

P (PIF;,,9) =0(g € G)

_ _ (158)
et p,.(PF;.,9) = p-.(PIP,g) (g € G).

En sommant sur les & € e(l_’@, @) vérifiant (Re 5),13 =, il résulte de (158) et
de la définition de la fonction F(p, (cf. Eq. (156)), par unicit¢ du
développement asymptotique, que:

P2 (PIFpy.9) = i (PI9.g) (g€ G)
et —/A¢ est un exposant asymptotique directeur de Fp, ) (159)

le long de P, pour tout ¢ € e(Py, ®) tel que (Re Op, =1

Soit ¢ comme ci-dessus. Posons I = [, ou w € (a")?& et I, = {D e D(G/H)
| 7(D) (@) = 0}. D’aprés (153) et [8, Proposition 3, (18)], comme & est
annulé par une puissance I*, k e N*, de I

la fonction définie sur (Mp/Mp N H) X ap,
(mMp 0 H,X) — f,.(mMp n H, X)e "), (160)
est annulé par up(I¥) (cf. Eq. (4), pour la définition de Up).
On dis%osel de I'isomorphisme d’algebres, yf,,”/L’mH, de D(Lp/Lp N H) sur
S - Alors, compte tenu de (5),

pp(I) = {D e D(Lp/Lp A H)| 72" (D)(w) = 0}.

ad
L’idéal de D(Lp/Lp n H) engendré par up(I¥) est de codimension finie et les

idéaux maximaux de D(Lp/Lp N H) contenant up(7¥) sont de la forme:
Jo =D e D(Lp/Lp 0 H)| 70" (D)) = 0},

ad
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ol o' € (a®)g est conjugué sous W(a?) a w. 1l résulte donc de (160) que la
fonction (mMp ~H,X) v f.(mMp N H,X)e *X) est une somme de
fonctions propres généralisées pour des valeurs propres o’ conjuguées sous
W(a?) a . Par ailleurs, on a évidemment wl/aP = —/¢. Alors I'application du
point (vi) de la Proposition 8.0.1 montre que 'on peut choisir F;, comme
somme de fonctions [D(G/H)-propres généralisées pour des valeurs propres
o' € W(a®)o. Cela implique que F;, est annulé par une puissance de I = I,,,
ie., F;, € #/(G/H,7);. On a donc bien Fpyn € A4(G/H, 7).
Montrons que:

pour tout Pé) € Py, Pé) c P, et tout & e e(P_gh, Fpym)s
I(Re i’)gllsllnll, (161)
et si on a égalité, &'¢ e(P), @ — Fip, ).
Soient P&) et & comme dans (161). Par construction de Fp, ) (cf. Eq. (156)),
il existe alors & € e(Py, ), (Re 5)1-,0 =y, tel que & e e(Py, F;.). D’aprés la

Proposition 8.0.1(ii) (pour v = eg), on a alors:

Re &' <7 —Re /¢,
0

ce qui implique, d’apres (23) et (152), que:

l((Re 5’)7&|I<IIHFBII

L . y (162)
avec egalite seulement si (Re &) 5 = 15
0 0
En particulier, on a alors, grace a (24),
lI(Re «f’),zllSIlﬂll (163)

Si on a égalité dans (163), on a égalité dans (162) et, d’apres (24) joint a

(162), |ln5|l = IInll, ce qui implique encore d’apres (23) que n5 = 1. Donc si
0 _ 0

on a égalité dans (163), (Re &) 7 = 1. Comme &' € e(P), F;,) et Py = P,ona

alors (cf. Eq. (152)) —Re Ay = 1. Comme Py = P, —Jz € e(P, F;,) et comme

—Re A¢ = n, il résulte de (157), pour v = eg, que —Re Az = i implique que:

)vé’ = /1,5

Par unicit¢ du développement asymptotique, il résulte de (159) que —/4: ¢ e

(P, ® — Fp,p)- Donc, il en va de méme pour —4x, ce qui implique, compte

Ele’ng que P{D c P, que &'de(P,d— F(p,n). On obtient donc (161) comme
ésireé.
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Montrons maintenant que:

pour tout Py e Py, Py & P, et tout e e(PTD, Fpym),

(164)
(Re &) [ <IInll.
0
Supposons qu’il existe P{b € P, P(Z, ZPetée e(?é), F(p,p) tel que:
lI(Re 5')75||>||ﬂ|| (165)

Il existe, par définition de Fp,,), ¢ € e(Py, @) tel que (Re &) Py & ee(P,, F 7:)-
Comme Py et P{D sont des éléments de 2 distincts, il existe
(cf. [14, Lemme 2(i)]) un élément vy de Nk(ag) différent de eg tel que:

Comme Py est contenu dans P, on a:

P(’D < P%.

Comme P% contient P(b, un élément de 2, P est un élément de F
conjugué sous P a G. Donc il existe (cf. [14, Lemme 10(iii)]) v € # p, v#eg
tel que P = P’. Donc il existe v € # p, v#eg, tel que:

Py < P". (166)

Montrons que:
un € 65 (167)
0

Comme —Re /¢ est strictement X p-dominant (cf. Eq. (152)), —vRe A est
strictement  Xz-dominant. On a donc, compte tenu que 5 = —Re i
(cf. Eq. (152)), que vy € 65, d’ou (167).
D’aprés la Proposition 8.0.1(ii), il résulte de ’équation (166), compte tenu
que & € e(P}, F;.), que:
Re é'<}7& —vRe g,

ce qui implique grace aux équations (23) et (152), (167):
I(Re &) ,fé)ll <|lonll

L . , (168)
avec egalite seulement si (Re ') 7 = vn.
0

Comme v est une isométrie, il résulte de (165) que ||(Re &) wl1=1lonl], ce qui
implique d’apres (168) que: ’

(Re &) 7= vy. (169)
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Comme ¢’ € e(P_a), F;,) et Py = P (cf. Eq. (166)), Elp € €(PY, F;,). Tl résulte
alors de (157) que:

! )
Re ¢, <z —vRei (170)
avec égalité seulement si &, = —vle.

Comme —Re 7z =1 (cf. Eq. (152)), il résulte de (169) et (170) que:

!
élﬂpv = 70;”5‘

Or, d’apreés la Proposition 8.0.1(v), —vi: ¢ e(P', F, 7:)» d’ou une contradiction.
On obtient donc bien (164).

Les équations (161) et (164), joint a la définition de la filtration
(cf. Section 4, Définition 4), au fait que (Py,n) € 7 (P) et que @ € F .1,
montrent que:

F(Poaﬂ) € g’jl,n+l~ (171)

Montrons que:

pour tout Py € 2y, si &€ e(Py, Fp,y) avec [|(Re &) p—&H = linll,
& e(P), @ — Fipy)-

Soit ¢ comme ci-dessus. Traitons le cas ou P&) < P. Pour un tel &, le
polynéme sur ap, p_,. (P|q5 Fipyn)»9) (9 € G), est nul par construction de
Fpy (cf. Eq. (159)). Or Clap = —4¢ (cf. Eq. (150)), donc @ — Fepypy n'a
aucun exposant le long de P}, dont la restriction a ap est égale a —Ac.
Maintenant, si P’ ¢ P, (164) implique que, si [[((Red) 5|l =1nll, on a
3 e(P @ — Fp, ,7)) Donc (172) est satisfait dans ce cas.

On dedu1t de (172) que si J(®) n’est pas réduit au couple (Py,#), on a
T(D — Fpp) S T (D) {(Py,n)}. Dans le cas contraire, on a @ — Fip ;) €
F 1. Ceci achéve de prouver la Proposition. 1

9.2. Soit n e N. Montrons que, pour @ € ?13n+1\f1,n, il existe F € .o/ gjs
(G/H, ) vérifiant:

Fe 90/71,114-1

(173)
et &—FeF,

On va opérer une récurrence sur k = #(7 (P)).

Si k=1, lassertion résulte de la Proposition 9.1.1. Supposons par
récurrence, l'assertion vraie jusqu’a k — 1. Soit (Py,n) € 7 (P). 1l existe
Fp,, comme dans la Proposition 9.1.1. Si @ — Fp, ;) € #1,, I'équation



442 SOFIANE SOUAIFI

(173) est satisfaite pour F = Fp,,). Supposons donc le contraire. Alors
(cf. Proposition 9.1.1) 7(® — Fp, ) < T (D)\{(Py,n)}, ce qui implique que
#(J (@ — Fp,p)) <k — 1. Par hypothese de récurrence, il existe alors
F' € 71y 0 Aeis(G/H, 1) tel que (@ — Fp,y) —F € Fp,. Si on pose
F = Fp,, + F', 'assertion est alors bien vérifiée.

On montre maintenant le Théoréme 3.1 par récurrence sur la longueur de
la filtration 7 de «/(G/H, 7).

Tenant compte du Lemme 7, il résulte du Corollaire 5.2 que Fy est
contenu dans .«/g;s(G/H, ). Supposons par récurrence que Z s, soit contenu
dans /gi(G/H, 7). Soit & € ,971,”1\971,,,. 11 existe alors (cf. Eq. (173)) F €
Aris(G/H,t) tel que & — F e F,. Par hypothése de récurrence, ceci
implique que ¢ — F € .«/g;s(G/H, 7). On a donc bien @ € .«/g;(G/H, 7).
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