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It is well known that, on Rn; every smooth function annihilated by a finite

codimensional ideal in the algebra of constant coefficient differential operators, is a

linear combination of polynomial exponential functions, PðxÞelðxÞ; l 2 HomðRn;CÞ:
Furthermore, the polynomial functions are obtained by applying to the exponential

functions elðxÞ some constant coefficient differential operator in the parameter l: We

generalize this fact to the reductive symmetric spaces’ case, the role of the exponential

functions being taken by the Eisenstein integrals. # 2002 Elsevier Science (USA)

Key Words: reductive symmetric spaces; Eisenstein integrals; invariant differential

operators; asymptotic expansions; Plancherel formula.
1. INTRODUCTION

Let G be a reductive Lie group in the Harish-Chandra class, s an
involution of G; H an open subgroup of the group of its fixed points, and
DðG=HÞ the algebra of left G-invariant differential operators on G=H: Let y
be a Cartan involution of G commuting with s: We fix a finite dimensional
unitary representation, ðt;VtÞ; of the group K of fixed points for y:

Let AðG=H ; tÞ denote the space of DðG=HÞ-finite, t-spherical functions
on G=H: We fix a maximal abelian subspace, a|; of the subspace of
antiinvariant elements of g under the differential of s and y: If P is a sy-
stable parabolic subgroup of G containing A| :¼ exp a|; let P ¼ MPAPNP be
its Langlands s-decomposition, where AP � A|; rP be the half-sum of the
roots of aP in nP counted with their multiplicities, and SP the set of roots of
aP in nP: We fix a minimal sy-stable parabolic subgroup of G containing A|;
denoted by P|: Let us suppose, for the introduction only, that there exists a
unique open ðH ;P|Þ-double coset of G; i.e., G ¼ ClðHP|Þ: Let %PP| denote the
sy-stable parabolic subgroup yðP|Þ of G:

For each sy-stable parabolic subgroup P of G containing A|; each smooth
DðMP=MP \ HÞ-finite tjK\MP

-spherical function c on MP=MP \ H ; which
is square integrable, and each element l of ðaPÞ

n

C; such that Re l� rP is
371
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strictly SP-dominant, we have the Eisenstein integral EðP;c; lÞ; given by an
integral, which defines an element of AðG=H; tÞ: This family of functions
has a meromorphic continuation in l 2 ðaPÞ

n

C:
For each sy-stable parabolic subgroup P containing A| and each element

l of ðaPÞ
n

C; we define ðP; lÞ-regularizing polynomials (cf. Section 3,
Definition 2) in the following way. These are nonzero polynomials p on
ðaPÞ

n

C; products of affine forms, which satisfy, for all such c; the following
relation:

pðnÞEðP;c; nÞ is holomorphic in n on a neighbourhood of l:

Let us denote by AEisðG=H ; tÞ the vector subspace of AðG=H ; tÞ generated
by derivatives of such functions along the parameter n; at l; for arbitrary l
(cf. Section 3, Definition 3). The elements of this space are called derivatives
of Eisenstein integrals.

Let us remark that square integrable elements of AðG=H ; tÞ are elements
of AEisðG=H; tÞ: These are Eisenstein integrals for P ¼ G:

Theorem. Let ðt;VtÞ be a finite dimensional unitary representation of K :
One has the following vector space equality:

AðG=H; tÞ ¼ AEisðG=H; tÞ:

The proof rests on an idea used by Franke to obtain the same kind of
result for automorphic forms (cf. [16, Section 6] see also the article [24]). A
crucial role is played by the projection of real parts of asymptotic exponents
of elements of AðG=H ; tÞ along %PP|; on the Weyl chamber determined by %PP|

in a| (one needs to take the opposite of P| to solve some technical problems
which will not be mentioned in this section). The role of this projection has
been pointed out independently by Carmona [7] and Hecht and Schmid
[18, Section 4]), in the Langlands’ classification for irreducible representa-
tions of reductive real groups (see also [12], for the symmetric spaces’ case).

We will use here the theory of asymptotic expansions along parabolic
subgroups, introduced by Wallach [25] (see also the articles of van den Ban
and Schlichtkrull [1, 3, 4]).

Let F be a nonzero element of AðG=H; tÞ: Let us suppose that F is
annihilated by a nontrivial power of a maximal ideal I of DðG=HÞ: We have
the asymptotic expansion of F along %PP| as follows:

Fðg expðtX ÞHÞ 	
t!þ1

X
x2S�N:S %PP|

pxð %PP|jF; g; tX Þe
tðx�r %PP|

ÞðX Þ
;

where g 2 G and X 2 aþ%PP|
; the positive Weyl chamber associated to S %PP|

; such
that S is a finite subset of ða|Þ

n

C only depending on P| and I ; and, for each
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g 2 G and x 2 S �N:S %PP|
; pxð %PP|jF; gÞ is a polynomial function on a0: Here

N:S %PP|
denotes the set of elements of the form

P
a2S %PP|

naa with each na 2 N:
We say that x 2 S �N:S %PP|

is an asymptotic exponent of F along %PP| if and
only if pxð %PP|jFÞ is not identically equal to zero. For such a x; the function
pxð %PP|jFÞ is called the asymptotic coefficient of F along %PP| related to x: The
fact that F is nonzero implies that the set of asymptotic exponents of F
along %PP| is not empty.

We start by ordering leading asymptotic exponents x of F along %PP|

according to the length of the projection ðRe xÞ %PP|
of Re x on the closure of

the convex cone C %PP|
:¼ fn 2 an

| j ðx; aÞ > 0; a 2 S %PP|
g:

We denote by TðFÞ the subset of an

| of elements ðRe xÞ %PP|
; where x is

a leading asymptotic exponent of F along %PP|; of maximal length in the set
of projections on C %PP|

of real parts of asymptotic exponents of F along
%PP|: Since F is nonzero, this set is not empty. Moreover, it is contained
in a finite set which depends only on the ideal I : The set Tð0Þ is setted to
be empty. The main idea is to construct a derivative of Eisenstein integrals F

annihilated by a nontrivial power of I such that either TðF� F Þ is
empty (so F� F is equal to zero), or the length of the elements of TðF� F Þ
is strictly less than the length of those of TðFÞ or the lengths of the elements
of TðFÞ and TðF� F Þ are equal but TðF� F ÞJTðFÞ; the main result
being obtained by induction on the length and the number of elements
of TðFÞ:

We first treat the case when TðFÞ is reduced to zero (cf. Section 5). Then
F is tempered and defines a linear form on the Schwartz space of t-spherical
functions, CðG=H ; tÞ; which is annihilated by a nontrivial power of I : One
shows, using the fact that I is of finite codimension and the characterization
by Carmona and Delorme of the Fourier transform of CðG=H; tÞ (cf. [10,
Theorem 6]), that this linear form is defined by a derivative of Eisenstein
integrals along imaginary parameters (cf. Theorem 5.1 and its Corollary).

Let us now consider the case when TðFÞ is not reduced to zero, which
implies that 0 =2 TðFÞ: Let Z 2 TðFÞ:We denote by P the sy-stable parabolic
subgroup of G containing P|; which stabilizes Z viewed as an element of gn;
i.e., its Lie algebra is spanned by the sum of the Lie algebra of P| and the
weight subspaces associated to the roots which are orthogonal to Z: Let x be
an asymptotic exponent of F along %PP| such that ðRe xÞ %PP|

¼ Z; and let us
denote by lx the restriction to aP of �x:

Thus defined, �lx is a leading asymptotic exponent of F along %PP :¼ yðPÞ;
its real part is equal to Z and is strictly S %PP-dominant (in this way, lx is
strictly SP-dominant, which explains in part why one takes �xjaP

instead of
xjaP

for lx). Moreover, we show that its related asymptotic coefficient is
tempered on MP=MP \ H: Then, according to the first step (when
TðFÞ ¼ f0g), it is a derivative of Eisenstein integrals on MP=MP \ H

along imaginary parameters.
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Let l be an element of ðaPÞ
n

C such that Re l� rP is strictly SP-dominant.
A Langlands’ classical lemma (see [22, Lemma 3.12], or [5, Chap. 4, Lemma
4.4]) relates the asymptotic behaviour of matrix coefficients to the action of
certain intertwining operators on induced representations. We generalize
this result in the sense that we look at asymptotic behaviours of some
‘‘generalized’’ matrix coefficients of generalized principal series in certain
directions to infinity (see Lemma 15). Since Eisenstein integrals are t-
spherical versions of such matrix coefficients, we obtain, from the general-
ization described above, an Eisenstein integral on G=H; given by an integral,
such that its asymptotic coefficient along %PP related to �l; is equal on
MP=MP \ H to an Eisenstein integral on MP=MP \ H ; also given by an
integral (see Proposition 6.0.1).

We then generalize some holomorphic properties of asymptotic coeffi-
cients associated to a certain class of holomorphic families of eigenfunctions
under the action of DðG=HÞ given by van den Ban in [1, Sections 11, 12] (see
also [3]), to some holomorphic families of DðG=HÞ-finite functions (cf.
Section 7). These holomorphic properties allow us to extend by holo-
morphic continuation the asymptotic properties obtained in Section 6 and
recalled above to a set where the Eisenstein integrals are not necessarily
defined by integrals and which also contains lx (here, we use the fact that lx
is strictly SP-dominant). Moreover, one gives a link between derivatives
along the parameter of some asymptotic coefficients related to these families
and asymptotic coefficients of derivatives (cf. Lemma 27). This link allows us
to deduce, from the asymptotic properties obtained for Eisenstein integrals,
some asymptotic properties for their derivatives along the parameter.

Then, according to the mentioned properties satisfied by lx and by its
related asymptotic coefficient in the asymptotic expansion of F along %PP; we
obtain, by using the construction given by Proposition 8.0.1, the existence of
an element Flx of AEisðG=H; tÞ annihilated by a nontrivial power of I such
that its asymptotic coefficient along %PP related to �lx is equal to the one of F
(cf. proof of Proposition 9.1.1). Moreover, we show in (ii) (resp. (iii)) of
Proposition 8.0.1 that all the real parts of the asymptotic exponents of Flx
along %PP| (resp. %PP) are, for an order depending on P| (resp. P), less than or
equal to Z (resp. with equality only for the asymptotic exponent �lx). We
then achieve that x is the only asymptotic exponent of F along %PP| such that
ðRe xÞ %PP|

is equal to Z; xjaP
¼ �lx and also �lx is an asymptotic exponent of

Flx along
%PP: Summing the Flx on such x with ðRe xÞ %PP|

¼ Z; we thus construct
an element FZ of AEisðG=H; tÞ annihilated by a nontrivial power of I : It
results from some properties of the projection on the closed convex cone C %PP|

and the mentioned properties of the functions Flx that each asymptotic
exponent x of FZ along %PP| such that jjðRe xÞ %PP|

jj ¼ jjZjj is not an asymptotic
exponent of F� FZ along %PP| (cf. Eq. (172)). This implies that, if TðFÞ is not
reduced to Z; then TðF� FZÞ is contained in TðFÞ=fZg:
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One can easily check that the required properties for the desired F hold
for F ¼ FZ: This gives the induction step and hence achieves the proof of the
main Theorem.

2. NOTATIONS

Si E est un espace vectoriel, on note IdE l’application identique de E; En

son dual. S’il est réel, EC désigne son complexifié et SðEÞ l’algèbre
symétrique de EC: Alors SðEÞ (resp. SðEnÞ) consiste en les fonctions
polynômiales sur En

C (resp. EC). Le symbole 0 indiquera le dual topologique
d’un espace vectoriel topologique, et le symbole t indiquera l’application
transposée d’une application linéaire continue. Soit F un sous-espace
vectoriel de E: On considère dans la suite la restriction ljF à F de l 2 En ou
l 2 En

C comme un élément de Fn
C:

Si S est un groupe de Lie réel, S0 désigne sa composante neutre, eS son
élément neutre, ZðSÞ son centre, s son algèbre de Lie, zðsÞ le centre de s; UðsÞ
l’algèbre enveloppante de sC; ZðsÞ le centre de UðsÞ; Ŝ son dual unitaire.

Soient G un groupe de Lie réductif dans la classe de Harish-Chandra (cf.
e.g., [18, (2.1)]), s une involution de G; y une involution de Cartan de G

commutant avec s; H un sous-groupe ouvert du groupe des points fixes de s;
K le sous-groupe des points fixes de y: Soit s (resp. q) le sous-espace propre
de la différentielle de y (resp. s), notée encore de même, pour la valeur
propre �1: Si P est un sous-groupe parabolique sy-stable de G; on note LP

son sous-groupe de Levi stable par s et y; i.e., LP ¼ P \ yðPÞ; dite
composante de Levi, NP son radical unipotent et P ¼ MPAPNP sa s-
décomposition de Langlands. En particulier, on note G ¼ MGAG la s-
décomposition de Langlands de G: Ici AG est le sous-groupe de la
composante déployée de G formé des éléments a de celle-ci tels que sðaÞ ¼
a�1: On l’appelle composante s-déployée de G: Clairement, si P est un sous-
groupe parabolique sy-stable de G; ðLP; sjLP

; yjLP
;H \ LPÞ vérifie les mêmes

hypothèses que ðG; s; y;HÞ; et de même en remplaçant LP par MP: Toutes
les notations introduites pour ðG; s; y;HÞ sont étendues aux quadruplets
vérifiant les mêmes hypothèses.

On dispose d’une application HG de G=H dans aG qui, à gH; associe
log a 2 aG où g ¼ ma avec m 2 MG; a 2 AG: Il est à noter que H est contenu
dans MG: De plus, on a:

ðMG=HÞ � aG est difféomorphe à G=H par l0application

ðx;X Þ/ ðexp X Þx:
ð1Þ

On se fixe dans toute la suite un sous-espace abélien maximal a| de s \ q: On
note Dðg; a|Þ l’ensemble des racines de a| dans g et L| le centralisateur dans



SOFIANE SOUAIFI376
G de a|: C’est la composante de Levi d’un sous-groupe parabolique sy-
stable minimal. Il admet pour s-décomposition de Langlands L| ¼ M|A|

où A| ¼ exp a|: On a G ¼ KL|H:
Soit P un sous-groupe parabolique sy-stable de G contenant L|: Alors L|

est contenu dans LP et AP est contenu dans A|: On note SP l’ensemble des
racines de aP dans nP et aþP :¼ fX 2 aPj aðX Þ > 0; a 2 SPg:

On appelle s-sous-groupe de Levi de G; toute composante de Levi d’un
sous-groupe parabolique sy-stable contenant L|: On note L l’ensemble des
s-sous-groupes de Levi de G: Si L est un s-sous-groupe de Levi de G; on
note L ¼ MA sa s-décomposition de Langlands et PðLÞ l’ensemble des
sous-groupes paraboliques sy-stables de G dont la composante de Levi est
égale à L: Si L ¼ L|; on notera P au lieu de PðL|Þ:

On note W| le quotient du normalisateur NK ða|Þ de a| dans K par son
centralisateur. Soit W H

| (resp. W M
| ) l’ensemble des éléments de W|

admettant un représentant dans l’intersection de H (resp. M) avec NK ða|Þ:
On fixe dans NK ða|Þ un ensemble WM de représentants des ðW H

| ;W M
| Þ-

doubles classes, contenant eG: C’est, pour tout sous-groupe parabolique sy-
stable Q de G de sous-groupe de Levi L; un ensemble de représentants des
ðH;QÞ-doubles classes ouvertes de G:

On se fixe dans toute la suite de l’article un ensemble de racines positives,
Ssy; du système de racines de a| dans la sous-algèbre de Lie de g; gsy; formée
des points fixes de sy: On note Pst (st pour standard) le sous-ensemble de P
formé des P 2 P tels que l’ensemble des racines de a| dans l’algèbre de Lie de
P contienne Ssy: On note, pour L 2 L; PstðLÞ l’ensemble des éléments de
PðLÞ contenant un élément de Pst et Fst l’ensemble des sous-groupes
paraboliques sy-stables de G contenant un élément de Pst dont la
composante de Levi est un s-sous-groupe de Levi. Tous les ensembles ci-
dessus sont finis, mais contrairement au cas des groupes, Pst n’est pas
nécessairement réduit à un élément.

On dit que deux sous-groupes paraboliques sy-stables de G; P et Q; sont
s-associés si aP et aQ sont conjugués par un élément de K : On choisit un
ensemble F de représentants des classes de s-association de sous-groupes
paraboliques sy-stables, contenu dans Fst: Un tel choix est possible (cf. [10,
Lemme 8]).

On se fixe une forme bilinéaire B sur g; Ad G-invariante telle que la forme
quadratique sur g;

X / jjX jj2 :¼ �BðX ; yX Þ; ð2Þ

soit définie positive. On suppose en outre que B est invariante par s et y;
co.ııncide avec la forme de Killing sur ½g; g� et que le centre z de g est
orthogonal à ½g; g�: Si P 2 PðLÞ; on notera rP l’élément de an

| ; demi-somme
des racines de a dans nP; comptées avec leurs multiplicités. La forme B
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détermine un produit scalaire sur a; ce qui détermine une mesure de Haar
sur a: On munira ian de la mesure duale. Précisons cette notion. Soit E un
espace vectoriel réel de dimension finie et dX une mesure de Haar sur E:
Pour f élément de l’espace de Schwartz SðEÞ; on définit sa transformée de
Fourier relativement à dX ; f̂ 2 SðiEnÞ par f̂ðlÞ ¼

R
E

f ðX Þe�hl;Xi dX ; l 2 iEn:
On identifie iðiEnÞn à E en posant hhX ; lii ¼ �hl;Xi; pour X 2 E; l 2 iEn:
La mesure duale de dX est la mesure de Haar sur iEn; dl; telle que, notant
encore # la transformée de Fourier relativement à dl; de SðiEnÞ dans SðEÞ;
on ait ðf̂ Þ#¼ f pour f 2 SðEÞ: La transformée de Fourier s’étend
naturellement aux distributions.

On note DðG=HÞ l’algèbre des opérateurs différentiels sur G=H invariants
par les translations à gauche par les éléments de G: On identifiera DðG=HÞ à
l’algèbre UðgÞh=UðgÞh \ UðgÞh; agissant par représentation régulière droite
sur C1ðG=HÞ (cf. [1, Lemme 2.1]). Pour P 2 PðLÞ; on définit comme dans
[1, (20)] un homomorphisme 0mP de DðG=HÞ dans DðL=L \ HÞ par:

D �0mPðDÞ 2 %nnPUðgÞ þ UðgÞh ðD 2 DðG=HÞÞ: ð3Þ

On observera l’abus de notation qui consiste à ne pas distinguer un élément
de DðG=HÞ (resp. DðL=L \ HÞ) avec un représentant dans UðgÞH (resp.
UðlÞL\H ). On remarque que DðL=L \ HÞ est canoniquement isomorphe à
DðM=M \ HÞ � SðaÞ (cf. [1, Éq. (19)]) ce qui permet de regarder DðL=L \
HÞ comme l’algèbre des fonctions polynômiales sur an

C à valeurs dans
DðM=M \ HÞ: On définit alors un morphisme d’algèbres de DðG=HÞ dans
DðL=L \ HÞ; mP; caractérisé par:

mPðDÞðlÞ ¼ 0mPðDÞðlþ rPÞ ðl 2 an

CÞ: ð4Þ

On note sd ¼ s \ q þ iðk \ qÞ et on fixe un sous-espace abélien maximal de
sd ; ad ; contenant a|: On note W ðadÞ le groupe formé des restrictions à ad des
automorphismes intérieurs de gC préservant ad et W MðadÞ :¼ fw 2 W ðadÞj
wja ¼ Idag: On dispose de l’isomorphisme de Harish-Chandra, gad ; de
DðG=HÞ sur Sðad ÞW ðad Þ: On note gL=L\H

ad l’isomorphisme de Harish-Chandra
pour L=L \ H de DðL=L \ HÞ sur l’algèbre SðadÞW

M ðad Þ: On a (cf. [1, Éq.
(21)]):

gL=L\H

ad 8 mP ¼ gad : ð5Þ

Si f est une fonction de classe C1 sur G=H et L un élément de ðadÞnC; on dit
que f est un vecteur propre (resp. propre généralisé d’ordre n) sous DðG=HÞ
pour la valeur propre L si et seulement si:

ðD � gad ðDÞðLÞÞf ¼ 0

ðresp: ðD � gad ðDÞðLÞÞnf ¼ 0Þ ðD 2 DðG=HÞÞ:
ð6Þ
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On se fixe désormais une représentation unitaire de dimension finie de K ;
ðt;VtÞ:

3. ENONCÉ DU THÉORÈME PRINCIPAL

3.1. Dérivées d’intégrales d’Eisenstein

On note C1ðG=H; tÞ l’espace vectoriel des fonctions F de classe C1

sur G=H à valeurs dans Vt; t-sphériques. On note AðG=H ; tÞ le sous-espace
de C1ðG=H; tÞ formé des éléments DðG=HÞ-finis. Pour un idéal I de
codimension finie dans DðG=HÞ; on désigne par AðG=H; tÞðIÞ l’ensemble des
éléments de AðG=H ; tÞ annulés par une puissance non nulle de I :

Soit L 2 L avec L ¼ MA sa s-décomposition de Langlands. On note tM

(resp. tL) la restriction de t à K \ M (resp. K \ L) noté aussi KM (resp. KL).
On définit comme dans [10, (2.9)]:

A2ðM ; tÞWM
¼ �w2WM

A2ðM=M \ w�1Hw; tMÞ; ð7Þ

où A2ðM=M \ w�1Hw; tMÞ est l’espace des fonctions de classe C1; tM-
sphériques sur M=M \ w�1Hw qui sont de carré intégrable et
DðM=M \ w�1HwÞ-finies. On rappelle que WM a été défini a la Section
2. Ces espaces sont de dimension finie (cf. [14, Proposition 1]).

On rappelle maintenant la définition des intégrales d’Eisenstein (cf. [10,
Section 3]). Soient P 2 PðLÞ et l un élément de an

C tel que Re l� rP soit
strictement SP-dominant, où rP est la demi-somme des racines de a dans nP:
A tout c ¼ ðcwÞw2WM

2 A2ðM; tÞWM
; on associe la fonction CWM

l ; définie,
pour x 2 G=H; par:

CWM

l ðxÞ ¼

0 si x =2
S

w2WM
Pw�1H ;

a�lþrPcwðmÞ si x ¼ namw�1H; avec

n 2 NP; a 2 A;m 2 M ;w 2 WM :

8><>:
L’intégrale d’Eisenstein EðP;c; lÞWM

est définie, pour x 2 G=H ; par:

EðP;c; lÞWM
ðxÞ ¼

Z
K

tðk�1ÞCWM

l ðkxÞ dk: ð8Þ

Cette intégrale converge et définit un élément de AðG=H; tÞ:

DeŁ finition 1. On utilisera la définition d’une fonction holomorphe ou
analytique complexe (resp. C1) définie sur un ouvert U d’un espace
vectoriel complexe de dimension finie à valeurs dans un espace localement
convexe séparé E donnée dans [6, Section 3.2.1]. Rappelons que si E est
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quasi-complet, f est holomorphe (resp. C1) si et seulement si f est
faiblement holomorphe (resp. faiblement C1), c’est à dire, pour toute forme
linéaire continue u sur E; u 8 f ; à valeurs dans C; est holomorphe (resp. C1)
(cf. [6, Section 3.3.1]).

On dira qu’une fonction f définie sur un ouvert dense U 0 d’un ouvert U

d’un espace vectoriel complexe de dimension finie, à valeurs dans E; est
méromorphe sur U ; si et seulement si, pour tout x0 2 U ; il existe un
voisinage V de x0 dans U et une fonction gx0

holomorphe sur V à valeurs
dans C; telle que gx0

f se prolonge en une fonction holomorphe sur V à
valeurs dans E (cf. [9, Section 2.2]).

Si E est quasi-complet, on dira simplement que f est holomorphe (resp.
méromorphe) sur U si et seulement si f est holomorphe (resp. méromorphe)
sur U à valeurs dans E:

Avec ces définitions, EðP;c; lÞWM
admet un prolongement méromorphe

en l 2 an
C (cf. [10, Section 3]).

Lemme 1. Si W et W0 sont deux ensembles de représentants dans

NK ða|Þ des ðW H
| ;W M

| Þ-doubles classes de W|: Pour tout c 2 A2ðM ; tÞW;
il existe c0 2 A2ðM; tÞW0 tel qu’on ait l’égalité de fonctions méromorphes en

l 2 an
C:

EðP;c0; lÞW0 ¼ EðP;c; lÞW:

Preuve. Soit c ¼ ðcwÞw2W 2 A2ðM ; tÞW: Pour tout w0 2 W0; il existe un
unique w 2 W tel que w0 2 W H

| wW M
| ; donc w0 ¼ hw0wmw0 ; où hw0 2 H ; et

mw0 2 KM normalisent a|: On pose, pour tout w0 2 W0; c0
w0 ¼ Rðmw0 Þ

�1cw: On
vérifie aisément que c0 ¼ ðc0

w0 Þw02W0 est un élément de A2ðM; tÞW0 et que
EðP;c0; lÞW0 ¼ EðP;c; lÞW: ]

Si aucune confusion n’est possible, on omettra, dans les notations
précédentes, l’indice WM :

Soit PðSPÞ l’ensemble des fonctions polynômiales non nulles qui sont
produits de fonctions affines de la forme l/ ðl; aÞ � r (a 2 SP; r 2 C)
et pour R 2 R; on pose

anðP;RÞ :¼ fl 2 an

CjReðl; aÞ > R; a 2 SPg:

Lemme 2. Soit R 2 R: Il existe un polynôme bR 2 PðSPÞ tel que, pour tout

c 2 A2ðM ; tÞ:

(i) l/ bRðlÞEðP;c; lÞ soit holomorphe sur anðP;RÞ à valeurs dans C1

ðG=H; tÞ;



SOFIANE SOUAIFI380
(ii) il existe r > 0 tel que, pour tout D 2 UðgÞ; il existe C > 0 et n 2 N

vérifiant:

jjðLDbRðlÞEðP;c; lÞÞðk expðX ÞHÞjj4Cð1þ jjljjÞneðrþjjRe ljjÞjjX jjjjcjj;

pour l 2 anðP;RÞ; k 2 K et X 2 a| et

(iii) l/ bRðlÞEðP;c; lÞ est élément de eIIII 0holðG;L; tÞ (cf. [14, fin de la

Section 7], pour la définition de cet espace).

Preuve. On se restreint, grâce à la décomposition (2.2) de [10], au cas où
c 2 A2ðM ; tÞd; où d est une représentation unitaire irréductible de M ; avec
A2ðM ; tÞd désignant l’espace défini dans [10, (2.10)]. Alors (i) et (ii) résultent
de (2.13) et (3.4) de loc.cit. joint à [13, Proposition 2]. Pour (iii), on se réfère
à [10, Proposition 1]. ]

DeŁ finition 2. Soit l 2 an
C: On dit qu’un polynôme p sur an

C est
ðP; lÞ-régularisant (ou l-régularisant s’il n’y a pas d’ambiguité) si p est un
élément non nul de SðaÞ; produit de formes affines sur an

C; tel qu’il existe un
voisinage V ðlÞ de l dans an

C pour lequel pðnÞEðP;c; nÞ; c 2 A2ðM ; tÞ; soit
holomorphe en n 2 V ðlÞ:

Les polynômes ðP; lÞ-régularisants minimaux (pour le degré) sont dits
ðP; lÞ-normalisants (ou plus simplement, l-normalisants).

Lemme 3. Soient P 2 PðLÞ et l 2 an
C:

(i) Il existe un polynôme ðP; lÞ-régularisant.
(ii) Tout polynôme ðP; lÞ-normalisant s’écrit comme produit de formes

affines de la forme n/ ðn; aÞ � r (a 2 SP; r 2 C), i.e., élément de PðSPÞ;
s’annulant en l:

(iii) Si p est ðP; lÞ-normalisant, les polynômes ðP; lÞ-régularisants en sont

ses multiples, par des produits de formes affines sur an
C: En particulier, on a

unicité de p à une multiplication par une constante près.

Preuve. On choisit R 2 R tel que anðP;RÞ contienne l: Alors (i)
résulte du Lemme 2(i), ainsi que l’existence d’un polynôme p 2 PðSPÞ;
ðP; lÞ-normalisant. Notons p ¼

Q
lni

i avec li formes affines du type
n/ ðn; aiÞ � ri (ai 2 SP; ri 2 C) non proportionnelles deux à deux, et ni 2
Nn: Supposons qu’il existe i0 tel que li0ðlÞa0: Il existe alors un voisinage
V ðlÞ de l dans an

C tel que, sur celui-ci, n/ ðli0ðnÞÞ
�1 et n/ pðnÞEðP;c; nÞ

ðc 2 A2ðM ; tÞÞ soient holomorphes. Si on pose pi0 ¼
Q

iai0
lni

i ; on a
alors n/ pi0 ðnÞEðP;c; nÞ holomorphe sur V ðlÞ pour tout c 2 A2ðM ; tÞ;
ce qui implique que pi0 est l-régularisant. Comme le degré de pi0 est
strictement inférieur à celui de p; ceci contredit la minimalité du degré de p

dans l’ensemble des polynômes l-régularisants. On a donc, pour tout i;
liðlÞ ¼ 0:
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Pour montrer (iii), on utilise le fait simple suivant:

Si f est une fonction holomorphe sur un voisinage de 0

dans Cn; les conditions suivantes sont équivalentes :

ðaÞ z�n
1 f admet un prolongement holomorphe en 0

ðbÞ f ; @
@z1

f ; . . . ; @n�1

@zn�1
1

f s0annulent sur un voisinage de 0

dans l0hyperplan d0équation z1 ¼ 0:

ð9Þ

On a (a) entraine (b) car en notant g le prolongement holomorphe de z�n
1 f ;

on a f ¼ zn
1g: Si (b) est vrai, le développement de Taylor de f en 0, écrit selon

les puissances croissantes de z1; montre qu’il n’y a que des puissances de z1
strictement plus grandes que n; d’où le résultat.

Soit p0 un polynôme l-régularisant et supposons qu’il existe i tel que lni

i ne
divise pas p0: On pose pi ¼ l�ni

i p: La minimalité du degré de p dans
l’ensemble des polynômes l-régularisants implique que pi n’est pas l-
régularisant. Par ailleurs, l’identité de fonctions holomorphes au voisinage
de l:

pðnÞp0ðnÞEðP;c; nÞ ¼ p0ðnÞpðnÞEðP;c; nÞ ðc 2 A2ðM ; tÞÞ

implique que:

ðliðnÞÞ
�ni p0ðnÞpðnÞEðP;c; nÞ holomorphe;

pour tout c 2 A2ðM; tÞ; sur un voisinage de l:
ð10Þ

Soit n le plus grand entier tel que ðliðnÞÞ
�np0ðnÞ soit holomorphe au voisinage

de l: Alors noni: On voit, grâce à la traduction de (10) à l’aide de (9), que
ðliðnÞÞ

n�ni pðnÞEðP;c; nÞ est holomorphe au voisinage de l pour tout c 2
A2ðM ; tÞ: Tenant compte du fait que A2ðM ; tÞ est de dimension finie, cela
implique que ln�ni

i p est l-régularisant. Ce qui contredit la minimalité du
degré de p dans l’ensemble des polynômes l-régularisants. Donc p0 est
divisible par lni

i pour tout i; donc est multiple de p: L’assertion sur l’unicité
des polynômes l-normalisants est immédiate. ]

Soit E un espace vectoriel sur R de dimension finie. Si l 2 En
C; soit @ðlÞ

l’opérateur différentiel sur En
C à coefficients complexes constants donné par:

ð@ðlÞ f ÞðnÞ ¼
d

dt
ð f ðnþ tlÞÞjt¼0 ð f 2 C1ðEn

CÞÞ:

L’application l/ @ðlÞ s’étend en un isomorphisme de SðEnÞ sur l’algèbre
des opérateurs différentiels sur En

C à coefficients complexes constants.
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Le résultat technique énoncé dans le lemme suivant joue un rôle
important dans la suite.

Lemme 4. Soit l0 2 En
C: Pour tous p; p0 éléments non nuls de SðEÞ;

produits de formes affines sur En
C; et tout élément u de SðEnÞ; il existe

u0 2 SðEnÞ tel que, pour toute fonction f 2 C1ðEn
CÞ;

@ðu0Þðp0ðnÞ f ðnÞÞjn¼l0 ¼ @ðuÞðpðnÞ f ðnÞÞjn¼l0 :

Preuve. Soit p 2 SðEÞ; non nul, produit de formes affines sur En
C:

Montrer l’assertion du lemme revient à montrer que l’espace vectoriel Fp des
distributions sur En

C engendré par fp@ðuÞdl0 j u 2 SðEnÞg; où dl0 désigne la
masse de Dirac en l0; est indépendant de p: Par translation par l0; on se
ramène au cas où l0 ¼ 0; ce que l’on fait dans la suite. Tout d’abord, on a:

Fp � F1; ð11Þ

car F1 est l’espace des distributions à support 0: On écrit p ¼ qp0; avec q

produit de formes affines non nulles sur En
C ne s’annulant pas en 0; et p0

produit de formes linéaires sur En
C; donc d’éléments non nuls de EC; p0 ¼

Pd0
i¼1Xi (Xi 2 EC � f0g). On note Hi ¼ fn 2 En

C j nðXiÞ ¼ 0g: Soit l 2 En
C =

S
Hi: Alors

ð@ðlÞd0p0Þð0Þ ¼ d0!
Q

lðXiÞa0;

ð@ðlÞkp0Þð0Þ ¼ 0 si kad0:
ð12Þ

Par application de la formule de Leibnitz à ð@ðlÞnþd0p0 f Þð0Þ; f un élément de
C1ðEn

CÞ; on trouve grâce à (12):

ð@ðlÞnf Þð0Þ ¼ ðCd0
nþd0

ð@ðlÞd0p0Þð0ÞÞ
�1ð@ðlÞnþd0p0 f Þð0Þ ðn 2 NÞ: ð13Þ

Par densité, on voit que les puissances @ðlÞn de @ðlÞ (l 2 En
C=

S
Hi;

n 2 N) engendrent l’algèbre des opérateurs différentiels sur En
C à coefficients

complexes constants. Il résulte donc de (13) que F1 � Fp0 puis, en multipliant
f par q; que:

Fq � Fp: ð14Þ

Montrons maintenant que:

F1 � Fp: ð15Þ

Pour cela, on montre par récurrence sur n que, pour l 2 En
C;

q@ðlÞnf ¼ @ðlÞnðqf Þ þ
X
ion

@ðlÞiðqif Þ ð f 2 C1ðEn

CÞÞ; ð16Þ
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où les qi sont des éléments de SðEÞ; ce qui résulte immédiatement de l’égalité:

q@ðlÞ f ¼ @ðlÞðqf Þ � ð@ðlÞqÞ f :

Il est à noter que (16) est vraie pour tout q 2 SðEÞ: En transposant l’égalité
(16) pour l’appliquer aux distributions, et tenant compte du fait que qð0Þa0;
une récurrence immédiate montre que F1 � Fq: Tenant compte de (11) et
(14), on a alors l’égalité de F1 et Fp comme désiré. ]

Lemme 5. On note ad
M l’orthogonal dans ad de a: Soient n 2 Nn; L 2 ðad

M ÞnC
et O un ouvert de an

C: Soit F une fonction holomorphe sur O à valeurs dans

C1ðG=H; tÞ telle que, pour l 2 O:

ðD � gad ðD;L� lÞÞnF ðlÞ ¼ 0 ðD 2 DðG=HÞÞ:

Alors, pour tout u 2 SðanÞ et l 2 O; @ðuÞðF ðnÞÞjn¼l vérifie:

ðD � gad ðD;L� lÞÞnþd0u@ðuÞðF ðnÞÞjn¼l ¼ 0;

pour tout D 2 DðG=HÞ; où d0u désigne le degré de u:

Preuve. Soit D 2 DðG=HÞ et p le polynôme sur an
C; l/ gad ðD;L� lÞ:

D’après (16), on a, pour tout u 2 SðanÞ; l’égalité d’opérateurs différentiels
sur an

C:

p@ðuÞ ¼ @ðuÞp þ
X

@ðuiÞqi;

où les ui sont des éléments de Sðan
CÞ de degré strictement inférieur à celui de u

et qi des éléments de SðaÞ: Comme D commute à tout opérateur différentiel
sur an

C; tous deux regardés comme opérateurs différentiels sur an
C � G=H; on

en déduit que, pour tout opérateur différentiel U sur an
C:

ðD � pÞU ¼ UðD � pÞ � U 0; ð17Þ

où U 0 est un opérateur différentiel sur an
C d’ordre strictement inférieur à

l’ordre de U : Par récurrence sur n; on en déduit que, pour U d’ordre 1, il
existe Un; un opérateur différentiel sur an

C d’ordre 0, tel que:

ðD � pÞnU ¼ UðD � pÞn þ UnðD � pÞn�1: ð18Þ

Montrons que, pour tout n 2 N et tout opérateur différentiel U sur an
C

d’ordre m; il existe un opérateur différentiel T sur an
C � G=H tel que:

ðD � pÞmþnU ¼ TðD � pÞn: ð19Þ
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Si l’ordre de U est nul, l’assertion est claire. Si U est d’ordre 1, (19) résulte
de (18).

Alors (19) résulte enfin d’une récurrence faite sur l’ordre de U : Le lemme
en résulte immédiatement. ]

De¤ finition 3. Soit P 2 PðLÞ: On note AEisðG=H; tÞP le sous-espace
vectoriel de C1ðG=H; tÞ engendré par les éléments de la forme

@ðuÞðpðnÞEðP;c; nÞÞjn¼l;

avec l 2 an
C; p un polynôme ðP; lÞ-régularisant (cf. Définition 1), u 2 SðanÞ et

c 2 A2ðM ; tÞ:
Compte tenu du Lemme 3, on remarque que l’espace ainsi défini ne

dépend pas des choix des polynômes régularisants.
On rappelle que l’on a choisi un ensemble F de représentants des classes de

s-association de sous-groupes paraboliques sy-stables, contenu dans Fst:
On définit

AEisðG=H; tÞ ¼
X
P2F

AEisðG=H ; tÞP:

Les éléments de cet espace seront appelés dérivées d’intégrales d’Eisenstein.

Remarque 1. Tout P 2 Fst est de la forme Qw où Q 2 F et w 2 WQ

(cf. [14, Lemme 10(iii)]). Alors, il résulte de la comparaison des intégrales
d’Eisenstein pour P et Q (cf. [10, (3.21)]) que AEisðG=H ; tÞ contient AEis

ðG=H; tÞP pour tout P 2 Fst:

3.2. Enoncé du Théorème principal

Proposition 3.2.1. On a

AEisðG=H ; tÞ � AðG=H; tÞ:

Preuve. Cela résulte du fait qu’une intégrale d’Eisenstein est un élément
de AðG=H ; tÞ; du Lemme 5 et de la Définition 3. ]

On va maintenant énoncer le Théorème principal, les autres parties étant
consacrées à sa démonstration.

TheŁ oreØ me 3.1. Soit ðt;VtÞ une représentation unitaire de dimension finie

de K : On a l’égalité d ’espaces vectoriels:

AðG=H; tÞ ¼ AEisðG=H; tÞ:
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4. FILTRATION DANS L’ESPACE AðG=H; tÞ

Soient P un sous-groupe parabolique sy-stable de G avec P ¼ MAN sa
s-décomposition de Langlands et F un élément de AðG=H; tÞ:

D’après le Théorème 12.8 de [13], il existe un ensemble fini SP d’éléments
de an

C et, pour g 2 G et x 2 SP �N:SP; où N:SP :¼ f
P

a2SP
naa j na 2 Ng; des

fonctions polynômiales pxðPjF; gÞ sur a à valeurs dans Vt telles que:

pour tout X 2 a strictement SP-dominant; Fðg expðtX ÞHÞ

admette pour développement asymptotique au sens de ½3;Section 3�

ðvoir aussi ½25; Section 5�Þ; le long de P; quand t tend versþ1;P
x2SP�N:SP

pxðPjF; g; tX Þetðx�rPÞðX Þ:

ð20Þ

On convient que, pour x =2 SP �N:SP; on a pxðPjF; gÞ ¼ 0; pour tout g 2 G:
On dit que x 2 an

C est un exposant asymptotique de F le long de P si et
seulement si g/ pxðPjF; gÞ n’est pas identiquement nul sur G:

On appelle exposant asymptotique directeur de F le long de P; tout
exposant asymptotique de F le long de P maximal pour l’ordre %P sur an

C

défini par:

x%Px
0 si et seulement si x0 � x 2 N:SP:

On note eðP;FÞ (resp. elðP;FÞ) l’ensemble des exposants asymptotiques
(resp. directeurs, l’indice l pour leading) de F le long de P:

Soit P| 2 P: On note CP|
le cône ouvert de an

| défini par:

CP|
¼ fl 2 an

| j ðl; aÞ > 0; a 2 SP|
g:

A tout l 2 an

| ; on associe lP|
sa projection sur le cône convexe fermé CP|

:

C’est l’unique élément de CP|
de distance minimale avec l: Les propriétés

énoncées ci-dessous sont une conséquence de cette définition. On se réfère à
la discussion de [7], où plus de détails sont donnés. On a, pour tout l 2 an

| ;

l� lP|
2 C0

P|
:¼ fn 2 an

| j ðn; n
0Þ40; n0 2 CP|

g

et ðl� lP|
; lP|

Þ ¼ 0:
ð21Þ

Pour un sous-groupe parabolique sy-stable P de G de s-décomposition de
Langlands P ¼ MAN ; on note 4P la relation d’ordre sur an

C défini par

x4Px
0 si et seulement si x0 � x 2 R50:SP;

où R50:SP :¼ f
P

a2SP
raaj ra50g:
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La définition de C0
P|

entraine que:

pour tout x; x0 2 an

| ; x4P|
x0 équivaut à x� x0 2 C0

P|
: ð22Þ

On va maintenant rappeler un point essentiel de la preuve du Théorème 3 de
[12] (voir aussi corrections dans l’Appendice de [10]) qui nous sera utile pour
la suite. Celui-ci dit que:

x4P|
x0 ou ðx0 � x; xP|

Þ50

implique jjxP|
jj4jjx0P|

jj ðx; x0 2 an

|Þ

avec égalité seulement si xP|
¼ x0P|

:

ð23Þ

En effet, d’après (21), on a ðx0 � x0P|
; x0P|

Þ ¼ 0 et ainsi:

jjx0jj2 ¼ jjx0 � x0P|
jj2 þ jjx0P|

jj2: ð24Þ

Grâce aux propriétés de la projection x0P|
de x0 sur CP|

; comme xP|
2 CP|

:

jjx0 � x0P|
jj4jjx0 � xP|

jj:

Compte tenu de (24), cela implique:

jjx0jj2 � jjx0 � xP|
jj24jjx0P|

jj2: ð25Þ

D’après (22), on a, compte tenu de nos hypothèses sur x et x0; ðx0 � x;
xP|

Þ50: Joint à ce qui précède et au fait que la différence jjx0jj2 � jjx0 � xP|
jj2

soit égale à jjxP|
jj2 þ 2ðx0 � x; xP|

Þ; on obtient:

jjxP|
jj24jjx0jj2 � jjx0 � xP|

jj2: ð26Þ

Il résulte alors de (25) que:

jjxP|
jj4jjx0P|

jj:

Lorsque jjxP|
jj ¼ jjx0P|

jj; ce qui précède (cf. (25) et (26)) montre que jjx0jj2 �
jjx0 � xP|

jj2 ¼ jjxP|
jj2; ce qui, compte tenu de (24), implique:

jjx0 � x0P|
jj ¼ jjx0 � xP|

jj:

D’après les propriétés de la projection sur un cône convexe fermé, cette
égalité implique que x0P|

¼ xP|
: Ceci achève de prouver (23).

On fixe un idéal I de codimension finie dans DðG=HÞ: On note, pour
n 2 Nn et P| 2 P; eðP|; I

nÞ (resp. elðP|; I
nÞ) l’ensemble des exposants

asymptotiques (resp. directeurs) le long de P| des éléments de AðG=H ; tÞðIÞ
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annulés par In: On pose, pour P| 2 P;

elðP|; ðIÞÞ ¼
[

n2Nn

elðP|; I
nÞ:

Lemme 6. Pour tout P| 2 P; l’ensemble des exposants asymptotiques

directeurs, elðP|; ðIÞÞ; le long de P des éléments de AðG=H ; tÞðIÞ est fini.

Preuve. Rappelons certaines propriétés des éléments de eðP|; I
nÞ; n 2 Nn:

D’après [8, Proposition 3, Éq. (18); 1, Lemme 2.2]:

pour tout idéal J de codimension finie dans DðL|=L| \ HÞ;

l0idéal J 0 de DðG=HÞ; engendré par 0m %PP|
ðJÞ ðcf : ð3Þ; pour la

définition de 0m %PP|
Þ; est de codimension finie dansDðL|=L| \ HÞ:

ð27Þ

et

pour tout F 2 AðG=H ; tÞ annulé par J et tout x 2 elðP|;FÞ;

D0pxðP|jF; :ÞjL|=L|\H ¼ 0; pour D0 2 J 0:
ð28Þ

Rappelons maintenant un fait élémentaire. Soit A ¼ C½X1; . . . ;Xn� et I un
idéal de codimension finie dans A: En considérant une suite de Jordan-
Hölder du A-module A=I; on voit que celui-ci est annulé par un idéal de la
forme In1

1 . . .Inp
p où n1; . . . ; np 2 Nn et les Ii sont des idéaux maximaux de

A: En d’autres termes, on vient de voir que:

tout idéal de codimension finie dans A contient

un idéal de la forme In1
1 . . .Inp

p ; où n1; . . . ; np 2 Nn

et les Ii sont des idéaux maximaux de A:

ð29Þ

Nous allons appliquer ce résultat aux algèbres SðadÞW ðad Þ; DðL|=L| \ HÞ et
DðG=HÞ: Soit I un idéal de codimension finie dans DðG=HÞ: D’après (27)
et (29), l’idéal I 0 de DðL|=L| \ HÞ contient un idéal de la forme
ðI 0n1Þ

n1 . . . ðI 0np
Þnp ; où n1; . . . ; np 2 Nn; n1; . . . ; np 2 ðadÞnC et I 0ni

est l’idéal de

DðL|=L| \ HÞ formé des éléments D tels que ðgL|=L|\H

ad ðDÞÞðniÞ ¼ 0 (on
rappelle que gL|=L|\H

ad désigne l’isomorphisme de Harish-Chandra pour
l’espace symétrique réductif L|=L| \ H).

Posons xi :¼ ni ja| et notons I 00xi
l’idéal de Sða|Þ formé des éléments

s’annulant en xi: Alors I 0 contient I 00 :¼ ðI 00x1Þ
n1 . . . ðI 00xp

Þnp :
Soit F 2 AðG=H ; tÞ; annulé par In; et x 2 elðP|;FÞ: On a (cf., e.g.,

[8, Proposition 2(a)]):

pxðP|jF; g expX ;Y Þ ¼ pxðP|jF; g;X þ Y Þeðx�rP|
ÞðX Þ

;

pour tout g 2 G; X ;Y 2 a|:
ð30Þ
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Ceci, joint à ce qui précède, et à (28) montre que X / pxðP|jF;m exp X Þ
(m 2 L|) est le produit d’une fonction polynômiale par e

x�rP| ; annulé par
ðI 00Þn; car l’idéal de D ðL|=L| \ HÞ engendré par 0mP|

ðInÞ contient la
puissance n-ième de celui engendré par 0mP|

ðIÞ: Alors, cela force x� rP|
à

appartenir à l’ensemble fx1; . . . ; xpg: ]

D’après le Lemme 6, l’ensemble elð %PP|; ðIÞÞ est donc fini.

DeŁ finition 4. On fixe une fonction TI strictement croissante de

f0g [
[

P|2Pst

fjjðRe xÞ %PP|
jj j x 2 elð %PP|; ðIÞÞg

à valeurs dans N; valant 0 en 0.
On définit une filtration FI ; indexée sur N; de l’espace AðG=H ; tÞðIÞ; en

notant, pour n 2 N;FI ;n le sous-espace de AðG=H; tÞðIÞ des éléments F pour
lesquels:

TI ðjjðRe xÞ %PP|
jjÞ4n ðP| 2 Pst; x 2 elð %PP|;FÞÞ:

On définit (cf. [1, Éq. (139)]) la fonction YG sur G=H par:

YGðgHÞ ¼ ðXGðgsðgÞ
�1ÞÞ1=2 ðg 2 GÞ; ð31Þ

où XG est la fonction de Harish-Chandra sur G: On définit également, pour
g 2 G; n 2 N;

NnðgHÞ ¼ ð1þ jjX jjÞn; ð32Þ

si g ¼ kðexp X Þh avec k 2 K ; X 2 a|; h 2 H et

NnðlÞ ¼ ð1þ jjljjÞn; ð33Þ

si l 2 ða|Þ
n

C:
Soit AtempðG=H; tÞ le sous-espace vectoriel de AðG=H; tÞ formé des

éléments F vérifiant:

pour tout D 2 UðgÞ; il existe C > 0 et m 2 N vérifiant :

jjðLDFÞðxÞjj4CNmðxÞYGðxÞ ðx 2 G=HÞ:

Les fonctions dans AtempðG=H; tÞ sont appelées fonctions tempérées.

Lemme 7. La filtration FI de AðG=H ; tÞðIÞ est de longueur finie et FI ;0

est contenue dans l’intersection AtempðG=H; tÞðIÞ de AtempðG=H ; tÞ avec

AðG=H; tÞðIÞ:
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Preuve. Comme la fonction TI ne prend qu’un nombre fini de valeurs,
FI est bien de longueur finie.

Le reste de l’assertion résulte de la comparaison entre notre définition
de la tempérance et celle de [13, Définition 2, p. 439] (cf. [14, début de la
Section 5]). ]

5. LE CAS TEMPÉRÉ

Dans cette section, on se propose de montrer que AtempðG=H ; tÞ est
contenu dans AEisðG=H ; tÞ: On commence par établir certaines propriétés
des dérivées d’intégrales d’Eisenstein.

5.1. Dérivées d’intégrales d’Eisenstein et tempérance

Soient G1 le sous-groupe analytique de G d’algèbre de Lie g1 :¼ ½g; g�; et z

le centre de g:
On note c ¼ z \ s et 0G l’intersection des noyaux des homomorphismes

continus de G dans R>0: On a (cf. [23, Part II Section 1.3, Théorèmes 12, 13
et 14]) les décompositions suivantes:

G ¼0G expðcÞ et 0G \ expðcÞ ¼ feGg;

G ¼ K expðsÞ ðdécomposition de CartanÞ;

G1 ¼ K1 expðs1Þ; où K1 ¼ K \ G1; s1 ¼ s \ g1 et

0
G ¼ KG1:

ð34Þ

On munit G d’une fonction notée jj:jj définie, comme dans [4, p. 643], par:

pour X 2 s1; jjexp X jj est égale à la norme de l0opérateur

Adðexp X Þ dans g muni de la norme définie en ð2Þ; et

pour ðk;X ;Y Þ 2 K � s1 � c;

jjkexpðX ÞexpðY Þjj ¼ jjexp X jj expjjY jj:

ð35Þ

En particulier (cf. [3, Lemme 2.1]), il existe c1; c2 > 0 tels que:

ec1 jjX jj4jjk exp X jj4ec2 jjX jj ðk 2 K ; X 2 sÞ:

Soit r 2 R: On introduit comme dans [1, Section 12], l’espace C1
r ðG=HÞ des

fonctions C1 sur G=H à valeurs complexes telles que, pour tout D 2 UðgÞ;

sr;Dð f Þ :¼ sup
x2G=H

jjxjj�rjLDf ðxÞjo1: ð36Þ

Muni de la collection de semi-normes sr;D; cet espace est un Fréchet.
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Pour L 2 L avec L ¼ MA sa s-décomposition de Langlands, O un
ouvert de an

C; n 2 N et L 2 ðad
M ÞnC; on définit alors ArðG=H ;L;OÞn

comme l’espace des fonctions holomorphes F de O à valeurs dans
C1

r ðG=HÞ (la définition de l’holomorphie d’une fonction à valeurs dans
un Fréchet étant donnée dans la Définition 1) telles que, pour tout l 2 O;
la fonction F ðlÞ est propre généralisée d’ordre n þ 1 pour la valeur
propre L� l:

On note AnðG=H;L;OÞn l’espace des fonctions F de O� G=H à valeurs
complexes telles que:

pour tout l 2 O; il existe r 2 R et un voisinage ouvert

V ðlÞ de l dans O tels que F restreinte à V ðlÞ � G=H

soit un élément de ArðG=H;L;V ðlÞÞn:

Soit ArðG=H; t;L;OÞn (resp. AnðG=H ; t;L;OÞn) l’espace des fonctions F de
O� G=H à valeurs dans Vt telles que:

pour tout l 2 O; F ðlÞ 2 C1ðG=H ; tÞ; et; pour tout x 2 Vn
t ;

x 8F 2 ArðG=H ;L;OÞn ðresp: AnðG=H;L;OÞnÞ:
ð37Þ

Enfin on note AnðG=H; t;OÞn l’espace des fonctions F de O� G=H à
valeurs dans Vt qui s’expriment comme sommes finies F ¼

P
L2ðad

M
ÞnC

FL avec
FL 2 AnðG=H; t;L;OÞn:

Lemme 8. Soient O un ouvert de an
C; L un élément de ðadÞnC et F un élément

de l’espace AnðG=H; t;L;OÞn (n 2 N). Alors, pour tout u 2 SðanÞ;

l/ @ðuÞðF ðnÞÞjn¼l 2 AnðG=H; t;L;OÞnþd0u;

où d0u est le degré de u:

Preuve. Soit l 2 O: Le Lemme 5 permet de vérifier que la fonction sur
G=H; @ðuÞðF ðnÞÞjn¼l; se transforme de la façon voulue sous DðG=HÞ:
L’holomorphie de l/ @ðuÞðF ðnÞÞjn¼l résulte de [6, Section 3.2.4]. ]

Lemme 9. Soient P 2 PðLÞ; u 2 SðanÞ; l 2 an
C; p un polynôme ðP; lÞ-

régularisant et f une fonction holomorphe au voisinage de l; à valeurs dans

l’espace des endomorphismes de A2ðM ; tÞ:
Alors, pour tout c 2 A2ðM; tÞ;

(i)

@ðuÞðpðnÞEðP;fðnÞc; nÞÞjn¼l ¼
X

i

@ðuÞðfiðnÞpðnÞEðP;ci; nÞÞjn¼l;
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où les ci 2 A2ðM; tÞ et les fi sont des fonctions sur an
C à valeurs complexes,

holomorphes au voisinage de l;

(ii) @ðuÞðpðnÞEðP;fðnÞc; nÞÞjn¼l est un élément de AEisðG=H; tÞP:

Preuve. Comme A2ðM ; tÞ est de dimension finie, on écrit fðnÞc ¼P
i fiðnÞci; pour n dans un voisinage de l; où les ci forment une base de

A2ðM ; tÞ et les fi sont des fonctions holomorphes au voisinage de l; à
valeurs complexes. On obtient alors (i).

Montrons (ii). En développant l’action de @ðuÞ sur le produit de fiðnÞ par
pðnÞEðP;ci; nÞ; on voit grâce à (i) que @ðuÞðpðnÞEðP;fðnÞc; nÞÞjn¼l est un
élément de AEisðG=H; tÞP (cf. Définition 3, pour la définition de cet
espace). ]

Proposition 5.1.1. Soient R 2 R; P 2 PðLÞ et f une fonction holomorphe

au voisinage de l; à valeurs dans l’espace des endomorphismes de A2ðM ; tÞ:
Soit p un multiple de bR; où bR 2 PðSPÞ est donné par le Lemme 2.

Alors, pour tout u 2 SðanÞ et c 2 A2ðM ; tÞ;

l/ @ðuÞðpðnÞEðP;fðnÞc; nÞÞjn¼l 2 AnðG=H ; t; anðP;RÞÞd0u:

Preuve. On écrit p ¼ p0 � bR et on applique le lemme 9(i), en y remplaçant
f par p0 � f: En développant l’action de @ðuÞ sur le produit de fiðnÞ par
bRðnÞEðP;ci; nÞ; on se ramène au cas où p ¼ bR et f est constant et égal à
IdA2ðM ;tÞ:

En utilisant la décomposition (2.9) dans [10] de A2ðM ; tÞ; on peut, par
linéarité, se ramener, grâce à (1.8) de loc.cit., au cas où c 2 A2ðM=M \
w�1Hw; tÞ (w 2 WM ) est propre pour la valeur propre L 2 ðad

M ÞnC sous
DðM=M \ w�1HwÞ:

Les équations (3.30) et (3.31) de [15] montrent comment les intégrales
d’Eisenstein se transforment sous DðG=HÞ: Joint au Lemme 2(ii), on voit
alors que l/ pðlÞEðP;c; lÞ est un élément de AnðG=H; t;L;OÞ0: Dans ce
cas, le Lemme 8 permet de conclure. ]

Proposition 5.1.2. Soient O un ouvert de an
C et P 2 PðLÞ:

Alors pour tout c 2 A2ðM ; tÞ; u 2 SðanÞ; l 2 O\ ian et f une fonction

holomorphe au voisinage de l; à valeurs dans l’espace des endomorphismes de

A2ðM ; tÞ; on a

@ðuÞðpðnÞEðP;fðnÞc; nÞÞjn¼l 2 AtempðG=H; tÞ;

pour tout polynôme p; ðP; lÞ-régularisant (voir Définition 2).

Preuve. D’après le Lemme 9(i), il suffit de montrer l’assertion pour f ¼
IdA2ðM ;tÞ: Il est clair qu’on peut se ramener au cas où O est borné. On choisit
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alors R 2 R de sorte que O soit contenu dans anðP;RÞ: Soit bR un élément de
PðSPÞ comme dans le Lemme 2. Il résulte du Lemme 2(iii) et des propriétés
des fonctions IIhol (cf. [2, Lemme 2]) que l’on a:

@ðu0ÞðbRðnÞEðP;c; nÞÞjn¼l 2 AtempðG=H; tÞ;

pour l 2 O\ ian; u0 2 SðanÞ et c 2 A2ðM; tÞ:
En utilisant les Lemmes 3(iii) et 4, on déduit l’assertion pour p; ðP; lÞ-

régularisant. ]

5.2. Intégrales d’Eisenstein et transformées de Fourier normalisées

Pour traiter le cas tempéré, nous devons rappeler les notions
d’intégrales d’Eisenstein et transformée de Fourier normalisées données
dans [10].

Soit L ¼ MA la s-décomposition de Langlands d’un élément L deL: Soit
P un élément de PðLÞ: On note dP la fonction sur L=L \ H définie par:

dPðlÞ ¼ erPðHLðlÞÞ ðl 2 L=L \ HÞ:

On rappelle (cf. [8]) que le terme constant de F 2 AtempðG=H ; tÞ le long de
P 2 PðLÞ est l’élément FP de AtempðL=L \ H; tLÞ caractérisé par:

lim
t!þ1

ðdPðexpðtX ÞlÞFðexpðtX ÞlÞ � FPðexpðtX ÞlÞÞ ¼ 0;

pour tout l 2 L=L \ H et X 2 a strictement SP-dominant:

Si P et Q sont des éléments de PðLÞ; il existe (cf. [15, Éq. (3.3)], où le
Théorème 1 de [10] est reformulé), pour s 2 W ðaÞ; une fonction méromorphe
sur an

C à valeurs dans EndðA2ðM ; tÞÞ; l/CQjPðs; lÞ; telle que, pour
w 2 WM ; l 2 L; c 2 A2ðM ; tÞ; a 2 A et l dans un ouvert dense de ian;
on ait:

tðw�1ÞEðP;c; lÞ
Qw�1 ðwlaw�1Þ ¼

X
s2W ðaÞ

ðCQjPðs; lÞcÞwðlÞa
�sl: ð38Þ

Ici Qw désigne wQw�1:
L’endomorphisme CQjPðs; lÞ admet un inverse méromorphe en l 2 an

C (cf.
[10, Propositions 2(ii) et 3]) ce qui permet de définir (cf. loc.cit., Section 5.1)
les intégrales d’Eisenstein normalisées par:

E0ðP;c; lÞ ¼ EðP;CPjPð1; lÞ
�1c; lÞ: ð39Þ

L’application l/E0ðP;c; lÞ ainsi définie est holomorphe au voisinage de
ian (cf. [10, Théorème 3]).
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On note CðG=H; tÞ le sous-espace vectoriel de C1ðG=H; tÞ formé des
éléments f vérifiant pour tout D 2 UðgÞ; n 2 N;

sup
x2G=H

YGðxÞ
�1NnðxÞjjðLDf ÞðxÞjjoþ1;

avec YG (resp. Nn) la fonction sur G=H donnée par (31) (resp. (32)).
On dispose des paquets d’ondes dans CðG=H ; tÞ: Si C est un élément de

SðianÞ �A2ðM ; tÞ; où SðianÞ est l’espace de Schwartz des fonctions à
décroissance rapide sur ian; l’intégrale

I0
PCðxÞ ¼

Z
ian

E0ðP;CðlÞ; lÞðxÞ dl; ð40Þ

est bien définie et I0
PC est un élément de CðG=H; tÞ (cf. [10, Proposition 7]).

Pour F 2 AtempðG=H ; tÞ et f 2 CðG=H ; tÞ; la fonction x/ ðFðxÞ; f ðxÞÞ est
un élément de L1ðG=HÞ (cf., e.g., [14, (5.6)]). On note ðF; f Þ l’intégrale de
cette fonction sur G=H:

Soit F 2 AtempðG=H; tÞ: On définit, pour c 2 A2ðM; tÞ; une distribution
TP
F ðcÞ sur ian par la relation:

hTP
F ðcÞ; ai ¼ ð#W ðaÞÞ�1ðI0

Pða � cÞ;FÞ ða 2 C1
c ðianÞÞ: ð41Þ

Lemme 10. Soit c 2 A2ðM; tÞ: La distribution TP
F ðcÞ; sur ian est à

support fini.

Preuve. En utilisant la relation entre les intégrales d’Eisenstein pour
P et pour Pw; w 2 WM (cf. [10, (3.21)]), on se ramène, grâce à la
décomposition (7) de A2ðM; tÞ; au cas où c 2 A2ðM=M \ H; tM Þ:
On peut même se ramener au cas où c est DðM=M \ HÞ-propre pour la
valeur propre L 2 ðad

MÞnC (cf. [15, Lemme 5(i)]). On a alors (cf. preuve du
Lemme 9 de [14]):

DI0
Pða � cÞ ¼ I0

PððpDaÞ � cÞ ðD 2 DðG=HÞÞ; ð42Þ

où pD est le polynôme sur an
C définie par pDðlÞ ¼ gad ðD;L� lÞ; pour l 2 an

C:
Comme F 2 AtempðG=H ; tÞ est DðG=HÞ-finie, il existe un idéal I de
codimension finie dans DðG=HÞ tel que DF ¼ 0 pour tout D 2 I : Si
D 2 DðG=HÞ; on note Dn l’adjoint formel de D: C’est un élément de
DðG=HÞ: On note In l’idéal de DðG=HÞ engendré par fDnj D 2 Ig; qui est
de codimension finie dans DðG=HÞ:

De la définition (41) de TP
F ðcÞ; on déduit que:

hpDTP
F ðcÞ; ai ¼ ð#W ðaÞÞ�1ðI0

PðpDa � cÞ;FÞ ða 2 C1
c ðianÞÞ:
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Donc, grâce à (42), on a:

hpDTP
F ðcÞ; ai ¼ ð#W ðaÞÞ�1ðDI0

Pða � cÞ;FÞ ða 2 C1
c ðianÞÞ:

Donc:

hpDTP
F ðcÞ; ai ¼ 0 si D 2 In:

Le support de la distribution est donc contenu dans fl 2 ianj pDðlÞ ¼ 0;
D 2 Ing; qui est fini car gad ðInÞ est un idéal de codimension finie dans
Sðad ÞW ðad Þ: ]

Soit F 2 AtempðG=H; tÞ: Il résulte du Lemme 10 que pour tout c 2
A2ðM ; tÞ; le support de TP

F ðcÞ est fini donc compact. Ainsi,

TP
F ðcÞ définit un élément du dual S0ðianÞ de SðianÞ:

Par représentation de Riesz, on peut alors définir un élément TP
F du dual

S0ðianÞ �A2ðM ; tÞ0 de SðianÞ �A2ðM ; tÞ par la relation:

hTP
F ; a � ci ¼ hTP

F ðcÞ; ai; ða 2 SðianÞ; c 2 A2ðM ; tÞÞ: ð43Þ

On identifie dans la suite A2ðM ; tÞ0 à A2ðM ; tÞ grâce au produit scalaire.
De (41) et (43), il résulte que:

hTP
F ;Ci ¼ ð#W ðaÞÞ�1ðI0

PðCÞ;FÞ ðC 2 SðianÞ �A2ðM ; tÞÞ: ð44Þ

Remarque 2. Le Lemme 10, la définition de TP
F (cf. (43)) et le fait que

A2ðM ; tÞ soit de dimension finie (cf. [14, Proposition 1]) impliquent que TP
F

est une somme finie de produits tensoriels de dérivées de masses de Dirac sur
ian avec des éléments de A2ðM ; tÞ:

Rappelons maintenant la définition de la transformation de Fourier
normalisée donnée dans [10].

Soient P 2 PðLÞ et f 2 CðG=H; tÞ: Si l 2 ian; il existe, par représentation
de Riesz, un unique élément ðF0

Pf ÞðlÞ de A2ðM ; tÞ; vérifiant, pour tout
c 2 A2ðM ; tÞ;

ðF0
Pf ðlÞ;cÞ ¼

Z
G=H

ð f ðxÞ;E0ðP;c; lÞðxÞÞ dx: ð45Þ

De plus, F0
Pf est un élément de SðianÞ �A2ðM ; tÞ (cf. [10, Théorème 4]).

Soient P et P0 des éléments de Fst et MA (resp. M 0A0) la s-décomposition
de Langlands de LP (resp. LP0). Grâce au Théorème 3 de [10] et au Lemme 2
de [2], on a, pour tout c 2 A2ðM ; tÞ; u 2 SðanÞ et l 2 ian:

@ðuÞðE0ðP;c; nÞÞjn¼l 2 AtempðG=H; tÞ: ð46Þ
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Donc TP0

@ðuÞðE0ðP;c;nÞÞjn¼l
est bien défini pour c 2 A2ðM ; tÞ; u 2 SðanÞ et l 2 ian:

En particulier, on a, grâce à (45) et (44):

hTP0

E0ðP;c;lÞ;Ci ¼ ð#W ðaÞÞ�1ððF0
P 8I

0
P0 ÞðCÞðlÞ;cÞ;

pour tout C 2 SðianÞ �A2ðM 0; tÞ; l 2 ian; c 2 A2ðM; tÞ;
ð47Þ

où ð: ; :Þ est le produit scalaire sur A2ðM ; tÞ:
On dispose des fonctions C normalisées, définies en remplaçant dans (38)

E par E0; notées C0 (cf. [10, (5.2), (5.3)]), qui sont holomorphes au voisinage
de ian (cf. loc.cit., Théorème 3(ii)).

Soit S0
PðtÞ l’espace formé des éléments C de SðianÞ �A2ðM ; tÞ vérifiant

la loi de transformation suivante:

CðslÞ ¼ C0
PjPðs; lÞCðlÞ ðl 2 ian; s 2 W ðaÞÞ:

Lemme 11. Soient c 2 A2ðM; tÞ; l 2 ian et u 2 SðanÞ:

(i) Si P et P0; comme ci-dessus, ne sont pas s-associés, i.e., a et a0 ne sont

pas conjuqués par un élément de K ;

TP0

@ðuÞðE0ðP;c;nÞÞjn¼l
¼ 0:

(ii) La restriction, 0TP
F ; de TP

F à S0
PðtÞ vérifie:

0TP
@ðuÞðE0ðP;c;nÞÞjn¼l

¼ ð@ðuÞdlÞ � c;

où dl est la masse de Dirac en l:

Preuve. Montrons tout d’abord le lemme pour u ¼ 1; c’est à dire:

TP0

E0ðP;c;lÞ ¼ 0; ð48Þ

h0TP
E0ðP;c;lÞ;Ci ¼ ðCðlÞ;cÞ ðC 2 S0

PðtÞÞ: ð49Þ

Comme P et P0 ne sont pas s-associés, a et a0 ne sont pas conjugués par un
élément de K : On a donc (cf. [10, Théorème 5(ii)]) F0

P 8I
0
P0 ¼ 0: Il résulte

donc de (47) que TP0

E0ðP;c;lÞ ¼ 0; ce qui prouve (48). Montrons (49). D’après
[10, Théorème 5(ii)], on a F0

P 8I
0
PC ¼ ð#W ðaÞÞC; pour tout C 2 S0

PðtÞ:
Grâce à (47), on a donc, pour tout C 2 S0

PðtÞ;

h0TP
E0ðP;c;lÞ;Ci ¼hTP

E0ðP;c;lÞ;Ci

¼ ðCðlÞ;cÞ:
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D’où (49). On va obtenir, à partir de (48) et (49), le lemme par dérivation
sous le signe intégrale. Soient l0 2 ian et O un ouvert borné de ian contenant
l0: On déduit du Lemme 2 de [2] associé au Théorème 3 de [10] qu’il existe
C > 0 et m 2 N tels que:

jj@ðuÞðE0ðP;c; nÞðxÞÞjn¼ljj4CNmðxÞYðxÞ ðl 2 O; x 2 G=HÞ ð50Þ

avec YG (resp. Nn) la fonction sur G=H donnée par (31) (resp. (32)).
Comme (50) est vrai pour tout u 2 SðanÞ et que I0

P0C 2 CðG=H ; tÞ pour
tout C 2 SðianÞ �A2ðM ; tÞ; on peut, grâce au fait que N�1

k Y2
G 2 L1ðG=HÞ

pour k assez grand (cf. [1, Corollaire 17.6]), appliquer le théorème de
dérivation sous le signe intégrale àZ

G=H

ðI0
P0CðxÞ;E0ðP;c; nÞðxÞÞ dx;

ce qui permet de conclure. ]

Dans le Théorème suivant, on donne une description des fonctions
tempérées à l’aide de dérivées d’intégrales d’Eisenstein normalisées (cf. Éq.
(39), pour la définition des intégrales d’Eisenstein normalisées), ce qui n’est
pas le résultat désiré. Dans la section suivante, on montre qu’en fait, les
intégrales d’Eisenstein normalisées sont des dérivées d’intégrales d’Eisenstein.

TheŁ oreØ me 5.1. Soit F un élément de AtempðG=H; tÞ: Alors

F ¼
X
P2F

FP;

où chaque FP s’écrit sous la forme

FP ¼
XdP

i¼1

@ðuiÞðE0ðP;ci; nÞÞjn¼li
;

où dP 2 Nn; les li sont des éléments de ian
P; les ui des éléments de Sðan

PÞ et les ci

des éléments de A2ðMP; tÞ:

Preuve. Il résulte de la Remarque 2 et du Lemme 11(ii) que, pour tout
P 2 F; il existe FP; ayant l’écriture voulue, telle que:

0TP
F ¼0TP

FP : ð51Þ

Comme les éléments de F sont deux à deux non s-associés, il résulte du
Lemme 11(i) que:

0TP0

FP ¼ 0 ðP; P0 2 F; PaP0Þ: ð52Þ
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On pose F1 ¼ F�
P

P2F F
P: Comme F1 2 AtempðG=H; tÞ (cf. (46)), on

déduit de (51) et (52) que:

0TP
F1

¼ 0 ðP 2 FÞ: ð53Þ

Ceci revient à dire, compte tenu de (44), de la définition de 0TP
F1

(cf.
Lemme 11(ii)) et du Théorème 5 de [10], qui dit que l’image de F0

P

est égale à S0
PðtÞ; que F1 est orthogonale à l’image de I0

PF
0
P pour

tout P 2 F: D’après le Théorème 5(iii) de [4], F1 est donc orthogonale à
l’image de I0

QF
0
Q pour Q 2 PðLPÞ; P 2 F; qui est égale, d’après

loc.cit, Théorème 5(i), à l’image de I0
Q: On montre comme dans la

preuve du Théorème 1 de [15] qu’alors le terme constant ðF1ÞQw de F1 le long
de Qw; Q 2 PðLPÞ; w 2 WMP

; P 2 F; est un élément du sous-espace Atemp;c

ðLQw=LQw \ H; tjK\LQw Þ de AtempðLQw=LQw \ H; tjK\LQw Þ des éléments c
vérifiant, pour tout X 2 aQw ; mMQw \ H /cðexpðX ÞmMQw \ HÞ
est orthogonale au sous-espace A2ðMQw=MQw \ H ; tjK\MQw Þ de CðMQw=
MQw \ H; tjK\MQw Þ: Ceci implique grâce au Lemme 4(ii) de [15] que F1 est
alors nulle. ]

5.3. Intégrales d’entrelacement, matrices B

Dans cette section, nous montrons qu’une intégrale d’Eisenstein normal-
isée est une dérivée d’intégrales d’Eisenstein, pour déduire ensuite, du
Théorème 5.1, une description de l’espace AtempðG=H ; tÞ à l’aide de dérivées
d’intégrales d’Eisenstein. Pour ce faire, nous avons besoin d’introduire la
notion d’intégrales d’entrelacement et de petites matrices B:

Soient L 2 L avec L ¼ MA sa s-décomposition de Langlands, P 2 PðLÞ;
ðd;VdÞ un élément du dual unitaire de M et l un élément de an

C: On note
ðpP

d;l; I
P
d;lÞ la série principale généralisée correspondante. Ici IP

d;l est l’espace
des fonctions de classe C1; j : G /V1

d ; vérifiant

jðgmanÞ ¼ a�l�rPdðm�1ÞjðgÞ;

avec g 2 G; m 2 M; a 2 A; n 2 NP; et le groupe G agit par représentation
régulière gauche.

La restriction des fonctions à K induit un isomorphisme de IP
d;l

sur l’espace C1ðK ; dÞ des fonctions de classe C1; j : K ! V1
d ; vérifiant

jðkmÞ ¼ dðm�1ÞjðkÞ; k 2 K ; m 2 KM : On note %ppP
d;l la représentation de G

dans C1ðK ; dÞ induite de pP
d;l par transport de structure. Pour j 2 C1ðK ; dÞ;

on notera jl ou jP
l son image dans IP

d;l:
Soit Q un autre élément dePðLÞ: On rappelle (cf. [20, Théorème 6.6]) qu’il

existe une constante cd 2 R telle que, pour tout l 2 an
C vérifiant:

Reðl; aÞ > cd ða 2 SP \ yðSQÞÞ; ð54Þ
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on ait, pour tout j 2 IP
d;l et g 2 G; l’intégrale

R
NQ\yðNPÞ

jðgvÞ dv (où dv est une
mesure de Haar sur NQ \ yðNPÞ) converge absolument et l’application g

/
R

NQ\yðNPÞ
jðgvÞ dv définit un élément de I

Q
d;l noté AðQ;P; d; lÞj: De

plus, AðQ;P; d; lÞ est un opérateur d’entrelacement non nul qui entrelace
ðpP

d;l; I
P
d;lÞ et ðp

Q
d;l; I

Q
d;lÞ:

On note encore l/AðQ;P; d; lÞ le prolongement méromorphe (cf. [20])
des intégrales d’entrelacement qui envoient IP

d;l dans I
Q
d;l:

On note %AAðQ;P; d; lÞ l’opérateur correspondant dans la réalisation
compacte C1ðK ; dÞ:

Il existe (cf. [20, Proposition 7.3]) une fonction méromorphe sur an
C non

identiquement nulle, à valeurs complexes, l/ ZðP;Q; d; lÞ, telle que:

%AAðP;Q; d; lÞ %AAðQ;P; d; lÞ ¼ ZðP;Q; d; lÞIdC1ðK ;dÞ ðl 2 an

CÞ: ð55Þ

Il résulte de (55) que %AAðP;Q; d; lÞ admet un inverse méromorphe en l:
Soit w 2 WM : On note Vðd;wÞ ¼ ðV�1

d ÞM\w�1Hw
disc ; où le second membre

désigne l’espace des vecteurs distributions Z de ðd;VdÞ; invariants par M \
w�1Hw et tels que, pour tout v 2 V1

d ; les fonctions m/ hd0ðmÞZ; vi sont de
carré intégrable sur M=M \ w�1Hw: Le produit scalaire L2 permet de
définir un produit scalaire sur cet espace (cf. [10, Éq. (1.6)]). On pose

VðdÞWM
:¼ �

w2WM

Vðd;wÞ: ð56Þ

On note (cf. loc.cit., Section 2) A2ðM=M \ w�1HwÞd la somme des images
des applications linéaires TZ de V1

d à valeurs dans C1ðM=M \ w�1HwÞ;
définies dans [10, Éq. (1.1)], par:

TZðvÞðmM \ w�1HwÞ ¼ hd0ðmÞZ; vi ðv 2 V1
d Þ;

lorsque Z varie dans Vðd;wÞ: On pose (cf. [10, Éq. (2.1)]):

A2ðM=M \ w�1Hw; tM Þd :¼ ðA2ðM=M \ w�1HwÞd � VtÞ
KM : ð57Þ

On a (cf. loc.cit., Éq. (2.2)):

A2ðM=M \ w�1Hw; tMÞ ¼ �d2M̂A2ðM=M \ w�1Hw; tMÞd: ð58Þ

On note (cf. [10, (2.10)]):

A2ðM ; tÞdWM
:¼

Y
w2WM

A2ðM=M \ w�1Hw; tMÞd: ð59Þ

On omettra l’indice WM ; dans les notations précédentes, s’il n’y a pas de
confusion possible.
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Soit l 2 an
C tel que Re l� rP soit strictement SP-dominant. Soit Z ¼

ðZwÞw2WM
2 VðdÞ: On dispose d’une fonction continue sur G à valeurs dans

V�1
d ; jðP; d; l; ZÞ; H-invariante à gauche valant Zw pour w 2 WM et se

transformant par al�rPd0ðm�1Þ par translation à droite par man; pour m 2
M ; a 2 A et n 2 NP: Ces propriétés caractérisent cette fonction (cf. [9,
Section 2.4, Éq. (6)]) qui détermine un vecteur distribution H-invariant de
pP
d;l (cf. loc.cit., Proposition 2). On notera %jjðP; d; l; ZÞ la forme linéaire

continue correspondante sur C1ðK ; dÞ: L’application l/ %jjðP; d; l; ZÞ se
prolonge en une fonction méromorphe sur an

C à valeurs dans le dual
topologique de C1ðK ; dÞ (cf. [9, Théorème 3(i)]), qu’on note de même.

Soit

C1ðK ; d; tÞ ¼ ðC1ðK ; dÞ � VtÞ
K :

On définit (cf. [10, Éq. (2.6)]) une application de C1ðK ; d; tÞ � ðV�1
d ÞM\H

disc

dans A2ðM=M \ H ; tM Þ donnée par:

cf�ZðmM \ HÞ ¼ hd0ðmÞZ; f ðeÞi 2 Vt ðm 2 MÞ: ð60Þ

L’application f � Z/cf�Z ainsi définie est (cf. [10, (2.7)]) une isométrie
d’image A2ðM=M \ H; tM Þd (cf. [10, (2.7)]).

On note l/BðQ;P; d; lÞ l’application méromorphe de an
C à valeurs dans

l’espace des endomorphismes de VðdÞ telle que l’on ait l’identité de
fonctions méromorphes sur an

C:

A0ðP;Q; d; lÞjðP; d; l; ZÞ ¼ jðQ; d; l;BðQ;P; d; lÞZÞ ðZ 2 VðdÞÞ: ð61Þ

L’existence de B résulte de [9, Proposition 4], et de [13, Théorème 2]. On
rappelle (cf., e.g., [10, Éq. (3.11)]) que l’on a l’identité de fonctions
méromorphes en l 2 an

C:

BðP;Q; d; lÞ 8BðQ;P; d; lÞ ¼ ZðP;Q; d; lÞIdVðdÞ: ð62Þ

En particulier, BðP;Q; d; lÞ admet un inverse méromorphe en l:
Soit P 2 PðLÞ: On notera %PP le sous-groupe parabolique sy-stable yðPÞ de

G; et %NNP :¼ yðNPÞ: Soit a 2 SP; on notera na
P :¼ �t2R>0g

ta; où gta est le sous-
espace radiciel de g correspondant au poids ta de a: Soit Q un autre élément
de PðLÞ: On dit (cf. [9, Section 5.2]) que P et Q sont s-adjacents s’ils sont
distincts et si nP \ yðnQÞ ¼ na

P; où a est une racine simple de SP: On note
G1ðaÞ le centralisateur de KerðaÞ dans G; g1ðaÞ :¼ LieðG1ðaÞÞ; et, dans ce cas,
GðaÞ :¼ ðG1ðaÞ \ KÞ expðg1ðaÞ \ s \ ðKerðaÞÞ?Þ est un sous-groupe réductif
dans la classe de Harish-Chandra (cf., e.g., [9, p. 207]). Soit PðaÞ le sous-
groupe parabolique de GðaÞ d’algèbre de Lie m � aðaÞ � na

P; avec aðaÞ :¼
a \ ðKerðaÞÞ?: C’est un sous-groupe parabolique sy-stable de GðaÞ de
s-décomposition de Langlands PðaÞ ¼ MAðaÞNa

P; où AðaÞ :¼ exp aðaÞ:



SOFIANE SOUAIFI400
On appelle cha#ııne s-minimale de P à Q une suite P0; . . . ;Pn d’éléments de
PðLÞ telle que P0 ¼ P; Pn ¼ Q et Pi; Piþ1 soient s-adjacents, pour i ¼
0; . . . ; n � 1; et de longueur minimale parmi les cha#ıınes vérifiant ces
conditions. Il existe des cha#ıınes s-minimales de P à Q (cf. [20, p. 538],
pour le cas s ¼ y et la démonstration en général est analogue).

Lemme 12. Soient R 2 R et d une représentation unitaire irréductible de

M : Il existe:

(i) un élément aR de PðSP \ yðSQÞÞ tel que, pour tout j 2 C1ðK ; dÞ et

j0 2 C1ðK ; d0Þ; l’application l/ aRðlÞh %AAðQ;P; d; lÞj;j0i soit holomorphe

sur anðP;RÞ;
(ii) un élément a0

R de PðSP \ yðSQÞÞ tel que l/ a0
RðlÞBðQ;P; d; lÞ soit

holomorphe sur anðP;RÞ \ anð %PP;�RÞ et

(iii) un élément eR de PðSP \ yðSQÞÞ tel que l/ eRðlÞZðQ;P; d; lÞ�1

soit holomorphe sur anðP;RÞ \ anð %PP;�RÞ:

Preuve. Soit ðPiÞi¼0;...;n une cha#ııne s-minimale de sous-groupes para-
boliques sy-stables de P à Q: On a (cf. [10, Corollaire 7.7]) l’égalité de
fonctions méromorphes en l:

%AAðQ;P; d; lÞ ¼ %AAðPn;Pn�1; d; lÞ 8 � � � 8 %AAðP1;P0; d; lÞ: ð63Þ

On note, pour i ¼ 1; . . . ; n; ai; la racine simple de SPi�1
telle que nai

Pi�1
¼

nPi�1
\ yðnPi

Þ: Soit i 2 f1; . . . ; ng: On a, comme dans la Proposition 7.5 de
[20], qu’il existe Ca0 tel que:

ð %AAðPi;Pi�1; d; lÞjÞðkÞ ¼ Cð %AAðPðaiÞ;PðaiÞ; d; ljaðaiÞÞjkÞð1Þ;

pour tout k 2 K ; j 2 C1ðK ; dÞ; ð64Þ

où jk est la restriction à GðaiÞ de Lk�1j et %AAðPðaiÞ;PðaiÞ; d; ljaðaiÞÞ est relatif
à GðaiÞ:

Alors (cf., e.g., [10, Lemme 3(i)]), pour tout R 2 R; il existe aR;i; produit de
formes affines du type l/ ðl; aiÞ � c (c 2 C) vérifiant:

l/ aR;iðlÞh %AAðPi;Pi�1; d; lÞj;j0i;

holomorphe sur fl 2 an
CjRe ðl; aiÞ > Rg;

pour tout j 2 C1ðK ; dÞ; j0 2 C1ðK ; d0Þ:

Alors, pour tout R 2 R; aR :¼
Qn

i¼1 aR;i vérifie (i).
D’après la Proposition 5 de [9] et le Théorème 2 de [13], on a l’égalité de

fonctions méromorphes en l:

BðQ;P; d; lÞ ¼ BðPn;Pn�1; d; lÞ 8 � � � 8BðP1;P0; d; lÞ: ð65Þ
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Pour montrer (ii), on se ramène, grâce à (65), au cas où P et Q sont
s-adjacents. D’après la définition des matrices B (cf. [9, Proposition 4]),
la variété polaire de BðQ;P; d; lÞ est contenue dans la réunion des variétés
polaires de A0ðP;Q; d; lÞ et des jðP; d; l; ZÞ; Z 2 VðdÞ: Or, d’après [20,
Théorème 6.6], la variété polaire de AðP;Q; d; lÞ est contenue dans
un ensemble de la forme

S
14j4k lj þ Zcaþ a?; où les lj sont des éléments

de an
C; c 2 R; a est la racine simple de SP telle que na

P ¼ nP \ yðnQÞ;
et a? est l’orthogonal de a dans an: De même, la variété polaire des jðP; d;
l; ZÞ; Z 2 VðdÞ; est contenue dans un ensemble de la forme

S
14j4l;p2N Hj �

pg; où les Hj sont des hyperplans affines de an
C et g est un élément de an

strictement SP-dominant (cf. [9, Théorème 3(ii)]). Il est clair que anðP;RÞ \
anð %PP;�RÞ ne rencontre qu’un nombre fini d’hyperplans de ces variétés
polaires. D’où (ii).

Montrons (iii). On déduit de (55) et (63) que:

ZðP;Q; d; lÞ ¼
Yn

i¼1

ZðPi;Pi�1; d; lÞ:

Comme précédemment, on se ramène au cas où P et Q sont s-adjacents. Par
ailleurs, la définition de ZðP;Q; d; lÞ (cf. Éq. (55)) montre que sa variété
polaire est contenue dans la réunion de la variété polaire de AðP;Q; d; lÞ et
de celle de AðQ;P; d; lÞ: Grâce à [20, Théorème 6.6] (voir ci-dessus), on voit
que anðP;RÞ \ anð %PP;�RÞ ne rencontre la variété polaire de ZðP;Q; d; lÞ
qu’en un nombre fini d’hyperplans, D’où le résultat. ]

Lemme 13. On conserve les notations du Lemme 12. Il existe dans PðSPÞ
un polynôme

%
a

R
(resp.

%
a0

R
) vérifiant:

l/
%
a

R
ðlÞh %AAðP;Q; d; lÞ�1j;j0i ðresp: l/

%
a0

R
ðlÞBðP;Q; d; lÞ�1Þ

holomorphe sur anðP;RÞ \ anð %PP;�RÞ;

pour tout j 2 C1ðK ; dÞ et j0 2 C1ðK ; d0Þ:

Preuve. On pose
%
a

R
¼ eRaR (resp.

%
a0

R
¼ eRa0

R) avec aR (resp. a0
R) et eR

donnés par le Lemme 12. D’après ce dernier, il résulte de (55) (resp. (62))
l’assertion voulue. ]

Lemme 14. Soit P 2 PðLÞ: Pour tout l 2 ia; u 2 SðanÞ et c 2 A2ðM ; tÞ;
@ðuÞðE0ðP;c; nÞÞjn¼l est un élément de AEisðG=H ; tÞP de la formeX

i

@ðu0ÞðfiðnÞpðnÞEðP;ci; nÞÞjn¼l;
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où p est un polynôme ðP; lÞ-régularisant choisi arbitrairement, u0 2 SðanÞ et les

fi sont des fonctions sur an
C; à valeurs complexes, holomorphes au voisinage

de l:

Preuve. Par linéarité et grâce à (3.21) et (2.2) de [10] et à (60), on se
ramène au cas où c ¼ cf�Z avec f 2 C1ðK ; d; tÞ et Z 2 ðV�1

d ÞM\H
disc : D’après

[10, Proposition 2(i)], on a l’identité de fonctions méromorphes en n 2 an
C:

CPjPð1; nÞ
�1cf�Z ¼ cf�Bð %PP;P;d;nÞZ:

Tenant compte de (62), on a alors l’identité de fonctions méromorphes en
n 2 an

C:

CPjPð1; nÞ
�1cf�Z ¼ cf�Zð %PP;P;d;nÞ�1BðP; %PP;d;nÞZ:

D’après le Lemme 13, il existe un polynôme q sur an
C; élément de PðSPÞ; tel

que la fonction f; à valeurs dans EndðA2ðM ; tÞÞ; définie par fðnÞcf�Z :¼
cf�qðnÞZð %PP;P;d;nÞ�1BðP; %PP;d;nÞZ; soit holomorphe au voisinage de l de sorte que l’on
ait l’identité de fonctions méromorphes en n:

qðnÞE0ðP;cf�Z; nÞ ¼ EðP;fðnÞcf�Z; nÞ: ð66Þ

Soient u 2 SðanÞ et p un polynôme ðP; lÞ-régularisant. D’après le Lemme 4, il
existe u0 2 SðanÞ tel que:

@ðuÞðE0ðP;cf�Z; nÞÞjn¼l ¼ @ðu0ÞðqðnÞpðnÞE0ðP;cf�Z; nÞÞjn¼l:

On a donc:

@ðuÞðE0ðP;cf�Z; nÞÞjn¼l ¼ @ðu0ÞðpðnÞEðP;fðnÞcf�Z; nÞÞjn¼l:

On obtient alors l’assertion grâce au Lemme 9. ]

Il résulte du Lemme 14, un Corollaire immédiat au Théorème 5.1.

Corollaire 5.2. Soit F un élément de AtempðG=H ; tÞ: Alors

F ¼
X
P2F

FP;

où chaque FP s’écrit sous la forme

FP ¼
Xd 0

P

i¼1

@ðuiÞðpiðnÞEðP;ci; nÞÞjn¼li
;
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où d 0
P 2 Nn; les li sont des éléments de ian

P; les pi des polynômes ðP; liÞ-
régularisants arbitrairement choisis, les ui des éléments de Sðan

PÞ et les ci des

éléments de A2ðMP; tÞ: En particulier, AtempðG=H; tÞ est un sous-espace

vectoriel de AEisðG=H; tÞ:

6. PROPRIÉTÉS ASYMPTOTIQUES DES INTÉGRALES
D’EISENSTEIN

Il s’agit de généraliser le Lemme 16 de [13], lui-même généralisation
d’un lemme classique de Langlands (cf. [22, Lemme 3.12; 5, Chapitre 4,
Lemme 4.4]).

Pour tout élément P de Fst; on note WP un ensemble, contenant eG;
de représentants dans NK ða|Þ de l’ensemble des éléments w de W|=W MP

|
tel que wPw�1 soit standard (cf. [14, Lemme 10(iii)] pour l’existence d’un tel
ensemble). D’après loc.cit., Lemme 10(iii), WP est un ensemble de
représentants dans NK ða|Þ des ðW H

| ;W MP

| Þ-doubles classes de W|:
Soit L 2 L avec L ¼ MA sa s-décomposition de Langlands. Soient

P 2 PstðLÞ et Q un sous-groupe parabolique sy-stable de M : On note PQ

(resp. ð %PPÞQ) le sous-groupe parabolique sy-stable de G de s-décomposition
de Langlands PQ ¼ MQðAQAÞðNQNPÞ (resp. ð %PPÞQ ¼ MQðAQAÞðNQ

%NNPÞ; avec
%NNP ¼ yðNPÞ).
On fixe un ensemble WM

MQ
de représentants des ðW H\M

| ;W
MQ

| Þ-doubles
classes de W M

| dans NKM\Hða|Þ; contenant eG:
Soient w et w0 des éléments de WM

MQ
: Supposons que les doubles classes

de w et w0 modulo ðW H
| ;W

MQ

| Þ correspondantes sont égales. Alors, il
existe h 2 NK\H ða|Þ; m 2 NK\MQ

ða|Þ avec w0 ¼ hwm: Mais comme MQ � M

et w; w0 2 WM
MQ

; on a h 2 H \ M : Alors les ðW H\M
| ;W

MQ

| Þ-doubles
classes de w et w0 sont égales, i.e., w et w0 sont égaux. Ceci montre
que l’application de WM

MQ
dans l’ensemble des ðW H

| ;W
MQ

| Þ-doubles classes
de W| est injective. Donc, on peut choisir un ensemble WMQ

de
représentants dans NK ða|Þ des ðW H

| ;W
MQ

| Þ-doubles classes de W| contenant
WM

MQ
:

De plus, il existe une surjection naturelle de l’ensemble des
ðW H

| ;W
MQ

| Þ-doubles classes de W| sur celui des ðW H
| ;W M

| Þ-doubles
classes de W|:

On peut donc choisir un ensemble de représentants dans NK ða|Þ pour les
ðW H

| ;W M
| Þ-doubles classes de W|;WM ; contenant eG et contenu dansWMQ

:
Notons que l’intersection WM

MQ
\WM est réduit à eG:

Si S est une partie de G et x un élément de G; on pose Sx ¼ xSx�1:

Soient E un sous-espace vectoriel de ad (resp. a|) et v 2 W ðadÞ (resp.
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v 2 W|). Si l 2 En; vl désigne l’élément de ðEvÞn (où Ev ¼ Ad vðEÞ) défini
par:

ðvlÞðAd vðX ÞÞ ¼ lðX Þ ðX 2 EÞ:

Proposition 6.0.1. Soit ðd;VdÞ une représentation unitaire irréductible de

MQ: Soit l 2 ðaPQ
ÞnC vérifiant (54) pour PQ (en prenant pour P (resp. Q) PQ

(resp. ð %PPÞQ)), de sorte que %AAðð %PPÞQ;PQ; d; lÞ est donné par une intégrale, et tel

que Re l� rPQ
soit strictement SPQ

-dominant.
Soit v 2 WP: Pour f 2 C1ðK ; d; tÞ et Z 2 VðdÞWM

MQ

; la limite, quand t tend

vers þ1; de

eðvl�rPv ÞðtX ÞEðPQ;cf�Z; lÞðg expðtX ÞHÞ

(i) est nulle, si vaeG; pour tout g 2 G et X 2 av strictement SPv -
dominant,

(ii) est égale, pour v ¼ eG; à:

EðQ;cðð %AAðð %PPÞQ;PQ ;d;lÞ�IdVt Þ f ÞjKM
�Z; ljaQ

ÞðgM \ HÞ;

pour tout g 2 M et X 2 a strictement S %PP-dominant.

Nous avons besoin, pour démontrer la Proposition, d’un lemme technique
qui généralise le Lemme 16 de [13]. On rappelle tout d’abord quelques
notations introduites dans la Section 5.3 (voir aussi après (59)). On note
ð %ppPQ

d;l ;C
1ðK ; dÞÞ la réalisation compacte de la série principale généralisée

ðpPQ

d;l ; I
PQ

d;l Þ: On rapelle que l’application restriction à K est un isomorphisme

de I
PQ

d;l sur C1ðK ; dÞ; que, pour j 2 C1ðK ; dÞ; jPQ

l désigne l’image de j dans

I
PQ

d;l ; et que
%jjðPQ; d; l; ZÞ; Z 2 VðdÞWM

MQ

; (voir Éq. (56) pour la définition de
cet espace), est la forme linéaire continue correspondante au vecteur
distribution H-invariant jðPQ; d; l; ZÞ de I

PQ

d;l (voir après (59) pour plus de
détails).

Lemme 15. On conserve ici les notations et hypothèses de la Proposition

6.0.1. Alors, pour j 2 C1ðK ; dÞ et Z 2 VðdÞWM
MQ

; la limite, quand t tend vers

þ1; de

eðvl�rPv ÞðtX Þhj; ð %ppPQ

d;lÞ
0ðg expðtX ÞÞ%jjðPQ; d; l; ZÞi ð67Þ

(i) est nulle, si vaeG; pour tout g 2 G et X 2 av strictement SPv -
dominant,
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(ii) est égale, pour v ¼ eG; à:

hð %AAðð %PPÞQ;PQ; d; lÞjÞjM ; ð %ppQ
d;ljaQ

Þ0ðgÞ%jjðQ; d; ljaQ
; ZÞi;

pour tout g 2 M et X 2 a strictement S %PP-dominant.

Preuve. Par linéarité, on peut supposer Z 2 Vðd;wÞ pour un w 2 WM
MQ

;
ce que l’on fera dans la suite.

On pose Y :¼ Ad v�1 X : Avec nos hypothèses, jðPQ; d; l; ZÞ est une
fonction continue sur G à valeurs dans V�1

d (cf. [9, Proposition 2]). Donc,
pour g 2 G et a ¼ expðtY Þ; t > 0; (67) est égal à:

al�rP

Z
K=K\MQ

hjPQ

l ðgvakÞ; jlðvkÞi d ’kk;

en posant jl ¼ jðPQ; d; l; ZÞ et où d ’kk est la mesure invariante sur K=K \ MQ

déduite de dk:
Alors (cf., e.g., [26, Lemme 2.4.5]), cette quantité est égale à

al�rP

Z
%NNPQ

hjPQ

l ðgva %nnÞ; jlðv %nnÞi d %nn:

Puis, en changeant %nn en a %nna�1; cette quantité est égale àZ
%NNPQ

hjPQ

l ðgv %nnÞ; jlðva�1 %nnaÞi d %nn:

On reprend les majorations de la quantité sous le signe intégrale donné dans
la démonstration du Lemme 16 de [13]. Nous en redonnons ici les
arguments.

Si va�1 %nna =2 HwPQ; jlðva�1 %nnaÞ ¼ 0: Sinon, on voit que:

jhjPQ

l ðgv %nnÞ; jlðva�1 %nnaÞij4að %nnÞ�2rPQ jhjPQ

l ðgvkð %nnÞÞ; d0ðmð %nnÞm�1
0 ÞZij;

où va�1 %nna ¼ h0wm0a0n0 (resp. %nn ¼ kð %nnÞmð %nnÞað %nnÞnð %nnÞ) avec h0 2 H; m0 2 MPQ
;

a0 2 APQ
; n0 2 NPQ

(resp. kð %nnÞ 2 K ; mð %nnÞ 2 expðmPQ
\ sÞ; að %nnÞ 2 APQ

;
nð %nnÞ 2 NPQ

).
Comme g et v sont fixés, l’ensemble fjPQ

l ðgvkð %nnÞÞj %nn 2 %NNPQ
g est un sous-

ensemble relativement compact de V1
d ; d’après la continuité de la fonction

jPQ

l et la compacité de K :
Procédant comme dans la démonstration du Lemme 16 de [13], on déduit

de ce qui précède qu’il existe C > 0 tel que:

jhjPQ

l ðgv %nnÞ; jlðv expð�tY Þ %nn expðtY ÞÞij4Cað %nnÞ�2rPQ ;

pour tout %nn 2 %NNPQ
; t > 0: ð68Þ
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Comme X 2 av est strictement SPv -dominant, Y 2 a est strictement
S %PP-dominant. Il est clair que, quand t tend vers þ1; on a, pour tout
%nnP 2 %NNP; expð�tY Þ %nnP expðtY Þ qui tend vers eG: Comme expð�tY Þ commute
avec %NNQ (Y appartenant à a et %NNQ étant contenu dans M), on a:

lim
t!þ1

hjPQ

l ðgv %nnÞ; jlðv expð�tY Þ %nn expðtY ÞÞi

¼ hjPQ

l ðgv %nnQ %nnPÞ; jlðv %nnQÞi;

pour tout %nn ¼ %nnQ %nnP; avec %nnQ 2 %NNQ et %nnP 2 %NNP: ð69Þ

La majoration (68) (que l’on appliquera au second membre de (69) avec
%nn ¼ %nnQ %nnP) permet d’appliquer le théorème de convergence dominée de
Lebesgue. Il résulte alors de (69) et de ce qui précède, que la limite de (67),
quand t tend vers þ1; est égale à:Z

%NNQ� %NNP

hjPQ

l ðgv %nnQ %nnPÞ; jlðv %nnQÞi d %nnQ d %nnP: ð70Þ

Supposons vaeG: Montrons que v %nnQ =2 HwPQ: Supposons le contraire.
Alors v %nnQ 2 HwPQ; i.e., v 2 HwPQ %nn�1

Q : Mais PQ � P et %nn�1
Q 2 MP � P:

Donc v 2 HwP: Mais l’hypothèse sur w (w 2 WM
MQ

) montre que HwP ¼ HP:
Mais alors v 2 HP et donc v ¼ eG; d’après la définition de WP: Une
contradiction qui achève de prouver v %nnQ =2 HwPQ: Alors on a, d’après les
propriétés caractérisant les fonctions j:

jlðv %nnQÞ ¼ 0; pour tout %nnQ 2 %NNQ:

Donc, compte tenu de (70), si vaeG; la limite de (67) est nulle. D’où (i).
Supposons désormais que v ¼ eG (en particulier, Pv ¼ P et X ¼ Y ) et

g ¼ m 2 M: Calculons l’intégrale (70).
Comme

R
%NNPQ

að %nnÞ�2rPQ d %nn est fini, il résulte du passage à la limite

de la majoration (68), grâce à (69), que le Théorème de Fubini s’applique.
On a donc: Z

%NNQ� %NNP

hjPQ

l ðm %nnQ %nnPÞ; jlð %nnQÞi d %nnQ d %nnP

¼
Z

%NNQ

h
Z

%NNP

jPQ

l ðm %nnQ %nnPÞ d %nnP; jlð %nnQÞi d %nnQ: ð71Þ

Se rappelant la définition de ð %PPÞQ; notre hypothèse sur l montre que:Z
%NNP

jPQ

l ðm %nnQ %nnPÞ d %nnP ¼ ðAðð %PPÞQ;PQ; d; lÞj
PQ

l Þðm %nnQÞ ð %nnQ 2 %NNQÞ;

où l’intégrale de gauche est bien définie.
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Montrons que:

jðPQ; d; l; ZÞjM ¼ jðQ; d; ljaQ
; ZÞ: ð72Þ

Comme Re l� rPQ
est strictement SPQ

-dominant, Re ljaQ
� rQ est stricte-

ment SQ-dominant. Alors les deux membres de (72) sont des fonctions
continues sur M ; invariantes à droite par H et ayant les mêmes propriétés de
covariance sous Q: La réunion des ðH \ M ;QÞ-doubles classes ouvertes
étant dense dans M (cf., e.g., [9, Lemme 2]), il suffit de voir l’égalité des deux
membres de (72) sur

S
WM

MQ

H \ MwQ (cf. loc.cit., Lemme 3), ce qui résulte
immédiatement de la définition des fonctions j:

On voit aisément que ðAðð %PPÞQ;PQ; d; lÞj
PQ

l ÞjM 2 I
Q
d;ljaQ

:

Comme %NNQ est contenu dans M ; il résulte alors de (71) et (72) que (70) est
égal à: Z

%NNQ

hðAðð %PPÞQ;PQ; d; lÞj
PQ

l ÞjM ðm %nnQÞ; jðQ; d; ljaQ
; ZÞð %nnQÞi d %nnQ: ð73Þ

Grâce à la K \ MQ-invariance à droite du terme sous le signe intégrale de
(73), on voit (cf. [26, Lemme 2.4.5]) que (70) est égal à:Z

KM

hðAðð %PPÞQ;PQ; d; lÞj
PQ

l ÞjMðmkM Þ; jðQ; d; ljaQ
; ZÞðkM Þi dkM ;

c’est à dire

hð %AAðð %PPÞQ;PQ; d; lÞjÞjM ; ð %ppQ
d;ljaQ

Þ0ðmÞ%jjðQ; d; ljaQ
; ZÞi:

Donc (67) a bien la limite voulue en (ii). ]

Preuve de la Proposition 6.0.1. On écrit f ¼
P

i ji � vi avec ji 2 C1

ðK ; dÞ et vi 2 Vt et où la somme est finie.
Soit v 2 WP: On rappelle le lien entre les vecteurs distributions H-

invariants et les intégrales d’Eisenstein (cf. [10, Éq. (3.4)]). On a l’égalité
suivante:

EðPQ;cf�Z; nÞðgHÞ ¼ hð %ppPQ

d;n Þ
0ðgÞ%jjðPQ; d; n; ZÞ; f i;

où la définition de l’application f � Z/cf�Z est donnée dans (60).
Alors, pour g 2 G; t > 0 et X 2 av comme dans l’énoncé:

eðvl�rPv ÞðtX ÞEðPQ;cf�Z; nÞðg expðtX ÞHÞ

¼
X

i

eðvl�rPv ÞðtX Þhji; ð %pp
PQ

d;n Þ
0ðg expðtX ÞÞ%jjðPQ; d; n; ZÞivi:
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Le premier membre admet donc la limite voulue en (i) (resp. (ii)), grâce au
Lemme 15(i) (resp. (ii)) et à [10, Éq. (3.4)]. ]

Corollaire de la Proposition 6.0.1. Soit ðd;VdÞ une représentation

unitaire irréductible de MQ: Soit l 2 ðaPQ
ÞnC vérifiant (54) pour PQ (en prenant

pour P (resp. Q) PQ (resp. ð %PPÞQ)), et tel que Re l� rPQ
soit strictement SPQ

-
dominant.

Soient f 2 C1ðK ; d; tÞ et Z 2 VðdÞWM
MQ

: Alors

(i)

p�lja ð %PPjEðPQ;cf�Z; lÞ;m;X Þ

¼ EðQ;cðð %AAðð %PPÞQ ;PQ;d;lÞ�IdVt Þ f ÞjKM
�Z; ljaQ

ÞðmM \ HÞ ðm 2 M ; X 2 aÞ

et, pour tout v 2 WP; vaeG; �ðvlÞjav =2 eðPv;EðPQ;cf�Z; lÞÞ:
(ii) Si, de plus, l est tel que %AAðð %PPÞQ;PQ; d; lÞ

�1 soit défini, alors:

p�ljað %PPjEðPQ;cð %AAðð %PPÞQ;PQ ;d;lÞ�1�IdVt Þ f�Z; lÞ;m;X Þ

¼ EðQ;cf�Z; ljaQ
ÞðmM \ HÞ ðm 2 M; X 2 aÞ

et �ðvlÞjav n’est pas un exposant asymptotique le long de Pv de l’intégrale

d’Eisenstein EðPQ;cð %AAðð %PPÞQ ;PQ;d;lÞ
�1�IdVt Þ f�Z; lÞ; et ceci pour tout v 2 WP;

vaeG:

Preuve. On dispose du développement asymptotique au sens de (20) de
EðPQ;cf�Z; lÞ le long de Pv; v 2 WP; car EðPQ;cf�Z; lÞ 2 AðG=H ; tÞ
(cf. Proposition 3.2.1).

On fixe X 2 aþ%PP et, pour v 2 WP; on pose Xv :¼ Ad vðX Þ: On a Xv 2 aþ
Pv
:

Comme SPv ¼ fva j a 2 SPg; il résulte du fait que Re l� rPQ
est strictement

SPQ
-dominant, qui implique, par restriction à a que Re lj a � rP est

strictement SP-dominant, que ðRe vlÞjav � rPv est strictement SPv -dominant.
Comme Xv 2 aþ

Pv
; on a donc ð�Re vlþ rPv ÞðXvÞ > 0:

On fixe No0 et on pose

Sv :¼ fx 2 eðPv;EðPQ;cf�Z; lÞÞj ðRe xþ rPv ÞðXvÞ5Ng:

Alors, comme eðPv;EðPQ;cf�Z; lÞÞ est contenu dans l’ensemble SPv �N:SPv ;
donné dans (20), et comme SPv est fini,

Sv est un ensemble fini: ð74Þ
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On fixe g 2 G et m 2 M : On pose, pour v 2 WP; vaeG;

f1;vðtÞ :¼
P

x2Sv
pxðPvjEðPQ;cf�Z; lÞ; g; tXvÞeðxþrPv ÞðXvÞt;

fvðtÞ :¼ EðPQ;cf�Z; lÞðg expðtXvÞHÞ;

et

f1;eG
ðtÞ :¼

X
x2SeG

pxð %PPjEðPQ;cf�Z; lÞ;m; tX ÞeðxþrPÞðX Þt

� EðQ;cf�Z; ljaQ
ÞðmM \ HÞeð�lþrPÞðX Þt;

feG
ðtÞ :¼ EðPQ;cf�Z; lÞðm expðtX ÞHÞ

� EðQ;cf�Z; ljaQ
ÞðmM \ HÞeð�lþrPÞðX Þt:

D’après (74), les sommes données ci-dessus sont des sommes finies.
On se ramène tout d’abord à étudier le comportement asymptotique

(i.e., quand t tend vers þ1) des fonctions en t; fv; v 2 WP: Il résulte de la
définition des développements asymptotiques (cf. [3, Section 3]), compte
tenu que WP est fini, qu’il existe E > 0 et C > 0 tels que, pour tout v 2 WP:

jj fvðtÞ � f1;vðtÞjj4CeðN�EÞt: ð75Þ

De plus, il résulte de la Proposition 6.0.1 et de la définition de fv (v 2 WP)
que:

lim
t!þ1

eðvl�rPv ÞðXvÞtfvðtÞ ¼ 0: ð76Þ

On déduit de (75), (76) et du fait que No0; que:

lim
t!þ1

eðvl�rPv ÞðXvÞtf1;vðtÞ ¼ 0: ð77Þ

Rappelons maintenant ce que dit la Proposition A.2.1(ii) de [11].
Soit fs;m; s 2 C; m 2 N; une famille finie de fonctions de classe C1

sur �1;þ1½ telles que limt!þ1 fs;mðtÞa0: On pose, pour t 2�1;þ1½;

fðtÞ :¼
X
s;m

fs;mðtÞt
me�st:

La Proposition A.2.1(ii) de [11] dit que, s’il existe l 2 R tel que:

lim
t!þ1

eltfðtÞ ¼ 0;
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on a Re s > l; pour tout s intervenant dans l’expression de f: Il résulte de
(77), joint au fait que Sv; v 2 WP; est fini, que la Proposition A.2.1(ii) de [11]
s’applique à f1;v: Cette dernière permet de dire que, si x 2 Sv [ f�ðvlÞjavg;
v 2 WP; est tel que le coefficient dans l’expression de f1;vðtÞ correspondant à
l’exponentielle eðxþrPv ÞðXvÞt soit de limite non nulle quand t tend vers þ1;
on a:

Re xðX Þ þ rPv ðXvÞo� ðRe vlÞðXvÞ þ rPv ðXvÞ:

En particulier, ceci implique que le coefficient dans l’expression de f1;vðtÞ;
v 2 WP; correspondant à l’exponentielle eð�vlþrPv ÞðXvÞt est alors de limite nulle
quand t tend vers þ1:

Autrement dit, compte tenu de la définition de f1;v; v 2 WP; on obtient que
�ðvlÞ; v 2 WM ; vaeG; (resp. �l) n’est pas un exposant asymptotique le long
de Xv 2 aþ

Pv
(resp. X 2 aþ%PP ) de la fonction

g/EðPQ;cf�Z; lÞðgðexp X ÞHÞ;

ðresp: m/EðPQ;cf�Z; lÞðmðexp X ÞHÞ

� EðQ;cf�Z; ljaQ
ÞðmM \ HÞeð�lþrPÞðX ÞÞ:

Alors, (i) en résulte par unicité du développement asymptotique.
Le point (ii) est une conséquence immédiate de (i). ]

7. PROPRIÉTÉS ASYMPTOTIQUES DES FAMILLES
HOLOMORPHES DE FONCTIONS DðG=HÞ-FINIES

On se propose ici de généraliser des résultats des Sections 11, 12 de [1] sur
les propriétés asymptotiques de familles holomorphes de fonctions DðG=HÞ-
propres à des familles holomorphes de fonctions DðG=HÞ-propres général-
isées. Pour une très grande partie, nous utiliserons, dans les démonstrations,
des techniques employées dans [1].

7.1. On suppose provisoirement que G est connexe

On fixe un sous-espace abélien maximal a0 de s: Soit S0 le système de
racines de a0 dans g et on fixe un système de racines positives Sþ

0 : On note
D l’ensemble des racines simples dans Sþ

0 : Soit W0 ¼ W ðg; a0Þ et g0
l’isomorphisme de Harish-Chandra de DðG=KÞ sur A :¼ Sða0Þ

W0 : On a
(cf., e.g., [19, Section 3, Théorème 3.1]):

A ¼ C½ p1; . . . ; pl �;
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avec p1; . . . ; pl des éléments de Sða0Þ
W0 homogènes, algébriquement

indépendants.
Soit n 2 N: On note An le sous-espace de A engendré par les polynômes

en p1; . . . ; pl de degré inférieur ou égal à n � 1:
Soit l 2 an

0C: Soient Il :¼ fv 2 Aj vðlÞ ¼ 0g; Il :¼ g�1
0 ðIlÞ et p̃l;n la

projection canonique de A sur A=In
l: Alors:

la restriction de p̃l;n à An est un

isomorphisme de An sur A=In
l: ð78Þ

On noteAn;l la structure d’algèbre surAn obtenue par transport de structure
de celle de A=In

l à l’aide de p̃l;n et *wwl;n la représentation de A sur An;l:
On note Dn :¼ g�1

0 ðAnÞ: On notera *DDn � UðgÞ; un sous-espace de UðgÞk;
contenant 1UðgÞ; qui s’envoie bijectivement sur Dn sous la projection
canonique de UðgÞk dans DðG=KÞ: On identifie ici DðG=KÞ à UðgÞk=UðgÞk \
UðgÞk: On notera D/ D̃ l’application canonique de Dn dans *DDn: On note
Dl;n la structure d’algèbre obtenue par transport de structure de celle de
An;l par g0 et pl;n la projection canonique de DðG=KÞ sur DðG=KÞ=In

l :
Il résulte des définitions et de (78) que la restriction de pl;n à Dn est un

isomorphisme d’algèbres entre Dl;n et DðG=KÞ=In
l : On note wl;n la

représentation de DðG=KÞ sur Dn obtenue par transport de structure de la
représentation naturelle sur DðG=KÞ=In

l par pl;n:
Soit F un sous-ensemble de D: On note PF le sous-groupe parabolique

standard associé, PF ¼ MF AF NF sa décomposition de Langlands, LF :¼
MF AF et %NNF :¼ yðNF Þ: Si F ¼ |; on utilisera l’indice 0 au lieu de |: Alors
g ¼ k � a0 � %nn0 est une décomposition d’Iwasawa de g:

Soit E l’espace vectoriel des polynômes W0-harmoniques de Sða0Þ: On
pose, pour n 2 N et l 2 an

0C;

Yn :¼ Uð %nn0Þ � E �Dn;

et Yl;n :¼ ðUðgÞ=UðgÞkÞ �DðG=KÞ Dl;n;
ð79Þ

où Yn est regardé comme Uð %nn0Þ-module à gauche.
D’après le Corollaire 11.4 de [1], l’application linéaire fl;n de Yn dans

Yl;n; induite par x � e � w/ xe � w est un isomorphisme de Uð %nn0Þ-
modules à gauche. Comme Yl;n est un ðg;KÞ-module admissible de type fini
(utiliser [26, Corollaire 3.4.7]), on construit une ðg;KÞ-représentation sur Yn

par transport de structure à l’aide de f�1
l;n: On notera pl;n les représentations

de g et K correspondantes.
On fixe F � D: Comme LF normalise %nnF ; les espaces quotients Y

j
l;n :¼

Yl;n= %nn
j
F Yl;n; n 2 N; l 2 an

0 C; j51; sont des ðlF ;K \ LF Þ-modules admissibles
de type fini (cf., e.g., [26, Lemme 4.3.1] qui s’étend facilement du cas j ¼ 1 au
cas général).
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On pose, pour n 2 N; l 2 an
0C; j51; Yj

n :¼ Yn= %nn
j
FYn et pj

l;n sa structure de
ðlF ;K \ LF Þ-module issue de pl;n:

Lemme 16. Soient n 2 N et j51: La famille ðpj
l;nÞl2an

0C
est une famille de

ðlF ;K \ LF Þ-modules de Harish-Chandra dans Yj
n au sens de [1, Définition

11.1].

Preuve. Montrons que la famille ðwl;nÞl2an

0C
est une famille polynômiale

de représentations de DðG=KÞ:
Par transport de structure par g0; il suffit de voir que ð*wwl;nÞl2an

0C
est une

famille holomorphe de représentations de A:
On identifie A à C½X1; . . . ;Xl � grâce à p1; . . . ; pl : On pose, pour

i ¼ 1; . . . ; l; xiðlÞ ¼ piðlÞ et xðlÞ ¼ ðx1ðlÞ; . . . ;xlðlÞÞ: Alors, pour p;
q 2 C½X1; . . . ;Xl �;

*wwl;nðpÞq ¼
Xn�1

k¼0

X
n1þ���þnl¼k

1

n1! . . . nl !

@k

@X n1
1 . . . @X nl

l

ðpqÞðxðlÞÞ
�

� ðX1 � x1ðlÞÞ
n1 � ðXl � xlðlÞÞ

nl Þ:

L’assertion en résulte en tenant compte de [1, Proposition 11.6]. ]

Soit G l’application de Uð %nn0Þ � E �DðG=KÞ dans UðgÞ=UðgÞk induite
par u � e � D/ ueD: D’après [21, Proposition 5.2], l’application G est un
isomorphisme de Uð %nn0Þ-modules à gauche et de DðG=KÞ-modules à droite.

On note m l’application de Yn dans UðgÞ définie par:

mðu � e � DÞ ¼ ueD̃;

qui est surjective.
On fixe n 2 N et soit j51: D’après le Lemme 16, la famille ðpj

l;nÞl2an

0C

est polynômiale au sens de [1, Définition 11.1]. Par application du
Lemme 11.2 de loc.cit. à la famille ðpj

l;nÞl2an

0C
; on voit qu’il existe un

sous-espace vectoriel de dimension finie %VVj de Y
j
n tel que, pour tout l 2 an

0C;
le sous-espace des vecteurs K \ LF -invariants sous pj

l;n; noté Yj
nðl; 1Þ;

soit contenu dans %VVj : On note *VVj un sous-espace vectoriel de Yn

de dimension finie qui s’envoie bijectivement sur %VVj sous la projec-
tion canonique pn;j de Yn sur Yj

n et qui contient 1� 1� 1: On pose
Vj :¼ mð *VVjÞ: Soit Z :Vj ! *VVj l’inverse de l’isomorphisme linéaire mj *VVj

de *VVj sur Vj et on pose x :¼ pn;j 8 Z: Donc x est un isomorphisme linéaire de
Vj sur %VVj :

On a l’analogue de la Proposition 11.7 de [1].
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Lemme 17. Soit j51: Il existe:

(i) un endomorphisme xl;n 2 EndðVjÞ dépendant polynômialement de l 2
an
0C et tel que xl;nð1UðgÞÞ ¼ 1UðgÞ;

(ii) un homomorphisme d’algèbres bn;jðl; :Þ de UðlF Þ
K\LF dans EndðVjÞ

dépendant polynômialement de l 2 an
0 C et

(iii) une application bilinéaire

yl;n : UðlF Þ
K\LF �Vj ! %nn

j
F Uð %nn0 þ a0Þ

dépendant polynômialement de l 2 an
0C; tels que,

pour tout l 2 an
0 C; D 2 UðlF Þ

K\LF et v 2 Vj:

Dxl;nðvÞ � xl;nðbn;jðl;DÞvÞ þ yl;nðD; vÞ modulo Jl;n;

où Jl;n est l’idéal à gauche dans UðgÞ engendré par k et q�1ðIn
l Þ; q désignant la

projection de UðgÞk sur DðG=KÞ ’ UðgÞk=UðgÞk \ UðgÞk:

Preuve. Pour l 2 an
0C; on note Pl;n la projection dans Yj

n sur le sous-
espace Yj

nðl; 1Þ des vecteurs K \ LF -invariants sous p
j
l;n; parallèlement aux

autres composantes. Comme, pour tout l 2 an
0C; Y

j
nðl; 1Þ � %VVj ; Pl;n envoie

Yj
n sur

%VVj : On pose, pour l 2 an
0C; %xxl;n :¼ Pl;n j %VVj

: On montre, comme dans la
preuve du Lemme 11.2 de [1], que %xxl;n est polynômiale en l:

On définit, pour l 2 an
0C; un homomorphisme d’algèbres %bbn;jðl; :Þ de

UðlF Þ
K\LF dans Endð %VVjÞ par:

%bbn;jðl;DÞ :¼ Pl;n 8 p
j
l;nðDÞ 8Pl;n j %VVj

ðD 2 UðlF Þ
K\LF Þ:

On a alors d’après le Lemme 16 et ce qui précède que %bbn;jðl;DÞ;
D 2 UðlF Þ

K\LF ; a une dépendance polynômiale en l:
Tenant compte du fait que Pl;n commute avec pj

l;nðDÞ; D 2 UðlF Þ
K\LF ;

on a:

pj
l;nðDÞ 8 %xxl;n ¼ %xxl;n 8

%bbn;jðl;DÞ ðD 2 UðlF Þ
K\LF Þ: ð80Þ

Pour j51; l 2 an
0C et D 2 UðlF Þ

K\LF ; on pose:

xl;n :¼ x�1
8 %xxl;n 8 x 2 EndðVjÞ

et bn;jðl;DÞ :¼ x�1
8
%bbn;jðl;DÞ 8 x 2 EndðVjÞ:

ð81Þ

On note 1Yn
l’élément 1� 1� 1 de Yn: Pour l 2 an

0C; l’application pn
l de

UðgÞ dansYn; qui associe à u; pl;nðuÞ1Yn
; est surjective. Soit l 2 an

0C: On pose,
pour v 2 Vj:

ỹl;nðD; vÞ :¼ pn
lðDxl;nðvÞ � xl;nðbn;jðl;DÞvÞÞ 2 Yn: ð82Þ
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Alors:

ỹl;nðD; vÞ ¼ pl;nðDÞðZ 8 xl;nÞðvÞ � ðZ 8 xl;nÞðbn;jðl;DÞvÞ: ð83Þ

Il résulte de (80), (81) et (83) que:

pn;jðỹl;nðD; vÞÞ ¼ 0: ð84Þ

On pose:

yl;nðD; vÞ :¼ mðỹl;nðD; vÞÞ: ð85Þ

On vérifie aisément que l’application pn
l 8m est l’identité sur Yn: Donc

Éq. (85) implique que:

pn
lðyl;nðD; vÞÞ ¼ ỹl;nðD; vÞ: ð86Þ

Il résulte de (84) que yl;nðD; vÞ 2 %nnjUð %nn0 þ a0Þ: Tenant compte de (82) et (86),
on a alors:

Dxl;nðvÞ � xl;nðbn;jðl;DÞvÞ � yl;nðD; vÞ 2 Kerðpn
lÞ: ð87Þ

Soient Jl;n comme dans l’énoncé et J 0
l;n le noyau de pn

l: Ils contiennent tous
les deux UðgÞk: On voit facilement que la projection de J 0

l;n dans UðgÞ=UðgÞk
est égale à l’image par l’isomorphisme G de Uð %nn0Þ � E � In

l : Donc J 0
l;n

contient Jl;n; car il contient les générateurs de Jl;n: Mais aussi, J 0
l;n est

contenu dans Jl;n: Donc J 0
l;n ¼ Jl;n: ]

Soit b une algèbre de Lie abélienne réelle. On suppose que X est un
espace vectoriel complexe sur lequel UðbÞ a une représentation locale-
ment finie p; c’est à dire que, pour tout x 2 X ; pðUðbÞÞx est de dimension
finie.

Si l 2 bn

C; on note X ðp; lÞ le sous-espace des vecteurs propres généralisés
pour la valeur propre l: Soit LðpÞ l’ensemble des l 2 bn

C tels que X ðp; lÞa
f0g: On a X ¼ �l2LðpÞX ðp; lÞ:

On dit que l 2 LðpÞ est un b-poids d’ordre fini s’il existe un k 2 N tel que,
pour tout H 2 b; ðpðHÞ � lðHÞÞk s’annule sur X ðp; lÞ: Le plus petit k

satisfaisant cette propriété est appelé l’ordre de l et noté oðp; lÞ: Si l 2 LðpÞ
n’est pas d’ordre fini, on pose oðp; lÞ ¼ 1 et si l 2 bn

C=LðpÞ; on pose
oðp; lÞ ¼ 0:

La preuve du lemme suivant est analogue à celle de la Proposition 11.8
de [1].

Lemme 18. Soient j51 et l 2 an
0C:

(i) Lðbn;jðl; :ÞjaF
Þ � Lððpj

l;nÞjaF
Þ [ f0g:
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(ii) Si x 2 Lðbn;jðl; :ÞjaF
Þ; on a

oðbn;jðl; :ÞjaF
; xÞ4maxfoððpj

l;nÞjaF
; xÞ; 1g:

Lemme 19. Il existe un entier positif m tel que, pour tout l 2 an
0C et x 2

Lððp1l;nÞjaF
Þ; on ait oððp1l;nÞjaF

; xÞ4m:

Preuve. Identique à celle du Lemme 11.9 de [1], en remplaçant dans
celle-ci C� E � C par C� E �Dn: ]

On a un analogue de [1, Proposition 11.10].

Lemme 20. Soient j51 et l 2 an
0C:

Les poids de ðpj
l;nÞjaF

sont tous de la forme ðwl� r0ÞjaF
� m; où w 2 W0 et m

s’écrit m ¼ a1 þ � � � þ al ; 04loj; avec ai 2 SðnF ; aF Þ:
Soit O un sous-ensemble de an

0C tel que ReO soit borné. Alors, pour tout

m 2 N:SðnF ; aF Þ; il existe dm51 tel que, pour tout j51; w 2 W0; et l 2 O; on ait

oððp1l;nÞjaF
; ðwl� r0ÞjaF

� mÞ4dm:

Preuve. Il existe une filtration de Dn par des sous-représentations de wl;n;
f0g ¼ Dl;n;0 � � � � � Dl;n;d ¼ Dn; où d ¼ dimDn; et les sous-quotients
Dl;n;iþ1=Dl;n;i sont isomorphes à DðG=KÞ=Il comme DðG=KÞ-modules. Il
en résulte que Yl;n admet une filtration par des sous-ðg;KÞ-modules Yl;n;i ¼
UðgÞ=UðgÞk �DðG=KÞ Dl;n;i dont les sous-quotients sont isomorphes à Yl;1:
Du fait de l’isomorphisme de %nn0-modules entre Yl;n;i et Uð %nn0Þ � E �Dl;n;i;
la suite de %nn0-modules

%nn
j
F Yl;n;i ! %nn

j
F Yl;n;iþ1 ! %nn

j
F ðYl;n;iþ1=Yl;n;iÞ

est exacte. Donc

oððpj
l;n;iþ1ÞjaF

; xÞ4oððpj
l;n;iÞjaF

; xÞ þ oððpj
l;1ÞjaF

; xÞ: ð88Þ

Or, d’après [1, Proposition 11.10], oððpj
l;1ÞjaF

; xÞa0 implique que x est
de la forme ðwl� r0ÞjaF

� m avec m ¼
P

04loj ai; où les ai sont des éléments
de SðnF ; aF Þ: De plus, si O est un sous-ensemble de an

0C tel que ReO soit
borné, il résulte de loc.cit., Proposition 11.10, qu’il existe dm51 tel que
oððpj

l;1ÞjaF
; ðwl� r0ÞjaF

� mÞ4dm:
Le lemme résulte alors de (88) par une simple récurrence sur i: ]
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7.2. Revenons à G=H

On note gd ; kd ; hd les sous-algèbres de Lie de gC définies par:

gd ¼ k \ h þ iðk \ qÞ þ iðs \ hÞ þ s \ q;

kd ¼ k \ h þ iðs \ hÞ; hd ¼ k \ h þ iðk \ qÞ:

Alors gd ¼ kd � sd est une décomposition de Cartan de gd ; notant sd ¼
s \ q þ iðk \ qÞ: Soit Gd un groupe de Lie réductif réel connexe dans la
classe de Harish-Chandra d’algèbre de Lie gd et Kd le sous-groupe
analytique d’algèbre de Lie kd :

On fixe un sous-groupe parabolique sy-stable Q de G de s-décomposition
de Langlands Q ¼ MQAQNQ avec aQ � a|ð� adÞ: On note ad

MQ
l’orthogo-

nal de aQ dans ad :
On fixe un élément L de ðad

MQ
ÞnC: Soit P un sous-groupe parabolique

sy-stable de G avec P ¼ MPAPNP sa s-décomposition de Langlands et
aP � a|: On note, pour l 2 ðaQÞ

n

C:

XPðL; lÞ ¼ f0g [ fxjaP
j x 2 W ðadÞðL� lÞ � rP �N:SPg;

et on fixe k51:
En appliquant les Lemmes 17, 18 et 20 à ðgd ;KdÞ; comme dans la Section

12, p. 388, de [1], et en remplaçant le paramètre l par L� l; on montre qu’il
existe un sous-espace vectoriel de dimension finie Vk � Uð %nnP þ lPÞ
contenant 1UðgÞ et vérifiant:

Lemme 21. Il existe:

(i) un endomorphisme xl;n 2 EndðVkÞ dépendant polynômialement de

l 2 ðaQÞ
n

C et tel que xl;nð1UðgÞÞ ¼ 1UðgÞ pour tout l 2 ðaQÞ
n

C;
(ii) un homomorphisme d’algèbres bn;kðl; :Þ de UðlPÞ

K\LP dans EndðVkÞ
dépendant polynômialement de l 2 ðaQÞ

n

C et

(iii) une application bilinéaire

yl;n : UðlPÞ
K\LP �Vk ! %nnk

PUð %nnP þ aPÞ

dépendant polynômialement de l 2 ðaQÞ
n

C; tels que, pour tout l 2 ðaQÞ
n

C; D 2
UðlPÞ

K\LP et v 2 Vk:

Dxl;nðvÞ � xl;nðbn;kðl;DÞvÞ þ yl;nðD; vÞ modulo JL�l;n;

où JL�l;n est l’idéal à gauche dans UðgÞ engendré par h et q�1ðIn
L�lÞ;

IL�l désignant l’idéal de DðG=HÞ engendré par fD 2 DðG=HÞj gad

ðD;L� lÞ ¼ 0g et q étant la projection de UðgÞh sur DðG=HÞ ’ UðgÞh=
UðgÞh \ UðgÞh:
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(iv) De plus Lðbn;kðl; :ÞjaP
Þ � XPðL; lÞ et il existe une fonction locale-

ment bornée d : ½0;þ1½! N telle que, pour tout l 2 ðaQÞ
n

C; x 2
Lðbn;kðl; :ÞjaP

Þ; on ait:

oðbn;kðl; :Þ; xÞ4dðjRe lj þ jRe xjÞ:

On note (cf. [4]), pour r 2 R et f une fonction de G dans C;

jj f jjr :¼ sup
g2G

jjgjj�rj f ðgÞj;

où jj:jj est définie dans (35), et CrðGÞ l’espace de Banach des fonctions
continues f : G ! C vérifiant jj f jjro1: Cet espace est invariant par la
représentation régulière gauche L et droite R (cf. [3, (2.4.5)]). L’espace de
Banach des vecteurs de classe Cq pour L de CrðGÞ est noté Cq

r ðGÞ et l’espace
de Fréchet des vecteurs C1 est désigné par C1

r ðGÞ: La norme sur Cq
r ðGÞ est

notée jj:jjq;r:

On fixe l0 2 ðaQÞ
n

C; X0 2 aþP ð:¼ fX 2 aPj aðX Þ > 0; a 2 SPg) et r 2 R: On
obtient, grâce au Lemme 21, en utilisant les mêmes constructions que celles
de la preuve de la Proposition 12.6 de [1], le résultat suivant.

Proposition 7.2.1. Pour N 2 R; il existe:

ðiÞ un voisinage O de l0 dans ðaQÞ
n

C et U de X0 dans aþP ;
ðiiÞ des constantes j; q 2 N; r05r et C; E > 0;
ðiiiÞ une application continue C de O� U à valeurs dans l’espace de

Banach des applications linéaires continues de Cq
r ðGÞ dans Vn

k � Cr0 ðGÞ;
holomorphe dans la première variable et

ðivÞ un élément Z 2 Vnn

k

tels que:

ðaÞ Cðl;X Þ entrelace les actions à gauche de G sur Cq
r ðGÞ et Cr0 ðGÞ pour tout

ðl;X Þ 2 O� U et

ðbÞ pour tout l 2 O:

jjRexpðtX Þf � ðZ 8 expðbn;kðl; tX ÞtÞ � 1ÞCðl;X Þ f jjr04Cjj f jjq;re
ðN�EÞt;

pour tout f 2 Cq
r ðGÞ annulé par l’idéal In

L�l; X 2 U et t50:

Pour l0 et l éléments de ðaQÞ
n

C; w0 2 W ðad Þ et m0 2 �N:SP; on note XP
ðw0;m0Þ

ðl; l0Þ la réunion des ensembles

f0g \ fw0ðL� l0ÞjaP
þ m0g
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et

fwðL� lÞjaP
þ m j w 2 W ðadÞ; m 2 �N:SP

et wðL� l0ÞjaP
þ m ¼ w0ðL� l0ÞjaP

þ m0g:

Il résulte de la Proposition 7.2.1 une généralisation du Théorème 12.9 de [1].

Proposition 7.2.2. Soient n 2 N et O0 un ouvert de ðaQÞ
n

C:
Soit F 2 AnðG=H;L;O0Þn (cf. Éq. (37) pour la définition de cet espace). On

fixe l0 2 O0; w0 2 W ðadÞ et m0 2 �N:SP:
Alors il existe un voisinage O de l0 dans O0 et une constante r 2 R tels que

l’application

ðl;X Þ/
X

x2XP
ðw0 ;m0 Þ

ðl;l0Þ

pxðPjF ðlÞ; �;X Þeðx�rPÞðX Þ

soit continue de O� aP dans C1
r ðGÞ et holomorphe en l; avec pour valeur

en l0:

pw0ðL�l0ÞjaP
þm0 ðPjF ðl0Þ; �;X Þeðw0ðL�l0ÞjaP

�rPþm0ÞðX Þ:

Preuve. Identique à celle de [1, Théorème 12.9], en remplaçant
respectivement dans celle-ci tk

l et l’équation (6.16) de loc.cit. par pk
l;nþ1

et la Proposition 7.2.1. ]

Il résulte immédiatement de la Proposition 7.2.2 un analogue du
Corollaire 1 du Lemme 2 de [13].

Lemme 22. On conserve les notations de la Proposition 7.2.2.
Soit x0 un exposant asymptotique de F ðl0Þ le long de P: Alors, pour toute

suite ðlkÞk2Nn dans O0 tendant vers l0; il existe une suite ðxkÞk2Nn dans ðaPÞ
n

C qui

converge vers x0 et telle que xk soit un exposant asymptotique de F ðlkÞ le long

de P:

7.3.

Soit P ðresp: QÞ un sous-groupe parabolique sy-stable de G de

s-décomposition P ¼ MPAPNP ðresp: Q ¼ MQAQNQÞ

avec aP ðresp: aQÞ contenue dans a|:

ð89Þ

On rappelle que ad
MQ

est l’orthogonal de aQ dans ad :
Le lemme suivant reprend des arguments de la preuve du Lemme 23

de [13].
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Lemme 23. Soient L 2 ðad
MQ

ÞnC et O un ouvert connexe de ðaQÞ
n

C: Soit

w0 2 W ðadÞ:
Il existe un ouvert dense Ow0

dans ðaQÞ
n

C; produit de an
Q par le

complémentaire d’une famille finie de sous-espaces affines de ian
Q; tel

que, pour tout n 2 N; m0 2 �N:SP et F 2 AnðG=H; t;L;OÞn (cf. Éq. (37)
pour la définition de cet espace), on ait

l/ pw0ðL�lÞjaP
þm0 ðPjF ðlÞ;x;X Þ

ðx 2 G=H ; X 2 aPÞ; holomorphe sur Ow0
\ O:

Preuve. Notons resaP
la restriction des applications à aP:

On note:

O0
w0

:¼ fl 2 ðaQÞ
n

Cj si resaP 8wjan

Q
aresaP 8w0 jan

Q
alors

ImðwL� w0LÞjaP
aImðw0l� wlÞjaP

; w 2 W ðadÞg
ð90Þ

et

Ow0
:¼

O0
w0

si resaP 8w0 jan

Q
¼ 0;

fl 2 O0
w0
j Im w0ðL� lÞjaP

a0g sinon:

(
ð91Þ

Il est clair que Ow0
est un ouvert dense de ðaQÞ

n

C et le produit de an
Q par le

complémentaire d’une famille finie de sous-espaces affines de ian
Q:

Soit l0 2 Ow0
\ O: Pour montrer que l/ pw0ðL�lÞjaP

þm0ðPjF ðlÞ;x;X Þ
(x 2 G=H ; X 2 aP) est holomorphe en l0; il suffit de montrer que, pour
l 2 ðaQÞ

n

C; l’ensemble XP
ðw0;m0Þ

ðl; l0Þ; défini avant la Proposition 7.2.2, est
réduit à w0ðL� lÞjaP

þ m0; ce qui revient à dire que la somme dans la
Proposition 7.2.2 se réduit à un seul terme.

Soit x 2 XP
ðw0;m0Þ

ðl; l0Þ tel que x =2 f0g \ fw0ðL� l0ÞjaP
þ m0g: Il existe

w 2 W ðadÞ et m 2 �N:SP tels que:

x ¼ wðL� lÞjaP
þ m ð92Þ

et wðL� l0ÞjaP
þ m ¼ w0ðL� l0ÞjaP

þ m0: ð93Þ

En particulier, on a

ImðwL� w0LÞjaP
¼ Imðw0l0 � wl0ÞjaP

:

Comme l0 2 Ow0
; qui est inclus dans O0

w0
; ceci implique que resaP 8wjan

Q
¼

resaP 8w0 jan

Q
: On a donc wljaP

¼ w0ljaP
ce qui implique, d’après (93), que
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wLjaP
þ m ¼ w0LjaP

þ m0: Tenant compte de (92), on en déduit que
x ¼ w0ðL� lÞjaP

þ m0 comme désiré.
Supposons maintenant que x 2 f0g \ fw0ðL� l0ÞjaP

þ m0g: En particulier
Im w0ðL� l0ÞjaP

¼ 0; ce qui implique, compte tenu que l0 2 Ow0
; que resaP

8w0 jan

Q
¼ 0: Comme w0ðL� l0ÞjaP

þ m0 ¼ 0; on a alors w0LjaP
þ m0 ¼ 0: De

plus, on a aussi w0ljaP
¼ 0:

Donc w0ðL� lÞjaP
þ m0 ¼ 0 qui est égal à x comme désiré. Par

conséquent, on a bien:

XP
ðw0;m0Þ

ðl; l0Þ ¼ fw0ðL� lÞjaP
þ m0g ðl0 2 Ow0

\ O; l 2 ðaQÞ
n

CÞ:

D’où la Proposition. ]

Les sous-groupes paraboliques P et Q sont fixés comme ci-dessus
(cf. (89)).

Lemme 24. Soit L 2 ðad
MQ

ÞnC: On suppose que O est un ouvert connexe de

ðaQÞ
n

C; produit d’un ouvert connexe O1 de an
Q; contenant 0, par ian

Q:
Alors il existe un ouvert dense O dans O tel que, pour tout élément F de

AnðG=H ; t;L;OÞn (n 2 N) tel que F ðlÞ soit tempéré pour l 2 O\ ian
Q; tout

l 2 O et tout exposant asymptotique x de F ðlÞ le long de P s’écrivant

x ¼ wðL� lÞjaP
þ m; avec w 2 W ðadÞ et m 2 �N:SP; on ait:

Re wLjaP
þ m4P0: ð94Þ

Preuve. On pose O0 :¼
T

x2W ðad Þ Ox; où les Ox sont donnés par le Lemme
23. C’est un ouvert dense dans ðaQÞ

n

C; produit de an
Q par un ouvert O1 de ian

Q;
où O1 est le complémentaire d’une famille finie de sous-espaces affines de
ian

Q: L’intersection O de O0 et O vérifie O ¼ O1 � O1: Une fonction
holomorphe sur O nulle sur ian

Q \ O ¼ O1 est nulle au voisinage de O1;
donc nulle sur O car f0g � O1 a une intersection non vide avec chacune des
composantes connexes de O:

Soient x; w et m comme dans l’énoncé. Avec notre choix de O; on a,
d’après le Lemme 23, n/ pwðL�nÞjaP

þmðPjF ðnÞ; x;X Þ (x 2 G=H; X 2 aP) est
holomorphe sur O:

Comme x ¼ wðL� lÞjaP
þ m est un exposant asymptotique de F ðlÞ le long

de P; le coefficient asymptotique, pwðL�lÞj aP
þmðPjF ðlÞ; : ; :Þ; de F ðlÞ le long de

P relatif à l’exposant wðL� lÞj aP
þ m est non identiquement nul. Il résulte

donc de ce qui précède qu’il existe l1 2 ian
Q tel que pwðL�l1Þj aP

þmðPjF ðl1Þ; : ; :Þ
soit non identiquement nul, i.e., tel que x1 :¼ wðL� l1ÞjaP

þ m soit un
exposant asymptotique de F ðl1Þ le long de P: Mais, F ðl1Þ étant tempéré, on
a Re x14P0 (cf. [13, Définition 2]). On en déduit (94). ]
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Les sous-groupes paraboliques P et Q sont fixés comme ci-dessus
(cf. (89)).

Lemme 25. Soit L 2 ðad
MQ

ÞnC: On suppose que O vérifie les hypothèses du

lemme précédent.
Alors, pout tout l 2 O et tout élément F de AnðG=H ; t;L;OÞn (n 2 N) tel

que F ðnÞ soit tempéré pour n 2 O\ ian
Q; tout exposant asymptotique x de F ðlÞ

le long de P est de la forme:

x ¼wðL� lÞjaP
þ m avec w 2 W ðadÞ et m 2 �N:SP

vérifiant Re wLjaP
þ m4P0:

Preuve. D’après la densité de l’ouvert O dans O (cf. Lemme 24), il
existe une suite ðlkÞk2Nn dans O convergeant vers l: Grâce au Lemme 22,
il existe alors une suite ðwkÞk2Nn dans W ðadÞ et ðmkÞk2Nn dans �N:SP tel que
xk :¼ wkðL� lkÞjaP

þ mk soit un exposant asymptotique de F ðlkÞ le long de
P et ðxkÞ converge vers x: Comme ðxkÞ et ðlkÞ convergent, ðmkÞ est bornée.
Quitte à extraire une sous-suite, on peut supposer ðwkÞ et ðmkÞ constantes,
i.e., il existe w 2 W ðadÞ et m 2 �N:SP tels que xk ¼ wðL� lkÞjaP

þ m: On a
donc, par passage à la limite, x ¼ wðL� lÞjaP

þ m: Comme ðxkÞ � O; on
déduit du Lemme 24, que w et m vérifient Re wLjaP

þ m4P0: D’où notre
assertion. ]

Les sous-groupes paraboliques P et Q sont fixés comme ci-dessus
(cf. (89)).

Lemme 26. Soit L 2 ðad
MQ

ÞnC: On suppose que O vérifie les hypothèses du

Lemme 24. On suppose en outre que P est tel que aP soit un sous-espace

vectoriel de aQ et que S %PP � SQ: Soit l0 2 O tel que �Re l0 jaP
soit strictement

SP-dominant et Re l0 ¼ Re l0 jaP
:

Alors, pour tout F 2 AnðG=H; t;L;OÞn (n 2 N) tel que F ðlÞ soit tempéré

pour l 2 O\ ian
Q; v 2 WP:

ðiÞ L’application

l/ p�ðvlÞjaPv
ðPvjF ðlÞ;x;X Þ

ðx 2 G=H; X 2 aPÞ est holomorphe au voisinage de l0:
ðiiÞ Tout exposant x de F ðl0Þ le long de Pv vérifie:

Re x4Pv � v Re l0;

avec égalité seulement si x ¼ �ðvl0ÞjaPv :
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Preuve. Il existe, pour tout s 2 W|; ks 2 NKd ðadÞ tel que:

sðX Þ ¼ Ad k�1
s ðX Þ ðX 2 a|Þ

(cf. [17, Section 5, Corollaire 2; 14, Lemme 2(iii)]).
Comme a| est contenu dans ad et comme ks 2 NKd ðad Þ; on voit que, pour

tout s 2 W|; il existe alors %ss 2 W ðad Þ tel que s ¼ %ssja| : Alors tout élément w de
WP est réalisé par un élément %ww de W ðadÞ:

On pose, pour v 2 WP;

FvðnÞ :¼ F ðv�1nÞ; n 2 vðOÞ:

Alors F v 2 AnðG=H; %vvL; %vvðOÞÞn; et %vvðOÞ possède les mêmes propriétés que O;
pour ðaQv ÞnC: De plus, �v Re l0 est strictement SPv -dominant. Pour obtenir
les assertions de la Proposition, il suffit donc de traiter le cas v ¼ eG; et
ensuite remplacer Q par Qv et F par F v:

Comme �l0 jaP
¼ ðL� l0ÞjaP

þ 0; il suffit, pour prouver (i), d’après la
Proposition 7.2.2, de montrer que Xð1;0Þðl; l0Þ est réduit à �ljaP

pour l
dans un voisinage de l0: Comme �Re l0 jaP

est strictement SP-dominant,
f0g \ f�l0 jaP

g est vide. Donc, si x 2 Xð1;0Þðl; l0Þ; il est de la forme:

x ¼ wðL� lÞjaP
þ m avec w 2 W ðad Þ; m 2 �N:SP

vérifiant wðL� l0ÞjaP
þ m ¼ �l0 jaP

:
ð95Þ

Pour que x contribue à la somme donnée dans la Proposition 7.2.2, il
faut que x soit un exposant asymptotique de F ðlÞ le long de P; car
sinon pxðPjF ðlÞ; gÞ ¼ 0; pour tout g 2 G: On a donc, compte tenu du
Lemme 25, que:

x ¼ w0ðL� lÞjaP
þ m0 avec w0 2 W ðadÞ; m0 2 �N:SP

vérifiant Re w0LjaP
þ m04P0:

ð96Þ

Soit L le réseau des racines de Dðg; a|Þ: On pose

E :¼ 1
3
inff jjxðL� l0ÞjaP

� x0ðL� l0ÞjaP
þ mjaP

jj j

x; x0 2 W ðadÞ; m 2 L et

xðL� l0ÞjaP
� x0ðL� l0ÞjaP

þ mjaP
a0g: ð97Þ

Comme W ðadÞ est fini et L est discret, on a E > 0:
On prend maintenant l 2 ðaQÞ

n

C tel que jjl� l0jjoE:
D’après (95) et (96), on a

wðL� lÞjaP
þ m ¼ w0ðL� lÞjaP

þ m0: ð98Þ
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Montrons qu’alors:

wðL� l0ÞjaP
þ m ¼ w0ðL� l0ÞjaP

þ m0: ð99Þ

Supposons le contraire. Alors

jjwðL� l0ÞjaP
� w0ðL� l0ÞjaP

þ ðm� m0Þjj53E: ð100Þ

Mais, comme jjl� l0jjoE; on a jjxl� xl0jjoE; pour tout x 2 W ðad Þ; ce qui
implique, grâce à (98), que:

jjwðL� l0ÞjaP
� w0ðL� l0ÞjaP

þ ðm� m0Þjj42E:

D’où une contradiction avec (100). Donc (99) est vrai. Quitte à changer w

(resp. m) en w0 (resp. m0), on peut donc supposer que:

Re wLjaP
þ m4P0: ð101Þ

On choisit un ensemble Sd de racines positives de ad formé de la réunion de
l’ensemble des racines dont la restriction à aP est une racine de aP dans nP et
d’un ensemble de racines positives pour les racines nulles sur aP: On regarde
Re l0 comme élément de ðadÞn: Par hypothèse sur l0; Re l0 est Sd-dominant,
ce qui implique que �wRe l0 þRe l0 est une combinaison linéaire à
coefficients positifs d’éléments de Sd : Par restriction à aP; on obtient:

�w Re l0 jaP
4P �Re l0: ð102Þ

Si on a égalité, pour des raisons de longueur, cela implique que w Re l0 ¼
w Re l0 jaP

¼ Re l0: Or le stabilisateur de Re l0 ¼ Re l0 jaP
est engendré par

les réflexions par rapport à des racines orthogonales à Re l0: Celles-ci sont
nulles sur aP car �Re l0 jaP

est strictement SP-dominant, par hypothèse.
Donc les éléments du stabilisateur de Re l0 fixent les éléments de aP: Donc,
on a égalité dans (102) si et seulement si w est trivial sur aP: On a donc:

�w Re l0 jaP
4P �Re l0;

avec égalité seulement si wjan

P
¼ Idan

P
:

ð103Þ

L’équation (95), joint à (101) et (103), montre qu’alors w est trivial sur aP:
Donc wLjaP

¼ 0; car L 2 ðad
MQ

ÞnC; puis, grâce à (95), m ¼ 0: Donc, d’après
(95), x ¼ �ljaP

comme désiré. On a bien Xð1;0Þðl; l0Þ ¼ f�ljaP
g:

Maintenant, tenant compte du Lemme 25 et de (102), si x 2 eðP;F ðl0ÞÞ;
on a Re x4P �Re l0: De plus, si on a égalité, on a (cf. (103)) que
x ¼ �l0 jaP

: ]
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Lemme 27. On suppose que P et Q sont fixés comme ci-dessus

(cf. Éq. (89)). Soit L 2 ðad
MQ

ÞnC: On suppose que O est un ouvert connexe de

ðaQÞ
n

C; produit d’un ouvert connexe O1 de an
Q; contenant 0, par ian

Q:
On suppose que P est tel que aP soit un sous-espace vectoriel de aQ et que

S %PP � SQ:
Soient l0 2 O tel que �Re l0 jaP

soit strictement SP-dominant et Re
l0 ¼ Re l0 jaP

; et u 2 Sðan
QÞ:

Soient F 2 AnðG=H ; t;L;OÞn; n 2 N; tel que F ðlÞ et @ðuÞðF ðnÞÞjn¼l soient

tempérés pour l 2 ian
Q: Soit v 2 WP: Alors:

p�ðvlÞjaPv
ðPvj@ðuÞðF ðnÞÞjn¼l; g;X Þeð�vl�rPv ÞðX Þ

¼ @ðuÞðp�ðvnÞjaPv
ðPvjF ðnÞ; g;X Þeð�vn�rPv ÞðX ÞÞjn¼l

ðg 2 G; X 2 aPv Þ;

pour tout l dans un voisinage de l0:

Preuve. En utilisant les mêmes arguments que dans le début de la preuve
du Lemme 26, on se ramène à traiter le cas v ¼ eG:

Par hypothèse, F 2 AnðG=H; t;L;OÞn: Donc (cf. Lemme 8), la famille
holomorphe l/ @ðuÞðF ðnÞÞn¼l est un élément de AnðG=H; t;L;OÞn0 ; où
n0 ¼ n þ d0u; d0u désignant le degré de u:

On choisit E > 0 assez petit pour que la boule ouverte de centre l0 et de
rayon E; Bðl0; EÞ; soit contenue dans O et pour que F et l/ @ðuÞðF ðnÞÞjn¼l;
restreints à Bðl0; EÞ; soient holomorphes à valeurs dans C1

r ðGÞ � Vt; pour
un r 2 R:

On fixe X 2 aþP : L’ensemble

f0g [ fRe wðL� l0ÞðX Þ þ mðX Þj w 2 W ðadÞ; m 2 �N:SPg;

est un ensemble discret. Soit x0 le plus grand de ses éléments qui sont
strictement inférieurs à �Re l0ðX Þ: On note E0 ¼ �Re l0ðX Þ � x0: On fixe
N 2 R tel que, pour tout l 2 Bðl0; EÞ;

No�Re lðX Þ � rPðX Þ � E0: ð104Þ

Quitte à réduire E; on sait, d’après la Proposition 7.2.1, qu’il existe k; q 2 N;
r05r; C > 0; E0 > 0 tels que:

jjRexpðtX ÞF ðlÞ � ðZ 8 expðbn;kðl; tX ÞtÞ � 1ÞCðl;X ÞF ðlÞjjr0

4CjjF ðlÞjjq;re
ðN�E0Þt; pour tout t50; l 2 Bðl0; EÞ: ð105Þ

Tenant compte du Lemme 21(ii) et de la Proposition 7.2.1(iii), on peut
appliquer la formule intégrale de Cauchy. Cette application montre que,
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quitte à réduire encore E; il existe C050 tel que:

jj@ðuÞðRexpðtX ÞF ðnÞÞjn¼l

� @ðuÞðZ 8 expðbn;kðn; tX ÞtÞ � 1ÞCðn;X ÞF ðnÞÞjn¼ljjr0

4C0jjF ðlÞjjq;re
ðN�E0Þt; pour tout t50; l 2 Bðl0; EÞ: ð106Þ

On fixe g 2 G:
Comme fonctions de t;

Gðl; tÞ :¼ ððZ 8 expðbn;kðl; tX ÞtÞ � 1ÞCðl;X ÞF ðlÞÞðgÞ ð107Þ

et Guðl; tÞ :¼ @ðuÞðGðn; tÞÞjn¼l ðl 2 Bðl0; EÞÞ ð108Þ

sont des sommes d’exponentielles polynômes, et on se propose d’étudier
leurs termes respectifs en eð�l�rPÞðX Þt:

D’après le Lemme 21(iv), les valeurs propres de bn;kðl;X Þt sont contenues
dans l’ensemble:

f0g [ fwðL� lÞðX Þ � rPðX Þ þ mðX Þ j w 2 W ðad Þ; m 2 �N:SPg: ð109Þ

On prend

EoE0=ð3jjX jjÞ: ð110Þ

Alors, toutes les valeurs propres des bn;kðl;X Þt; l 2 Bðl0; EÞ; sont de partie
réelle:

soit strictement supérieure à�Re l0ðX Þ � rPðX Þ � E0=3;

soit strictement inférieure à�Re l0ðX Þ � rPðX Þ � 2E0=3:
ð111Þ

Soit VþðlÞ (resp. V�ðlÞ) ðl 2 Bðl0; EÞÞ la somme des espaces propres
généralisés de bn;kðl;X Þt correspondants aux valeurs propres de partie réelle
strictement supérieure à �Re l0ðX Þ � rPðX Þ � E0=3 (resp. strictement
inférieure à �Re l0ðX Þ � rPðX Þ � 2E0=3Þ:

Soit PþðlÞ (resp. P�ðlÞ), l 2 Bðl0; EÞ; la projection sur VþðlÞ (resp. V�ðlÞ)
parallèlement à V�ðlÞ (resp. VþðlÞ).

On a, pour tout l 2 Bðl0; EÞ;

PþðlÞ þ P�ðlÞ ¼ IdEndðVkÞ; ð112Þ
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oùVk est le sous-espace vectoriel de dimension finie de Uð %nnP þ lPÞ donné au
début de la Section 7.2. Alors, il résulte de [1, Lemme 20.1], que:

PþðlÞ et P�ðlÞ dépendent de façon holomorphe de l: ð113Þ

On pose

G�ðl; tÞ :¼ ððZ 8P�ðlÞ expðbn;kðl; tX ÞtÞ � 1ÞCðl;X ÞF ðlÞÞðgÞ;

pour tout l 2 Bðl0; EÞ; t50:
ð114Þ

Alors, d’après (112),

Gðl; tÞ ¼ Gþðl; tÞ þ G�ðl; tÞ; ð115Þ

et de plus, d’après (113) et la défintion de Guðl; tÞ (cf. Éq. (108)),

Guðl; tÞ ¼ @ðuÞðGþðn; tÞÞjn¼l þ @ðuÞðG�ðn; tÞÞjn¼l;

pour tout l 2 Bðl0; EÞ; t50:
ð116Þ

Grâce à (111), il résulte de la Proposition 20.2 de [1] et de sa preuve, quitte à
réduire encore E; qu’il existe C00 > 0 tel que:

jjG�ðl; tÞjj4C00eð�Re l0ðX Þ�rPðX Þ�E0=2Þt;

pour tout l 2 Bðl0; EÞ; t50:
ð117Þ

De plus, comme P�ðlÞ est holomorphe en l 2 Bðl0; EÞ (cf. Éq. (113)),
l’application de la formule intégrale de Cauchy à (117) montre, quitte à
réduire encore E; qu’il existe C000 > 0 tel que:

jj@ðuÞðG�ðn; tÞÞjn¼ljj4C000eð�Re l0ðX Þ�rPðX Þ�E0=2Þt;

pour tout l 2 Bðl0; EÞ; t50:
ð118Þ

On déduit de (118) que, pour tout l 2 Bðl0; EÞ:

les exponentielles qui interviennent dans le développement

en exponentielles polyn #oomes de t/ @ðuÞðG�ðn; tÞÞjn¼l

sont de la forme eðo�rPðX ÞÞt avec Reo4�Re l0ðX Þ � E0=2:

ð119Þ

Soit l 2 Bðl0; eÞ: D’après l’équation (109) et la définition de Gþðl; tÞ (cf.
(114)), les exponentielles en t qui interviennent dans le développement en
exponentielles polynômes de Gþðl; tÞ; regardé comme fonction de t; sont de
la forme eðo�rPðX ÞÞt avec:

o 2 f0g [ fwðL� lÞðX Þ þ mðX Þj w 2 W ðadÞ; m 2 �N:SPg

et Reo > �Re l0ðX Þ � E0=3:
ð120Þ
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Comme �Re l0ðX Þ > 0 (X appartenant à aþP et �Re l0 étant strictement SP-
dominant par hypothèse), d’après la défintion de x0; on a x050:Donc, grâce
à la défintion de E0; on a �Re l0ðX Þ � E0=3 > 0: Donc, si o est comme dans
l’équation (120), il est non nul.

Comme l’exponentielle eðo�rPðX ÞÞt n’intervient pas dans le développe-
ment en exponentielles polynômes de G�ðl; tÞ d’après (117) et (120), il en
résulte que:

eðo�rPðX ÞÞt intervient dans le développement de Gðl; tÞ

en somme d0exponentielles polyn #oomes en t:
ð121Þ

Or, d’après l’équation (105) et la définition de Gðl; tÞ (cf. Éq. (107)), on
voit que Gðl; tÞ est asymptotique à F ðlÞðg expðtX ÞÞ quand t tend vers þ1.
Il résulte du Lemme 25, la fonction F satisfaisant les hypothèses de ce
dernier, que les exponentielles, intervenant dans le développement de Gðl; tÞ
en exponentielles polynômes, sont de la forme eðo�rPðX ÞÞt; où:

o ¼ ðwðL� lÞ þ mÞðX Þ;

avec w 2 W ðadÞ; m 2 �N:SP et wLjaP
þ m4P0;

ð122Þ

ou bien, d’après notre choix de N (cf. (104) et (121)), satisfait:

Reoo�Re lðX Þ � E0=3: ð123Þ

Tenant compte de (120), on voit que, si eðo�rPðX ÞÞt est l’une des exponentielles
intervenant dans le développement en exponentielles polynômes de Gþðl; tÞ;
o satisfait (122). D’après l’équation (103), comme X 2 aþP ; on a, pour
w 2 W ðadÞ:

�Re wl0ðX Þ4�Re l0ðX Þ;

avec égalité seulement si wjaP
¼ IdaP

:
ð124Þ

Soit w comme dans (122). Si Re ðwLþ mÞðX Þo0 ou si �Re wl0ðX Þo�
Re l0ðX Þ; on a, par définition de x0;

ReðwðL� l0Þ þ mÞðX Þ4x0:

Comme EoE0=ð3jjX jjÞ (cf. Éq. (110)) et E0 ¼ �Re l0ðX Þ � x0; si o ¼ ðwðL�
lÞ þ mÞðX Þ; on a Reoo�Re l0ðX Þ � 2E0=3: Donc, compte tenu de (120),
pour un tel o; eðo�rPðX ÞÞt n’intervient pas dans le développement en
exponentielles polynômes de Gþðl; tÞ: Donc, si eðo�rPðX ÞÞt intervient dans le
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développement en exponentielles polynômes de Gþðl; tÞ; on a:

ReðwLþ mÞðX Þ ¼ 0

et Re wl0ðX Þ ¼ Re l0ðX Þ;

donc, tenant compte de (123):

seule eð�l�rPÞðtX Þ intervient dans le développement

en exponentielles polyn #oomes de Gþðl; tÞ;
ð125Þ

et, de plus, compte tenu de (119) et de la majoration de (120):

eð�l�rPÞðtX Þ n0intervient pas dans le développement

en exponentielles polyn #oomes de @ðuÞðG�ðn; tÞÞjn¼l:
ð126Þ

Tenant compte de (105) et de la condition sur N (cf. Éq. (104)), on déduit de
(125) que:

Gþðl; tÞ ¼ p�ljaP
ðPjF ðlÞ; g; tX Þeð�l�rPÞðtX Þ: ð127Þ

D’après le Lemme 26, quitte à réduire encore E; le second membre de (127)
est holomorphe en l 2 Bðl0; EÞ: En appliquant @ðuÞ à l’équation (127), on voit
que:

@ðuÞðGþðn; tÞÞjn¼l ¼ @ðuÞðp�njaP
ðPjF ðnÞ; g; tX Þeð�n�rPÞðtX ÞÞjn¼l: ð128Þ

De (128), il résulte que la seule exponentielle intervenant dans le
développement en exponentielles polynômes de @ðuÞðGþðn; tÞÞjn¼l est

eð�l�rPÞðtX Þ:

On déduit donc de (116) et (126) que le terme en eð�l�rPÞðtX Þ; dans le
développement en exponentielles polynômes de Guðl; tÞ; est égal au terme en
eð�l�rPÞðtX Þ dans @ðuÞðGþðn; tÞÞjn¼l: Or, d’après l’équation (106) et la défintion
de Guðl; tÞ (cf. Éq. (108)), Guðl; tÞ est asymptotique à:

@ðuÞðF ðnÞðg expðtX ÞÞÞjn¼l;

quand t tend vers þ1: Le choix de N (cf. Éq. (104)) et l’unicité du
développement asymptotique montrent que l’équation (128) implique:

p�ljaP
ðPj@ðuÞðF ðnÞÞjn¼l; g;X Þeð�l�rPÞðX Þ

¼ @ðuÞðp�njaP
ðPjF ðnÞ; g;X Þeð�n�rPÞðX ÞÞjn¼l;

pour tout l 2 Bðl0; EÞ:

On obtient donc bien l’égalité désirée. ]
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8. PROPRIÉTÉS ASYMPTOTIQUES DES DÉRIVÉES
D’INTÉGRALES D’EISENSTEIN

On reprend ici les notations de la Section 6.
Soit ðd;VdÞ une représentation unitaire irréductible de MQ:
On note l/AP;QðlÞ l’application méromorphe de ðaPQ

ÞnC dans l’espace
des endomorphismes de A2ðMQ; tÞ

d
WMQ

(cf. (59), pour la définition de cet
espace) définie par:

AP;QðlÞcf�Z ¼ cð %AAðð %PPÞQ ;PQ ;d;lÞ�IdVt Þ f�Z; ð129Þ

pour f 2 C1ðK ; d; tÞ et Z 2 VðdÞWMQ
; où cf�Z est donné dans (60).

Comme %AAðð %PPÞQ;PQ; d; lÞ admet un inverse méromorphe en l 2 ðaPQ
ÞnC

(cf. Éq. (55)), il en va donc de même pour l’endomorphisme AP;QðlÞ de
A2ðMQ; tÞ

d
WMQ

:
Tenant compte de notre choix de WM

MQ
(cf. début de la Section 6), on

identifie, dans la suite, A2ðMQ; tÞWM
MQ

(resp. A2ðMQ; tÞ
d
WM

MQ

) à un sous-
espace vectoriel de A2ðMQ; tÞWMQ

(resp. A2ðMQ; tÞ
d
WMQ

).

Soit Ro0 tel que �R > cd (où cd est donné par l’équation (54) en
remplaçant P (resp. Q) par PQ (resp. ð %PPÞQ)) et tel que OR :¼ anðPQ;RÞ \
anðPQ;�RÞ rencontre l’ouvert des l 2 ðaPQ

ÞnC vérifiant Re l� rPQ
strictement

SPQ
-dominant. Cette dernière condition est satisfaite si jRj est assez grand.

Notez que OR rencontre ian
Q: De plus, OR est le produit d’un ouvert connexe

de an
PQ

avec ian
PQ
:

Soit
%
a

R
2 PðSPQ

Þ le polynôme donné par le Lemme 13 en remplaçant P

(resp. Q) par PQ (resp. ð %PPÞQ), de sorte que l/
%
a

R
ðlÞAP;QðlÞ

�1 est
holomorphe sur OR:

Soit bR 2 PðSPQ
Þ (resp. bM

R 2 PðSQÞ) le polynôme donné par le Lemme 2
en remplaçant P par PQ (resp. G par M et P par Q) de sorte que l/ bR

ðlÞEðPQ;c; lÞ (resp. l/ bM
R ðlÞEðQ;c; lÞ) est holomorphe sur OR (resp. la

projection de OR sur ðaQÞ
n

C parallèlement à ðaPÞ
n

CÞ; pour c 2 A2ðMQ; tÞ
d
WMQ

(resp. A2ðMQ; tÞ
d
WM

MQ

).

On pose pR :¼ bR � bM
R � aR: C’est un élément de PðSPQ

Þ:

TheŁ oreØ me 8.1. Soient Ro0 comme ci-dessus, u 2 Sðan
PQ
Þ et c 2 A2

ðM; tÞd
WM

MQ

: Alors

F ðlÞ :¼ @ðuÞðpRðnÞEðPQ;AP;QðnÞ
�1c; nÞÞjn¼l
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est bien définie pour l 2 OR; et on a:

ðiÞ

F 2 AnðG=H ; t;ORÞd0u; ð130Þ

F ðlÞ 2 AtempðG=H; tÞ ðl 2 OR \ ian

PQ
Þ ð131Þ

et F ðlÞ 2 AEisðG=H; tÞPQ
ðl 2 ORÞ; ð132Þ

où d 0u désigne le degré de u.

ðiiÞ si l0 2 OR est tel que Re l0 ja soit égal à Re l0 et soit strictement SP-
dominant, on a:

�ðvl0Þjav =2 eðPv;F ðl0ÞÞ; pour tout v 2 WP; vaeG; ð133Þ

p�l0 jað %PPjF ðl0Þ;m;X Þeð�l0 jaþrPÞðX Þ

¼ @ðuÞðpRðnÞEðQ;cM ; njaQ
Þeð�nþrPÞðX ÞÞjn¼l0 : ð134Þ

De plus,

pour tout v 2 WP et tout P| 2 P; P| � Pv;

si x 2 eð %PP|;F ðl0ÞÞ; on a

Re x4 %PP|
� v Re l0;

ð135Þ

pour tout v 2 WP; si x 2 eðPv;F ðl0ÞÞ;

on a Re x4Pv � v Re l0
avec égalité seulement si x ¼ �ðvl0Þjav :

ð136Þ

En particulier, si �l0 ja est un exposant asymptotique de F ðl0Þ le long de %PP;
c’est un exposant asymptotique directeur.

Preuve. En remarquant que pR est un multiple dans SðaPQ
Þ de bR; on

obtient (i) grâce au Lemme 9 et aux Propositions 5.1.1 et 5.1.2, où l’on
remplace P par PQ:

Montrons (ii). Grâce à (i), Éq. (130), on peut supposer, par linéarité, que
F est un élément de AnðG=H; t;L;ORÞd0u (cf. Éq. (37) pour la définition de
cet espace) avec L 2 ðad

MQ
ÞnC.

Soit v 2 WP: On sait, d’après (i), (131), et le Lemme 23, où l’on remplace
P (resp. Q) par Pv (resp. PQ), et où l’on prend w0 ¼ %vv (la définition de v/ %vv

étant donnée au début du Lemme et 26) m0 ¼ 0; qu’il existe un ouvert O
(O :¼ O %vv), oú O%vv est donné par (91) produit de an

PQ
et d’un ouvert dense O1 de
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ian
PQ

tel que l/ p�ðvlÞjav ðPvjF ðlÞ; g;X Þ ðg 2 G; X 2 avÞ; soit holomorphe sur
O\ OR:

Soit O l’ensemble des l 2 anðPQ; cdÞ tels que Re l� rPQ
soit strictement

SPQ
-dominant. Montrons que:

toute composante connexe de OR \ O

a une intersection non vide avec O:
ð137Þ

En effet OR est de la forme O1
R � ian

PQ
; où O1

R est un ouvert connexe de an
PQ
:

De même, O ¼ O2 � ian
PQ
; où O2 est un ouvert de an

PQ
: Nos hypothèses sur R

montre que l’intersection de OR et O est non vide, donc il en va de même
pour celle de O1

R et O2: Par ailleurs, O est de la forme an
PQ

� O1; où O1 est un
ouvert de ian

Q: Donc OR \ O ¼ O1
R � O1; et, comme O1

R est connexe, les
composantes connexes de O1

R � O sont de la forme O1
R � C; où C est une

composante connexe de O1: Comme O ¼ O2 � ian
Q et que O1

R et O2 ont une
intersection non vide, on a bien prouvé (137).

Cela implique que tout sous-ensemble dense O0 de O a une intersection
non vide avec toutes les composantes connexes de OR \ O:

On prend pour O0 l’ensemble des l 2 O tels que AP;QðlÞ
�1 existe. Alors, si

l 2 O0; l vérifie les hypothèses du (ii) du Corollaire de la Proposition 6.0.1.
Alors il résulte de celui-ci, par prolongement holomorphe, grâce aux
propriétés de l’ouvert O (cf. Lemme 23), compte tenu de (137), que, pour
tout l 2 OR \ O;

p�ðvlÞjav ðPvjpRðlÞEðPQ;AP;QðlÞ
�1c; lÞ; g;X Þeð�vlþrPv ÞðX Þ

¼

0 ðg 2 G; X 2 avÞ si vaeG;

pRðlÞEðQ;c; ljaQ
ÞðgÞeð�lþrPÞðX Þ

ðg 2 M; X 2 aÞ si v ¼ eG:

8><>: ð138Þ

Soit maintenant l0 2 OR comme dans (ii).
Il résulte des (131) et des Propositions 5.11 et 5.2.1, où l’on remplace P

par PQ; u par 1, p par bR � bM
R et f par

%
a

R
� AP;Qð�Þ

�1 et des conditions
satisfaites par l0; que l’on peut appliquer le Lemme 27, et on déduit alors de
(138), pour l dans un voisinage de l0:

p�ðvlÞjav ðPvjF ðlÞ; g;X Þeð�vlþrPv ÞðX Þ

¼

0 ðg 2 G; X 2 avÞ si vaeG;

@ðuÞðpRðnÞEðQ;c; njaQ
ÞðgÞeð�nþrPÞðX ÞÞjn¼l

ðg 2 M ; X 2 aÞ si v ¼ eG:

8><>: ð139Þ
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D’après le Lemme 26, où l’on remplace P (resp. Q) par %PP (resp. PQ), il existe
un voisinage ouvert V ðl0Þ de l0 dans OR tel que l’application l/ p�ðvlÞjav

ðPvjF ðlÞ; g;X Þeð�vlþrPv ÞðX Þ; g 2 G; X 2 av; soit holomorphe sur V ðl0Þ: Par
ailleurs, d’après (139), cette fonction est égale à:

0 ðg 2 G; X 2 avÞ si vaeG;

@ðuÞðpRðnÞEðQ;c; njaQ
ÞðgÞeð�nþrPÞðX ÞÞjn¼l

ðg 2 M ; X 2 aÞ si v ¼ eG;

8><>: ð140Þ

sur V ðl0Þ \ O; qui est non vide, puisque OR \ O est dense dans OR: Par
prolongement holomorphe, on obtient (133) et (134) puisque l’expression
(140) est holomorphe sur OR:

Soient P| 2 P; P| � Pv; et x 2 eð %PP|;F ðl0ÞÞ: D’après le Lemme 25, où l’on
remplace P (resp. Q) par %PP| (resp. PQ), x est de la forme:

x ¼ wðL� l0Þja| þ m avec w 2 W ðad Þ et m 2 �N:S %PP|

vérifiant Re wLja| þ m4 %PP|
0:

ð141Þ

Comme �Re l0 est strictement S %PP-dominant, on a:

�v Re l0 est strictement SPv -dominant: ð142Þ

Comme %PP| � Pv; il résulte de (142) que �v Re l0 est S %PP|
-dominant.

On choisit un ensemble Sd de racines positives de ad dans gd formé
de la réunion de l’ensemble des racines de a| dans nP|

et d’un ensemble
de racines positives pour les racines nulles sur a|: On regarde v Re l0
comme élément de ðad Þn: Par hypothèse sur l0; v Re l0 est Sd-dominant,
ce qui implique que �ðw%vv�1Þv Re l0 þ v Re l0 est une combinaison
linéaire à coefficients positifs d’éléments de Sd : Par restriction à a|; on
obtient:

�ððw%vv�1Þv Re l0Þja|4 %PP|
� v Re l0:

Comme ðw%vv�1Þv Re l0 ¼ w Re l0; on déduit de (141) et de ce qui précède,
que Re x4 %PP|

� v Re l0; comme désiré.
Le reste de (ii) résulte du Lemme 26(ii), où l’on remplace P (resp. Q) par %PP

(resp. PQ). ]

Proposition 8.0.1. Soient f un élément non nul de AtempðM=M \
H; tMÞ � SðanÞ et l 2 an

C tel que Re l soit strictement SP-dominant.
Alors, il existe Fl 2 AEisðG=H; tÞ tel que:

ðiÞ f ðmM \ H;X Þeð�lþrPÞðX Þ ¼ p�lð %PPjFl;m;X Þeð�lþrPÞðX Þ (m 2 M;
X 2 a),
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ðiiÞ pour tout v 2 WP et tout P| 2 P tel que P| � Pv; si x 2 eð %PP|;FlÞ; on

a Re x4 %PP|
� v Re l;

ðiiiÞ pour tout v 2 WP; si x 2 eðPv;FlÞ; on a Re x4Pv � v Re l; avec

égalité seulement si x ¼ �vl;
ðivÞ �l est un exposant asymptotique directeur de Fl le long de %PP;
ðvÞ pour tout v 2 WP; vaeG; � vl n’est pas un exposant asymptotique

de Fl le long de Pv;
ðviÞ si mM \ H / f ðmM \ HÞ est DðM=M \ HÞ-propre généralisé

pour la valeur propre L 2 ðad
MÞnC; on peut prendre Fl propre généralisé sous

DðG=HÞ pour la valeur propre L� l:

Preuve. Tenant compte du Corollaire 5.2, où l’on remplace G par M ; on
peut se ramener, par linéarité, à prendre:

f ðmM \ H;X Þeð�lþrPÞðX Þ

¼ @ðu1ÞðpðnÞEðQ;c; nÞðmM \ HÞÞjn¼l1 � u2ðX Þeð�lþrPÞðX Þ; ð143Þ

pour tout m 2 M ; X 2 a;

avec Q un sous-groupe parabolique sy-stable de M ; l1 2 ian
Q;

u1 2 Sðan
QÞ; u2 2 SðanÞ; c un élément de A2ðMQ; tÞWM

MQ

; et p un polynôme
sur ðaQÞ

n

C; ðQ; l1Þ-régularisant. Grâce aux équations (7) et (59), et à [13,
Éq. (2.2)], on se restreint, par linéarité, au cas où c est un élément
de A2ðMQ; tÞ

d
WM

MQ

; d désignant une représentation unitaire irréductible
de MQ:

On pose l0 :¼ l1 þ l:
Comme u2ðX Þe�lðX Þ ¼ @ðǔ2Þðe�nðX ÞÞjn¼l; où ǔ2 est l’élément de SðanÞ défini

par ǔ2ðX Þ ¼ u2ð�X Þ (X 2 a), on voit que, notant u3 :¼ u1ǔ2 2 Sðan
PQ
Þ;

l’équation (143) s’écrit encore:

f ðmM \ H ;X Þeð�lþrPÞðX Þ

¼ @ðu3ÞðpðnjaQ
ÞEðQ;c; njaQ

ÞðmM \ HÞeð�nþrPÞðX ÞÞjn¼l0 ;

pour tout m 2 M ; X 2 a: ð144Þ

Soit Ro0 avec jRj suffisamment grand pour vérifier les hypothèses du
Théorème 8.1 et tel que l’ouvert OR; défini dans le Théorème 8.1, contienne
l0:

Soit pR l’élément de PðSPQ
Þ donné avant le Théorème 8.1. Comme p est

ðQ; l1Þ-régularisant par hypothèse et comme pR l’est aussi, car c’est un
multiple de bM

R (cf. avant le Théorème 8.1, pour la définition de bM
R ), ils sont

tous deux multiples non nuls d’un même polynôme ðQ; l1Þ-normalisant q;
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par des produits de formes affines sur ðaQÞ
n

C (cf. Lemme 3(iii)). D’après le
Lemme 4, il existe des éléments u0 et u de Sðan

PQ
Þ vérifiant:

@ðu0ÞðqðnjaQ
ÞEðQ;c; njaQ

ÞðmM \ HÞeð�nþrPÞðX ÞÞjn¼l0

¼ @ðu3ÞðpðnjaQ
ÞEðQ;c; njaQ

ÞðmM \ HÞeð�nþrPÞðX ÞÞjn¼l0

et

@ðuÞðpRðnÞEðQ;c; njaQ
ÞðmM \ HÞeð�nþrPÞðX ÞÞjn¼l0

¼ @ðu0ÞðqðnjaQ
ÞEðQ;c; njaQ

ÞðmM \ HÞeð�nþrPÞðX ÞÞjn¼l0 ;

pour tout m 2 M ; X 2 a:

On en déduit l’égalité suivante:

f ðmM \ H;X Þeð�lþrPÞðX Þ

¼ @ðuÞðpRðnÞEðQ;c; njaQ
ÞðmM \ HÞeð�nþrPÞðX ÞÞjn¼l0 ;

pour tout m 2 M; X 2 a: ð145Þ

On pose Fl :¼ F ðl0Þ; où F est donné par le Théorème 8.1. Alors, (i) résulte
du Théorème 8.1 grâce à (145).

Comme l0 ja ¼ l et comme Re l0 ¼ Re l; les points (ii) et (iii) résultent du
Théorème 8.1, (135) et (136), et (v) résulte de (133).

Comme f est non nul, (iv) résulte de (i) et (iii), compte tenu que l ¼ l0 ja:
Prouvons (vi). Supposons que mM \ H / f ðmM \ HÞ est

DðM=M \ HÞ-propre généralisé pour la valeur propre L 2 ðad
M ÞnC: Si w 2

WM
MQ

et c0 2 A2ðMQ=MQ \ w�1Hw; tMQ
Þ est DðMQ=MQ \ w�1HwÞ-propre,

la fonction pðl1ÞEðQ;c0; l1Þ est DðM=M \ HÞ-propre pour une valeur
propre déterminée par la relation (3.31) de [15]. L’hypothèse faite sur f et la
relation (145), jointe au Lemme 5, montre que seules les composantes c0 de
c; conduisant à une fonction, pðl1ÞEðQ;c; l1Þ; DðM=M \ HÞ-propre pour
la valeur propre L; contribuent au second membre de (145). On peut donc
remplacer c dans (145) par la somme de ces composantes. On rappelle la
définition de F dans le Théorème 8.1. Les endomorphismes AP;QðnÞ

�1

commutent sur chaque composante A2ðMQ=MQ \ w�1Hw; tMQ
Þ; w 2 WMQ

;
de A2ðMQ; tÞWMQ

; à l’action de DðMQ=MQ \ w�1HwÞ; d’après la définition
de AP;QðnÞ

�1 (cf. (129) et (60)). Il résulte, des propriétés de c; de [15, Éq.
(3.31)], et du Lemme 5, que F ðl0Þ est DðG=HÞ-propre généralisé pour la
valeur propre L� l; comme désiré. Ceci achève de prouver (vi). ]
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9. PREUVE DU THÉORÈME 3.1

Il suffit de prouver que, pour tout idéal maximal I de DðG=HÞ; l’espace
AðG=H; tÞðIÞ est contenu dans AEisðG=H; tÞ: On fixe dans la suite un tel
idéal.

9.1. Soit F un élément non nul de AðG=H; tÞðIÞ: Pour tout P| 2 Pst

et x 2 eð %PP|;FÞ; il existe un exposant asymptotique directeur x0 de F le
long de %PP| (i.e., x0 2 elð %PP|;FÞ) avec x4 %PP|

x0: Alors, d’après l’équa-
tion (23),

jjðRe x0Þ %PP|
jj5jjðRe xÞ %PP|

jj;

avec égalité seulement si ðRe x0Þ %PP|
¼ ðRe xÞ %PP|

: Ceci permet de définir le sous-
ensemble TðFÞ de Pst � an

| formé des couples ðP|; ðRe xÞ %PP|
Þ avec P| 2 Pst et

x vérifiant:

x 2 eð %PP|;FÞ; ð146Þ

pour tout P0
| 2 Pst et x

0 2 eð %P0
|P0
|;FÞ; ð147Þ

jjðRe x0Þ
%PP
0

|

jj4jjðRe xÞ %PP|
jj:

Au vu de la discussion précédente, on peut remplacer la condition
(146) par:

x 2 elð %PP|;FÞ: ð148Þ

On pose Tð0Þ :¼ |:
Comme

S
P|2Pst

elð %PP|;FÞ est fini (cf., e.g., Lemme 6), il en va de même
pour TðFÞ:

On a le résultat immédiat suivant:

Lemme 28. ðiÞ Pour tout F 2 AðG=H; tÞðIÞ non nul, l’ensemble TðFÞ est

non vide.
(ii) Soit n 2 N: Si F 2 FI ;nþ1=FI ;n (cf. Section 4, Définition 4, pour la

définition de FI ;n), ðP|; ZÞ 2 TðFÞ implique TI ðjjZjjÞ ¼ n þ 1 (voir Section 4,
Définition 4 pour TI ).

Soit L 2 L avec L ¼ MA sa s-décomposition de Langlands. On note
W M ðadÞ :¼ fw 2 W ðadÞj wja ¼ Idag:

On note, pour Z 2 an

| et P| 2 P; PZ le sous-groupe parabolique sy-stable
de G contenant P| et dont l’algèbre de Lie est la somme de l’algèbre de Lie
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de P| et des sous-espaces radiciels de a| pour des racines orthogonales à Z:
Alors:

Z 2 an

PZ
: ð149Þ

Proposition 9.1.1. Soient n 2 N; F 2 FI ;nþ1=FI ;n et ðP|; ZÞ 2 TðFÞ:
Alors, il existe FðP|;ZÞ 2 AEisðG=H; tÞ \FI ;nþ1 tel que:

soit F� FðP|;ZÞ 2 FI ;n;

soit TðF� FðP|;ZÞÞ � TðFÞ=fðP|; ZÞg:

Preuve. On pose P :¼ PZ: Pour x 2 eðP0
|;FÞ; où P0

| 2 Pst vérifie P0
| � P;

tel que ðRe xÞ
P0
|

¼ Z; on pose:

lx :¼ �xjaP
ð150Þ

et

flx ðmMP \ H ;X Þ :¼ p�lx ð %PPjF;m;X Þ ðm 2 MP; X 2 aPÞ: ð151Þ

Montrons que, pour tout P0
| et x comme ci-dessus:

�Re lx ¼ Z 2 C
P0
|

et Re lx est strictement SP-dominant:
ð152Þ

Comme ðRe xÞ
P0
|

¼ Z; d’après (21), Re x� Z est combinaison linéaire à
coefficients positifs d’éléments de SP0

|
: Par ailleurs, toujours d’après (21),

cette combinaison linéaire doit être orthogonale à Z: Or Z est S
P0
|

-dominant,
car Z ¼ ðRe xÞ

P0
|

2 C
P0
|

: Donc, seuls les éléments de SP0
|
orthogonaux à Z

interviennent dans cette combinaison linéaire, i.e., Re x� Z est élément de
ðaPÞn: Alors, Re xjaP

¼ ZjaP
: Mais d’après (149), Z 2 an

P; i.e., ZjaP
¼ Z; qui est

S %PP|
-dominant, donc strictement S %PP-dominant, d’après la définition de P:

Donc �Re lx ¼ Re xjaP
¼ Z et vérifie (152).

Nous aurons besoin, dans la suite, des résultats suivants, qui sont
essentiellement contenus dans la preuve du Théorème 3 de [12]. Pour tout
x 2 eð %PP|;FÞ tel que ðRe xÞ %PP|

¼ Z:

�lx est un exposant asymptotique directeur de F le long de %PP ð153Þ

et

flx est un élément non nul de

AtempðMP=MP \ H ; tMP
Þ � Sðan

PÞ:
ð154Þ
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Pour montrer (153) et (154), nous rappelons des éléments de la preuve de
[12, Théorème 3].

Montrons tout d’abord (153). Soit x0 2 eð %PP|;FÞ tel que �lx% %PPx
0
jaP
: Alors

�Re lx4 %PPRe x0jaP
:

Donc x0jaP
þ lx est combinaison linéaire à coefficients positifs de racines de

S %PP: Or �Re lx ¼ Z est strictement S %PP-dominant (cf. (152)). Alors, on a:

ðRe x0 þRe lx;�Re lxÞ50

avec égalité seulement si Re x0jaP
¼ �Re lx;

ð155Þ

ce qui implique, d’après (23), que jjð�Re lxÞ %PP|
jj4jjðRe x0Þ %PP|

jj; avec égalité
seulement si ð�Re lxÞ %PP|

¼ ðRe x0Þ %PP|
: Comme �Re lx ¼ Z et ðP|; ZÞ 2 TðFÞ;

on a égalité grâce à (147). Donc, compte tenu de (21), on a égalité dans
(155). On a donc, d’après (155), Re x0jaP

¼ �Re lx; ce qui implique, compte
tenu que Im x0jaP

¼ �Im lx; que x0jaP
¼ �lx: D’où (153).

Montrons maintenant (154). Comme �lx est un exposant asymptotique
directeur de F le long de %PP (cf. Éq. (153)), il résulte des propriétés
de covariance que satisfait g/ p�lx ð %PPjF; gÞ (cf., e.g., [8, Proposition 2,
Éq. (13), Proposition 3, Éq. (19)]) et de la t-sphéricité de ce dernier,
que flx est un élément non nul de AðMP=MP \ H; tMP

Þ � Sðan
PÞ: Il

suffit maintenant, d’après la Définition 2 de [13], de montrer que tout
exposant asymptotique x0 de flx le long de %PP

0
| \ MPðP

0

0 2 Pst;P
0

0CPÞ vérifie
Re x04

%PP
0

|\MP

0: D’après [8, Proposition 5, Éq. (25)], pour tout x0 comme

ci-dessus, il existe x00 2 eð %PP
0
|;FÞ tel que x00jaP ¼ x0 et x00jaP

¼ �lx; où aP est
l’orthogonal de aP dans a|: On a alors ðRe x00 þRe lx;�Re lxÞ ¼ ðRe x0;
�Re lxÞ ¼ 0; ce qui implique, d’après (23) et (152), que:

jjðRe x00Þ
%PP
0

|

jj5jj �Re lxjj;

avec égalité seulement si ðRe x00Þ
%PP
0

|

¼ �Re lx:

Or, d’après notre choix du couple ðP|; ZÞ (i.e., ðP|; ZÞ 2 TðFÞ) et compte tenu
de (152), on a aussi jjðRe x00Þ

%PP
0

|

jj4jj �Re lxjj; et donc l’égalité ðRe x00Þ
%PP
0

|

¼

�Re lx ¼ Re x00jaP
: Donc, d’après (21) et (22), Re x04

%PP
0

|

0; i.e., compte tenu

que Re x0jaP
¼ 0; Re x04

%PP
0

|\MP

0; et ceci est vérifié pour tout x0 2 eð %PP
0

|;FÞ;

P
0

0 2 Pst tel que P
0

0CP: D’où (154).
On pose

FðP|;ZÞ :¼
X

C�1
x Flx ; ð156Þ

où la somme est prise sur les exposants asymptotiques directeurs x de F le
long de %PP| vérifiant ðRe xÞ %PP|

¼ Z; et où les Flx sont donnés, grâce
aux équations (152) et (154), par la Proposition 8.0.1, où l’on remplace l
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(resp. f ) par lx (resp. flx), et chaque Cx est le cardinal de l’ensemble ( fini)
des x0 2 eð %PP|;FÞ vérifiant ðRe x0Þ %PP|

¼ Z et lx0 ¼ lx: Rappelons (cf. Proposi-
tion 8.0.1(iii)) que l’on a:

pour tout v 2 WP; si x0 2 eðPv;Flx Þ

Re x04Pv � v Re lx
avec égalité seulement si x0 ¼ �vlx:

ð157Þ

D’après la Proposition 8.0.1 et par construction de la fonction FðP|;ZÞ; on voit
que FðP|;ZÞ 2 AEisðG=H ; tÞ: Comme �lx (x 2 eð %PP|;FÞ tel que ðRe xÞ %PP|

¼ Z) est
un exposant asymptotique directeur de F (resp. Flx ) le long de %PP (cf. Éq.
(153) (resp. Proposition 8.0.1(iv))), le coefficient asymptotique correspon-
dant est t-sphérique et invariant à droite par %NNP (cf., e.g., [8, Proposition 2,
Éq. (13), Proposition 3, Éq. (19)]). Il résulte alors, pour tout x comme ci-
dessus, de (157) pour v ¼ eG que, si x0 2 eð %PP|;FÞ est tel que Re lx0 ¼ Re lx et
lx0alx; on a:

p�lxð %PPjFlx0 ; gÞ ¼ 0 ðg 2 GÞ

et p�lxð %PPjFlx ; gÞ ¼ p�lxð %PPjF; gÞ ðg 2 GÞ:
ð158Þ

En sommant sur les x 2 eð %PP|;FÞ vérifiant ðRe xÞ %PP|
¼ Z; il résulte de (158) et

de la définition de la fonction FðP|;ZÞ (cf. Éq. (156)), par unicité du
développement asymptotique, que:

p�lx ð %PPjFðP|;ZÞ; gÞ ¼ p�lx ð %PPjF; gÞ ðg 2 GÞ

et �lx est un exposant asymptotique directeur de FðP|;ZÞ

le long de %PP; pour tout x 2 eð %PP|;FÞ tel que ðRe xÞ %PP|
¼ Z:

ð159Þ

Soit x comme ci-dessus. Posons I ¼ Io; où o 2 ðadÞnC et Io ¼ fD 2 DðG=HÞ
j gad ðDÞðoÞ ¼ 0g: D’après (153) et [8, Proposition 3, (18)], comme F est
annulé par une puissance Ik; k 2 Nn; de I :

la fonction définie sur ðMP=MP \ HÞ � aP;

ðmMP \ H;X Þ/ flxðmMP \ H;X Þe�lxðX Þ;

est annulé par mPðI
kÞ ðcf : Éq: ð4Þ; pour la définition de mPÞ:

ð160Þ

On dispose de l’isomorphisme d’algèbres, gLP=LP\H

ad ; de DðLP=LP \ HÞ sur
Sðad ÞW

MP ðad Þ: Alors, compte tenu de (5),

mPðIÞ ¼ fD 2 DðLP=LP \ HÞj gLP=LP\H

ad ðDÞðoÞ ¼ 0g:

L’idéal de DðLP=LP \ HÞ engendré par mPðI
kÞ est de codimension finie et les

idéaux maximaux de DðLP=LP \ HÞ contenant mPðI
kÞ sont de la forme:

Jo0 :¼ fD 2 DðLP=LP \ HÞj gLP=LP\H

ad ðDÞðo0Þ ¼ 0g;
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où o0 2 ðadÞnC est conjugué sous W ðadÞ à o: Il résulte donc de (160) que la
fonction ðmMP \ H;X Þ/ flx ðmMP \ H;X Þe�lxðX Þ est une somme de
fonctions propres généralisées pour des valeurs propres o0 conjuguées sous
W ðadÞ à o: Par ailleurs, on a évidemment o0

jaP
¼ �lx: Alors l’application du

point (vi) de la Proposition 8.0.1 montre que l’on peut choisir Flx comme
somme de fonctions DðG=HÞ-propres généralisées pour des valeurs propres
o0 2 W ðadÞo: Cela implique que Flx est annulé par une puissance de I ¼ Io;
i.e., Flx 2 AðG=H ; tÞðIÞ: On a donc bien FðP|;ZÞ 2 AðG=H; tÞðIÞ:

Montrons que:

pour tout P0
| 2 Pst; P0

| � P; et tout x0 2 eðP0
|;FðP|;ZÞÞ;

jjðRe x0Þ
P0
|

jj4jjZjj;

et si on a égalité; x0 =2 eðP0
|;F� FðP|;ZÞÞ:

ð161Þ

Soient P0
| et x

0 comme dans (161). Par construction de FðP|;ZÞ (cf. Éq. (156)),
il existe alors x 2 eð %PP|;FÞ; ðRe xÞ %PP|

¼ Z; tel que x0 2 eðP0
|;Flx Þ: D’après la

Proposition 8.0.1(ii) (pour v ¼ eG), on a alors:

Re x04
P0
|

�Re lx;

ce qui implique, d’après (23) et (152), que:

jjðRe x0Þ
P0
|

jj4jjZ
P0
|

jj

avec égalité seulement si ðRe x0Þ
P0
|

¼ Z
P0
|

:
ð162Þ

En particulier, on a alors, grâce à (24),

jjðRe x0Þ
P0
|

jj4jjZjj ð163Þ

Si on a égalité dans (163), on a égalité dans (162) et, d’après (24) joint à
(162), jjZ

P0
|

jj ¼ jjZjj; ce qui implique encore d’après (23) que Z
P0
|

¼ Z: Donc si

on a égalité dans (163), ðRe x0Þ
P0
|

¼ Z: Comme x0 2 eðP0
|;Flx Þ et P0

| � P; on a
alors (cf. Éq. (152)) �Re lx0 ¼ Z: Comme P0

| � P; �lx0 2 eð %PP;Flx Þ et comme
�Re lx ¼ Z; il résulte de (157), pour v ¼ eG; que �Re lx0 ¼ Z implique que:

lx0 ¼ lx:

Par unicité du développement asymptotique, il résulte de (159) que �lx =2 e

ð %PP;F� FðP|;ZÞÞ: Donc, il en va de même pour �lx0 ; ce qui implique, compte
tenu que P0

| � P; que x0 =2 eðP0
|;F� FðP|;ZÞÞ: On obtient donc (161) comme

désiré.
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Montrons maintenant que:

pour tout P0
| 2 Pst; P0

| JP; et tout x0 2 eðP0
|;FðP|;ZÞÞ;

jjðRe x0Þ
P0
|

jjojjZjj:
ð164Þ

Supposons qu’il existe P0
| 2 Pst; P0

| JP; et x0 2 eðP0
|;FðP|;ZÞÞ tel que:

jjðRe x0Þ
P0
|

jj5jjZjj ð165Þ

Il existe, par définition de FðP|;ZÞ; x 2 eðP|;FÞ tel que ðRe xÞ %PP|
x0 2 eðP0

|;Flx Þ:
Comme P| et P0

| sont des éléments de Pst distincts, il existe
(cf. [14, Lemme 2(i)]) un élément v0 de NK ða|Þ différent de eG tel que:

P0
| ¼ Pv0

| :

Comme P| est contenu dans P; on a:

P0
| � Pv0 :

Comme Pv0 contient P0
|; un élément de Pst; Pv0 est un élément de Fst

conjugué sous P à G: Donc il existe (cf. [14, Lemme 10(iii)]) v 2 WP; vaeG

tel que Pv0 ¼ Pv: Donc il existe v 2 WP; vaeG; tel que:

P0
| � Pv: ð166Þ

Montrons que:

vZ 2 C
P0
|

: ð167Þ

Comme �Re lx est strictement S %PP-dominant (cf. Éq. (152)), �v Re lx est
strictement SPv -dominant. On a donc, compte tenu que Z ¼ �Re lx
(cf. Éq. (152)), que vZ 2 C

P0
|

; d’où (167).
D’après la Proposition 8.0.1(ii), il résulte de l’équation (166), compte tenu

que x0 2 eðP0
|;FlxÞ; que:

Re x04
P0
|

� v Re lx;

ce qui implique grâce aux équations (23) et (152), (167):

jjðRe x0Þ
P0
|

jj4jjvZjj

avec égalité seulement si ðRe x0Þ
P0
|

¼ vZ:
ð168Þ

Comme v est une isométrie, il résulte de (165) que jjðRe x0Þ
P0
|

jj5jjvZjj; ce qui
implique d’après (168) que:

ðRe x0Þ
P0
|

¼ vZ: ð169Þ
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Comme x0 2 eðP0
|;FlxÞ et P0

| � Pv (cf. Éq. (166)), x0jaPv
2 eðPv;FlxÞ: Il résulte

alors de (157) que:

Re x0jaPv
4Pv � v Re lx

avec égalité seulement si x0jaPv
¼ �vlx:

ð170Þ

Comme �Re lx ¼ Z (cf. Éq. (152)), il résulte de (169) et (170) que:

x0jaPv
¼ �vlx:

Or, d’après la Proposition 8.0.1(v), �vlx =2 eðPv;Flx Þ; d’où une contradiction.
On obtient donc bien (164).

Les équations (161) et (164), joint à la définition de la filtration FI

(cf. Section 4, Définition 4), au fait que ðP|; ZÞ 2 TðFÞ et que F 2 FI ;nþ1;
montrent que:

FðP|;ZÞ 2 FI ;nþ1: ð171Þ

Montrons que:

pour tout P0
| 2 Pst; si x 2 eðP0

|;FðP|;ZÞÞ avec jjðRe xÞ
P0
|

jj ¼ jjZjj;

x =2 eðP0
|;F� FðP|;ZÞÞ:

ð172Þ

Soit x comme ci-dessus. Traitons le cas où P0
| � P: Pour un tel x; le

polynôme sur aP; p�lxð %PPjF� FðP|;ZÞ; gÞ (g 2 G), est nul par construction de
FðP|;ZÞ (cf. Éq. (159)). Or xjaP

¼ �lx (cf. Éq. (150)), donc F� FðP|;ZÞ n’a
aucun exposant le long de P0

|; dont la restriction à aP est égale à �lx:
Maintenant, si P0

| JP; (164) implique que, si jjðRe xÞ
P0
|

jj ¼ jjZjj; on a
x =2 eðP0

|;F� FðP|;ZÞÞ: Donc (172) est satisfait dans ce cas.
On déduit de (172) que si TðFÞ n’est pas réduit au couple ðP|; ZÞ; on a

TðF� FðP|;ZÞÞ � TðFÞ=fðP|; ZÞg: Dans le cas contraire, on a F� FðP|;ZÞ 2
FI ;n: Ceci achève de prouver la Proposition. ]

9.2. Soit n 2 N: Montrons que, pour F 2 FI ;nþ1=FI ;n; il existe F 2 AEis

ðG=H; tÞ vérifiant:

F 2 FI ;nþ1

et F� F 2 FI ;n:
ð173Þ

On va opérer une récurrence sur k ¼ #ðTðFÞÞ:
Si k ¼ 1; l’assertion résulte de la Proposition 9.1.1. Supposons par

récurrence, l’assertion vraie jusqu’à k � 1: Soit ðP|; ZÞ 2 TðFÞ: Il existe
FðP|;ZÞ comme dans la Proposition 9.1.1. Si F� FðP|;ZÞ 2 FI ;n; l’équation
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(173) est satisfaite pour F ¼ FðP|;ZÞ: Supposons donc le contraire. Alors
(cf. Proposition 9.1.1) TðF� FðP|;ZÞÞ � TðFÞ=fðP|; ZÞg; ce qui implique que
#ðTðF� FðP|;ZÞÞÞ4k � 1: Par hypothèse de récurrence, il existe alors
F 0 2 FI ;nþ1 \AEisðG=H; tÞ tel que ðF� FðP|;ZÞÞ � F 0 2 FI ;n: Si on pose
F ¼ FðP|;ZÞ þ F 0; l’assertion est alors bien vérifiée.

On montre maintenant le Théorème 3.1 par récurrence sur la longueur de
la filtration FI de AðG=H; tÞðIÞ:

Tenant compte du Lemme 7, il résulte du Corollaire 5.2 que FI ;0 est
contenu dansAEisðG=H; tÞ: Supposons par récurrence queFI ;n soit contenu
dans AEisðG=H ; tÞ: Soit F 2 FI ;nþ1=FI ;n: Il existe alors (cf. Éq. (173)) F 2
AEisðG=H ; tÞ tel que F� F 2 FI ;n: Par hypothèse de récurrence, ceci
implique que F� F 2 AEisðG=H; tÞ: On a donc bien F 2 AEisðG=H; tÞ:
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(1998), 417–452.

16. J. Franke, Harmonic analysis in weighted L2-spaces, Ann. Sci. Ecole Norm. Sup. (4) 31

(1998), 181–279.

17. Harish-Chandra, Harmonic analysis on real reductive groups. I. The theory of the constant

term, J. Funct. Anal. 19 (1975), 104–204.

18. H. Hecht and W. Schmid, Characters, asymptotics and n-homology of Harish-Chandra

modules, Acta Math. 151 (1983), 49–151.

19. S. Helgason, Groups and geometric analysis, ‘‘Integral Geometry, Invariant Differential

Operators, and Spherical Functions,’’ Academic Press Inc., Orlando, FL, 1984.

20. A. W. Knapp and E. M. Stein, Intertwining operators for semisimple groups, II, Invent.

Math. 60 (1980), 9–84.

21. B. Kostant, On Whittaker vectors and representation theory, Invent. Math. 48 (1978),

101–184.

22. R. P. Langlands, On the classification of irreducible representations of real algebraic

groups, ‘‘Representation Theory and Harmonic Analysis on Semisimple Lie Groups,’’

pp. 101–170, Amer. Math. Soc., Providence, RI, 1989.

23. V. S. Varadarajan, ‘‘Harmonic Analysis on Real Reductive Groups,’’ Lecture Notes in

Mathematics, Vol. 576, Springer-Verlag, Berlin, 1977.

24. J. L. Waldspurger, Cohomologie des espaces de formes automorphes (d’après J. Franke),
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