Une introduction a la formule des traces

Sofiane Souaifi !

nstitut de Recherche Mathématique Avancée
Université de Strasbourg

Journées d’Eté des Mathématiciens Tunisiens a I'Etranger
20-21 juillet 2016



Introduction



Introduction

Analyse harmonique :



Introduction

Analyse harmonique :

Principe général



Introduction

Analyse harmonique :

Principe général

objets géométriques — objets spectraux



Introduction

Objets géométriques Objets spectraux
Physique particules (mécanique classique) ondes (mécanique quantique)
Algébre linéaire trace d’'une matrice carrée somme de ses valeurs propres
Groupes finis classes de conjugaison caractéres irréductibles

Géométrie différentielle longueurs des géodésiques valeurs propres du Laplacien

Théorie des nombres logarithmes de puissances de nombres premiers zéros de la fonction Zeta de Riemann
Géométrie algébrique cycles algébriques motifs
Formes automorphes classes de conjugaison rationnelle représentations automorphes
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Tr(A) := ) (Avi,v;).
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Introduction : un peu d’algebre linéaire.

Soit A un op. linéaire sur V de dimension n, muni de {-,-), et {vy, v2,.

base orthonormale de V.
La trace de A est définie par :

n
Tr(A) := ) (Avi,v;).
i=1

Autre formule pour Tr(A) : A1, Ao,..., A, les valeurs propres de A,
n
Tr(A) = )_ A
i=1
On a donc la formule :

n n
D (Avi,v) =Tr(A) = ) A;.
i=1 i=1

., Un}
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Soit G groupe fini, C[G] la C-algébre du groupe G, i.e. 'espace vectoriel cS,
muni de la convolution :

V(ax)xeG» (by)yEG € CG» (Z axlx) * (Z byly) = Z axbylxy,
xe€G yeG (x,9)eGxG

ou (Ig)ge est la base donnée par les fonctions caractéristiques, orthonormale
pour :

G =Y dW(g).

geG
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Cas des groupes finis
G groupe fini, C[G], ¢-,-), (1g)geG-
La trace d’'un opérateur linéaire A sur C[G] est :

Tr(A):= ) (Alg,1g).
geG

Considérons R ’homomorphisme de groupes de G x G dans GL(C[G]) défini
par :

(R(g1,82)P)(g) := cl)(gl_lggz), ¢ e C[G].
La trace de R(g1, g2) est alors égale & :

Tr(R(g1,82)):= Y (R(g1,82)1g, 1g) =1{g € G: g gg2 = g}l.
geG

Pour f € C[G x G], considérons I'opérateur linéaire sur C[G] :

R(H):= Y f(g1,8)R({g, &)
(gl,gg)EGXG
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Notons

Cg = {xgx': xeG}

Zg = {xeG:xgx ' =1}
Alors : .
0, si Cg1 # ng

1Zgl, sig=g1=g.
Alors, en posant f = f1 f> € C[G x G, avec f(g1,82) = f1(81) f2(g2) :

Tr(R(g1, £2)) = {

TR = Y, [ LEITIRE,82)) =) | Zg| fi(Cg) f2(Cy),
(gl,gz)EGXG Cg

ol ¢(Cg) := X yec, ().
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Cas des groupes finis (Coté spectral)

D’aprés un théoréme de Maschke,

ClGl = @ Vr, ® V4,

T1,T2

avec R(f)NTl@VT2 =11(f1) ® T2(f2), ou T1(f1) (resp. T2(f2)) end. diagonalisable
de Vy, (resp. Vq,).
Alors :

Tr(R(f) = Y Tr(ti(f)Tr(t2(f2).

T, T2
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Cas des groupes finis (Formule des traces)

Théoréme (Frobenius)

Y 1Zgl fi(Co) fo(Cg) =TER(N) = Y Tr(ti (i) Tr(t2(f2)).
Cg

T1,T2
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Généralités

De maniéere générale, comment définir la trace ?
Un opérateur linéaire borné A sur un Hilbert V est dit de type trace si

(e 0)
3{v;} base orthonormale deV, Tr|A|:= Z ((A"‘A)”2 v;, v;) soit fini.
i=1

Dans ce cas, Z‘l?jl (Av;, v;) est absolument convergente et ne dépend pas du
choix de la base {v;}. On pose :

)
Tr(A) := ) (Av;,v;).
i=1
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Généralités
Une représentation abstraite d’'un groupe abstrait G est un homomorphisme de
groupes

n:G— GL(VT[))

ou Vg est un espace vectoriel complexe.

Si G est groupe top. loc. compact (e.g. groupe de Lie), alors (1, Vy) repr.
continue si

pour tout v €V, g+~ 7m(g)v continue
a valeurs dans un espace de Hilbert V.
@ unitaire : Vg € G, m(g) isométrie
@ irréductible : AW < V; tel que W # 0, W # V;; fermé, G-invariant
@ somme directe : complétion de somme directe algébrique
@ équivalence : équivalence topologique

Notons

[1(G) := classes d’équiv. des repr. unitaires irréd. de G.
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Groupe additif R, espace de Hilbert L?(Z\R). Considérons la repr. de R sur
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Un autre exemple : la formule de sommation de Poisson

Groupe additif R, espace de Hilbert L?(Z\R). Considérons la repr. de R sur
L2(Z\R) :

RO (x)=d(x+y), yeRxeZ\R, e L?(Z\R).

R(y), y € R, n’est en général pas de type trace. Par contre, si f € C.(R),

R(f) = fR FOIRG)dy

I'est.
En fait R(f) est un opérateur a noyau :

R(NHP)(x) = fR(f(y)R(y)cI))(x) dy=fRf(y)¢>(x+y) dy

= f K(x, )d(y) dy,
Z\R

ou K(x,y):=Xyez f(=x+Y+ ).
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Un autre exemple : la formule de sommation de Poisson

RO (x) = f K(x, 1)) dy.
Z\R

Z\R est homéomorphe au cercle, il est compact = R(f) est de type trace
et:

Te(R(f)) = f K(x,x) dx.
Z\R

Kx, ) = Zyezf(—X+Y+y), donc :

TrR(f)) = fz \RK(x, x)dx=)_ fy.

YEZ



Un autre exemple : la formule de sommation de Poisson

RO (x) = f K(x, 1)) dy.
Z\R

Z\R est homéomorphe au cercle, il est compact = R(f) est de type trace
et:

Tr(R(f)) = f K(x, x) dx.
Z\R
K(x,y) =X yez f(=x+Y+y), donc:
Tr(R(f)) = f K 0dx=Y fy).
7\R e

On peut aussi calculer Tr(R(f)) a partir de la définition :

TrR(P) = Y. R\ wn, wp)y = Y f(n),

ne”zZ ne”zZ

ol {w,, := e!2"™™*} , base orthonormale de L2(Z\R) pour (-,-) standard, et f
la transformée de Fourier de f.
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Un autre exemple : la formule de sommation de Poisson

Théoreme (formule de sommation de Poisson)
Soit f € C.(R). Alors

> fH=TtRE =Y fw.

YEZ nez
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@ Généralisation de la formule de sommation de Poisson.
@ H le demi-plan de Poincaré, I' un sous-groupe discret de SL(2,R)
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La formule des traces de Selberg

@ Généralisation de la formule de sommation de Poisson.
@ H le demi-plan de Poincaré, I' un sous-groupe discret de SL(2,R)
(e.9.T'=SL(2,2)).

@ A Laplace-Beltrami sur I'\H (= surface de Riemann non compacte), i.e.

2 2
A-:_ 2 a_+a_
SR Y 0y?

@ Formule des traces de Selberg :
Relation entre
longueurs des géodésiques sur I'\H et spectre discret de A
IvolT\H)r  ~ [{3—A%<r: A v pr.deAdslesp. discret|

Traces des puissances de A ~ fonctions zéta
géodésiqgues ~ nombres premiers
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Formule des traces d’Arthur-Selberg

H groupe top. loc. compact, unimodulaire, et I' un sous-groupe fermé de H
Supposons I discret, co-compact.

(R,L2(I'\H)) la repr. de H déf. par :

RO (X) :=Pp(xy), yeH,xeT\H,PpeL*(T\H).
Pour f € C.(H), R(f) déf. par :

R(f) = [G FOIRG) dy.

Alors R(f) est un opérateur a noyau :

RNHP)(x) zf K, »)o(y) dy,
T'\H

avec K(x,y) := Xyer f(x"'yy).
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Formule des traces d’Arthur-Selberg

Comme I'\H est compact, R(f) est encore un opérateur de type trace et :
Tr(R(f)) :/ K(x,x)dx.
I'\H

Notons {I'} un ensemble de représentants des classes de conjugaison dans I’
et,pouryel'et QcH,

Qy:={heQ: hyh_1 =y}

On a alors

Tr(R(f)) = f K(x,x)dx= Y af(yfuy),
I'\H yeil}

avec a?(y) := vol(T'y\Hy) et fu(Y) ::fH . f(xlyx)dx.
Y
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Formule des traces d’Arthur-Selberg

On peut aussi calculer Tr(R(f)) a partir de la définition.
On a, comme I'\H compact,

R= @ a?(n) T,
nell(H)
ou a?(n) est la multiplicité de it dans R.
Alors

TR = Y af (0fulo,

nell(H)
avec fi(m) :=Tr(n(f)).
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Théoréme (Arthur-Selberg)

Soit H, I' comme ci-dessus, f € C.(H) et (R,L?(I'\H)) la repr. rég. droite de H.
Alors

Y af iy =TtR = Y. ar @ fuln.
YET'} nell(H)

Probleme

Que se passe-t-il si le quotient n’est plus compact ?

En général, 'opérateur R(f) n’est plus de type trace, et le noyau K n’est pas
intégrable sur la diagonale.

Exemple simple. H=R et I' = {0}.
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Pourquoi et comment généraliser ?

@ Programme de Langlands.

{ repr-s du groupe } SN { repr-s automorphes des }
de Galois groupes algébriques réductifs

@ Formule des traces (globale).

pour H un groupe algébrique réductif (non compact), I' un sous-groupe
discret de G, e.g. H=GL(n), I' un réseau.

@ Formule des traces (locale).

on prend H(F) le groupe des F-points de H avec F un corps local, e.g.
F=Rou Qp.
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Formule des traces locale d’Arthur
Soit G = SO(n) ou GL(n,R), H= G x G et I' = Diag(G).
On peut identifier '\H a G.
(R,L%(G)) la repr. réguliere de G x G, i.e.
R(x, 1 )(g) = f(x gy
Soit f € CZ°(H) de laforme f(y1,y2) = fi(y1) f2(y2), y1,¥2€G.
On définit

R(f)=foGfl(yﬂfz(yz)R(yl,yz)dy1dyz.



Formule des traces locale d’Arthur

Soit G=S0(n) ou GL(n,R), H= G x G et I' = Diag(G).
On peut identifier '\H a G.

(R,L%(G)) la repr. réguliere de G x G, i.e.

R, 1)) = fx ' gy.

Soit f € CZ°(H) de laforme f(y1,y2) = i(y1) f2(02), y1,)2€G.
On a, pour ¢ € L?(G),

R(NHP)(x) =fGK(x,y)cb(y) dy,



Formule des traces locale d’Arthur
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Formule des traces locale d’Arthur

Soit G = SO(n) ou GL(n,R), H=G x G et I' = Diag(G).
On peut identifier '\H a G.
(R,L%(G)) la repr. réguliere de G x G, i.e.

R, 1)) = fx ' gy.

Soit f € Cgo(H) de la forme f(J/1yJ/2) = f1 (yl)fg(yz), Jy1,)2 € G.
On a, pour ¢ € L?(G),

R(P)(x) = fG K(x, 1)) dy,

avec

K(x,y):=fo1(xu)fz(uy)du=fo1(u)fz(x_1uy)du.

Obtenir une formule des traces locale revient a étudier :

Te(R(f)) = f K(x, x) dx.
G
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Formule des traces locale d’Arthur : le cas compact

Supposons G = SO(n) et notons g son algébre de Lie (matrices
anti-symétriques).
On va utiliser deux formules :

@ coté géométrique «—  Formule d’intégration de Weyl

@ coOté spectral «——  Formule de Plancherel
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Pour y € G, notons gy le centralisateur de y dans g, i.e.
gy:={Xeg:ad(y)X=X},

ot ad(y)X:= d”t 0(Ye Y1) (repr. adjointe de G sur g).
Soit T un tore maximal de G et W = Ng(T)/T le groupe de Weyl associé, e.g.
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Le cas compact : formule d’intégration de Wey!

Pour y € G, notons gy le centralisateur de y dans g, i.e.
gy:={Xeg:ad(y)X=X},

ot ad(y)X:= dtlt 0(Ye Y1) (repr. adjointe de G sur g).
Soit T un tore maximal de G et W = Ng(T)/T le groupe de Weyl associé, e.g.

sin=3 sin=4
cos(0) —sin(0@) 0 cos(0;) —sin(6;) 0 0
T ={| sin(0) cos(D) 0)} T={ sin(0;) cos(0;) 0 0 }
0 0 1 - 0 0 cos(02) —sin(0,)
0 0 sin(0,) cos(0,)
W=27/27

W = (Z/22)? xS,
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fh(x)dx:ifm(yn(f h(vlyv)dv) dy,
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ot D(y) := det(1 — ad(Y))g/g,, discriminant de Weyl.
Application :
Posons
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Le cas compact : formule d’intégration de Wey!
Pour h fonction continue sur G, on a (formule d’intégration de Weyl)

fh(x)dx:ifm(yn(f h(vlyv)dv) dy,
G (W1 Jt T\G

ot D(y) := det(1 — ad(Y))g/g,, discriminant de Weyl.
Application :
Posons

J(y, ) := D) f f AGT yx) foag Y x2) dxydoxs.
T\GJT\G
Alors, d’aprés la formule d’intégration de Weyl,
1
Tr(R(f))=[ K(x, x) dx:—f](y,f)dy.
G (W[ Jr

(Cas G fini : Tr(R() = X, 1Zgl X xec, 1D Xyec, 2(1)
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Le cas compact : formule de Plancherel

R repr. réguliére droite de G sur L2(G), i.e.

(Ro(x)P) (1) := b(yx).

Théoréme de Peter-Weyl

R0= @ Ny 7T,

Tell(G)
avec ny; multiplicité de  dans Ry.

Il en résulte la formule de Plancherel : pour ¢ € L?(G),

M) = Y ngTr((),

nell(G)

i.e. la décomposition de ¢ dans une certaine base orthonormale de L?(G).
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Le cas compact : formule de Plancherel
Posons

h(v) := [Gfl(u)fz(x_lvuy) du,

qui est une fonction sur G dépendant de x et y et telle que k(1) = K(x, y).
Appliquons la formule de Plancherel a & :

Kx,y)=h(D)= Y n Tr(n)n(Hny HnR)),
nell(G)

avec f (x):= filx™h.
La trace de R(f) s’écrit alors :

Tr(R(f))(:fGK(x,x)dx) Z nnTr((fGn(x)n(fz)n(x_l)dx)on(flv) .

nell(G)

Fixons m € I1(G) et posons

An:=f n(x)n(fg)n(x_l)dx.
G
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Lemme de Schur
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i.e. Ax = Ayid, avec A donné par :
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Ay opérateur qui commute a n(g), g€ G.

Lemme de Schur
Si 1 irréductible,

Homg (, M) = Cid.

i.e. Ax = Ayid, avec A donné par :

Tr(m(f2))
AT[ -
nn
On en déduit que

Tr ((fGTt(x)n(fz)n(x‘l) dx)on(f")| =TrAxm(f))



Le cas compact : formule de Plancherel
Ay opérateur qui commute a n(g), g€ G.

Lemme de Schur
Si 1 irréductible,

Homg (, M) = Cid.

i.e. Ax = Ayid, avec A; donné par :

Tr(n(f2))
)\Tl' =
Ny
On en déduit que

T
((f n@n(H)nxHdx) on(fY) 1(n(f2))

T

———Tr(n(f;").
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Lemme de Schur
Si 1 irréductible,

Homg (, M) = Cid.

i.e. Ax = Ayid, avec A; donné par :

Ay = TT(T[(fz)).
Ny

On en déduit que

T
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Lemme de Schur
Si 1 irréductible,

Homg (, M) = Cid.

i.e. Ax = Ayid, avec A; donné par :

Ay = Tr(n(f2))
Ny
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Le cas compact : formule de Plancherel
Ay opérateur qui commute a n(g), g€ G.

Lemme de Schur
Si 1 irréductible,

Homg (, M) = Cid.

i.e. Ax = Ayid, avec A; donné par :

Ay = Tr(n(f2))
Ny

On en déduit que

T
Tr((fGn(x)n(fg)n(x_l)dx)on(fl") = r(n(fz))Tr(n(flv)).

T

Posons J(m, f) := Tr(n(f2)) Tr(m(f,’)). Alors

TrR(N = Y It f)

nell(G)
(Cas G fini : Tr(R(f)) = X1, 7, Tr(t1 (i) Tr(T2(f2)))
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Théoreme (Arthur)
Si G est compact (e.g. G=S0(n)), la formule des traces locale est :

1
o fT Ay =TtRMN = Y I/

TEl(G)
ou

Iy, f) = ID(Y)| f f AT yx) o (x5 My x2) dxy dxs.
T\GJT\G
J(m, f) = Te(H) T (fY).




Le cas compact : formule des traces locale

Théoreme (Arthur)

Si G est compact (e.g. G=S0(n)), la formule des traces locale est :

1
— f Jiy, NAdy=TtR(N = Y I /),
W[ Jr

nell(G)
ou
Iy, f) = ID(Y)| f f AT yx) o (x5 My x2) dxy dxs.
T\GJT\G
J, ) = () TrmA)).
Rappel : G fini

Z|Zg| Y AWM Y L) =) Te(ti ()Tt (f).

xeCyq yeCyq T,T2
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Si G=GL(n,R), I'H = G n’est plus compact.

Formule des traces locale pour (R,L2(G))

Coté géométrique Coté spectral
A Problémes de divergence A

\ 1
\ 1

' — Troncation d’Arthur J
\ ’
\ s

Formule d’intégration de Weyl Formule de Plancherel

E'S L’/

Formule explicite



