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Feuille de TD n° 1 : Matrices

1 Connaissance du cours

Exercice 1.1
(a). Donnez un exemple de matrice triangulaire.
. Donner un exemple de matrice échelonnée.

. Montrez que la transposée d’une matrice triangulaire est une matrice triangulaire.

)
)
(d). Montrez que le produit de deux matrices triangulaires est triangulaire.
). Montrez que toute matrice inversible est de rang maximum.
). Est-ce qu’une matrice échelonnée est inversible ? Si oui, pourquoi? Si non, donnez un contre-exemple.
)

. Montrez que l'inverse de la transposée d’une matrice inversible est égale a la transposée de son inverse.

Exercice 1.2 De téte, écrivez les définitions :
(a). du rang d’une matrice.
(b). d’une matrice inversible.
(¢). d’une matrice diagonale.

Comparez le résultat avec la définition du cours.

Exercice 1.3 Soit A, B des matrices carrées inversibles de méme taille. Démontrez que, l'inverse de AB est B~'A~!.
Souvenez-vous qu’il s’agit d’une démonstration algébrique toute simple : il n’est pas nécessaire d’utiliser les notations
iz, bij.-

2 Exercices d’application

Exercice 2.1 On considére la matrice

Que valent les coefficients a3, aso, azs et agq ?

Exercice 2.2 Expliciter la matrice A de n lignes et p colonnes dans les cas suivants :
(a). Exemple : n=3,p=3, a;; =i —j.

0o -1 -2 1-1 1-2 1-3
1 0 -1 car 2—-1 2—-2 2-3
2 1 0 3—1 3—-2 3-3

(b) n=2,p=4, CLUZSZ—ZJ

(c). n=3, p=4, a;; le plus grand des deux indices entre i et j.
1 sii=j

(d). n=p=5,a;=¢2 sili—jl=1
0 sili—j]>2



Exercice 2.3 Déterminer les réels a, b, c,d tels que
4 3 a b 0 d
<2 5)_(19 c)+<—d 0)'

Exercice 2.4 Considérons les matrices lignes et les matrices colonnes suivantes (remarquez qu’elles ont des coeffi-

cients complexes) :
Ly=(1 i 1), Ly=( 1 —-1), Ly=(-1 0 -1),

—1 1 10
Cr= 01, Co= 11|, C3 = 0
1 0 100

Effectuez tous les produits possibles. On soignera la présentation.

Considérez la matrice A que 'on construit en collant les lignes L1, Lo, L3, puis la matrice B que 'on construit en
collant les colonnes Cq, Cy, C3. Calculez AB et BA en vous aidant du travail précédent.

Exercice 2.5 On considére les matrices

2 -1 1
2 1 5

2 1 -3 0 1 0

A= 118’B_<20 0)’ C‘i’D_l?,Q

0 0 1

Calculez les matrices AB, BA, AC, CA, AD, DA, ABC, BCD.

Exercice 2.6 Calculez, lorsque cela est possible, A+ B, C+D, A+ B+ D, AB, AC,CD, DC, BA, CA, A+ B+CD,
A+ B+ DC, A+ B+ (DC)T, A(B+C), (B+C)A, (A+ B)C, C(A+ B), ABCD avec

1 3 0 -1 2 1 1 1 0 2 8 g :;
A=|10 -1 2|, B=|1 0 -1}, C=10 1 -1 -1, D= 1 9 1
-2 1 1 -2 3 0 -1 0 1 -1 0 -1 4

Exercice 2.7 On considére les matrices

(1 -1 (T oy
A_(2 1) et X_(1 1)’

ou x,y désignent des réels quelconques. Déterminer x et y tels que AX = X A.

Exercice 2.8 On se donne les matrices

2 -1 1 1 00
A=[-1 2 1 et I=(0 1 0
2 2 1 0 01

(a). Calculer la matrice B = A? —2A4 — 31.
(b). En déduire que la matrice A est inversible et que 1’on a

1 2
Al =-A- I
3 3
Exercice 2.9 On considére la matrice
2 -1 2
A= 5 -3 3
-1 0 =2

Calculer (A + I3)3. En déduire que A est inversible et donner A~1.



Exercice 2.10 Parmi les matrices suivantes, déterminer celles qui sont bien échelonnées :

0
-1
0

o
(e

Ay

(an]
(en]

1
Ay = |0
0

o
[

)

10 3 0
01 20
0 0 01
0
1
0

0
0
0

(

o O O
o
[t

)

0
1 5 AS
0

o
(an]

o O O
o O O
o OO

Exercice 2.11 Mettre sous forme bien échelonnée les matrices suivantes :

(a). A= (1 2). !
3 4 1
) . (e). E= 1
ws=(3 5) 1
1 1 -1 1
(¢).C=(1 -1 1 f), F= 0
-1 1 1 ®)- 1
0 -1 -1 1 1
(d. D=2 1 -1 3
1 1 0 1
Exercice 2.12 Déterminer le rang des matrices suivantes
(a). A= <g ' _03) ;
\ (d). D= 1
2
(b). B= (1 3> 3
3 1 1
1 1 A —
(- C=1_4 4 24 (e). E =
6 4 0

On discutera, lorsque cela sera nécessaire, selon les valeurs de A € R.

Exercice 2.13 Inverser lorsque c’est possible les matrices suivantes :

4 2 3
(a)'A_<1 3) (e). E= |0
0
01 1 )
b. B=|1 0 1
(b) ol ). F=[1
1
-1 0 2 0
(¢).C=(0 0 1 10
0 -1 1 (&) G=1,
4
2 4 3 )
(d). D= 2 1
L (). H= [0
0

0
0 ) AQ
0

O OCWOO NN ONO

O = O = OO

|
—_

|
[t

— A o~ OO N O W

103 -1
012 0],
000 1
00 0 1
000 1],
000 0
000 1
000 0
000 0
11
0 1
0 1
11
0 1
10
0 1
11
1 1 1
3 1 -2
4 -1 5
11 -2 19
1 0
A1
22 A
1
0
0
0

(a,b,c,d € R donnés).



Exercice 2.14 En utilisant les résultats du cours, démontrez les faits suivants :
— Le produit de deux matrices orthogonales est une matrice orthogonale.
— La transposée d’'une matrice orthogonale est une matrice orthogonale.
— L’inverse d’une matrice orthogonale est une matrice orthogonale.

Exercice 2.15 On dit qu'une matrice A est un "diviseur de zéro", si A est non nulle et s’il existe une matrice B
non nulle telle que AB =0 (ou bien BA = 0). Montrez qu’un diviseur de zéro n’est pas inversible.

3 Deécouverte

Exercice 3.1 Trouvez un maximum de matrices de taille 2 x 2, dont les coefficients sont 0 ou 1 et qui ne sont pas
inversibles. En avez-vous découvert plus que votre voisin ?

Exercice 3.2 On considére la matrice

-3 )

(a). Calculer A3.

(b) En déduire AQOlO) 1420117 A2012, 1420137 Avotre année de naissance.

Exercice 3.3 Soit A une matrice carrée d’ordre n. On considére les matrices
B=A+A" e C=A-AT.
Montrer que la matrice B est symétrique et que la matrice C' est antisymétrique.

En déduire que A peut s’écrire comme somme d’une matrice symétrique et d’une matrice antisymétrique.

Application numérique. Ecrire la matrice
1 2 3
A=|(4 5 6
7T 8 9

comme somme d’une matrice symétrique et d’une matrice antisymétrique.

Exercice 3.4 Cherchez une expression pour :
n

1 0
0 1
0 0 1
Cette expression doit étre valable pour tout n > 1. Lorsque vous avez "intuité" le résultat, démontrez-le!

Exercice 3.5 Dans cet exercice on travaille avec des matrices carrées. On appelle "trace" d’une matrice la somme
de ses coeflicients diagonaux. Par exemple :

1 213 5432
Trace | 5432 2 543234 | =1+24+3=6
1245 23454 3

Prenez le sudoku du journal que ’on vous a distribué ce matin a la sortie du tramway. Prenez le carré central de ce
sudoku. On va considérer que c’est une matrice A de taille 3 x 3. Calculez Trace AAT. Quel sera le résultat demain ?
(inutile d’aller chercher dans les prophéties de Nostradamus).



Exercice 3.6 On considére ’ensemble de matrices suivant :

p-{(2 #)easer)

(a). Montrer que, quelles que soient A € Eet \€ R,ona A" € Eet MA€ E.
(b). Montrer que, quelles que soient A € Fet Be EF,ona A+ Be€ Eet ABEE.
(c). Montrer que si A € E et A # 0, alors la matrice A est inversible et que 'on a A% € E.

Sauriez-vous trouver un lien entre les matrices de E et les nombres complexes ?

4 QCM récapitulatif

QCM 4.1 On peut toujours dire que
(a). Le rang d’une matrice est égal au rang de sa transposée. I:]
b). Le produit de deux matrices triangulaires supérieures est triangulaire supérieure. I:]

(c). Les matrices élémentaires sont toutes inversibles. I:]

)
(b)
)
(d). En intervertissant deux colonnes d’une matrice inversible, elle reste inversible. I:]
)
)

(e). Toute matrice carrée de rang maximum est inversible. I:]
(f). La transposée d’une matrice inversible n’est pas toujours inversible. I:]

QCM 4.2 Si A, B et C sont des matrices carrées quelconques de méme taille, on peut toujours dire que :

(@). AB+C)=AB+CA. [ |
(b). SiAB =BA, alors (A+ B)? =A?>+24AB+B%[ ]
() A+B+A=24+B. | ]
(d). ABA=A>B. [ ]
(e). AB)T =BTAT. [ ]
(f). AB=0 = A=0ouB=0. ]
). L’inverse de A™ est la puissance n-iéme de Uinverse de A. I:]

(2)-

QCM 4.3 Soient A = (g :;) et B=

)
)
)

7N\

12alos
—2 1)t

(a). (AB)T = (g !

(b). (AB)T = (‘73

(c). (AB)T = <g

JlL

O O o © 0o

QCM 4.4 Toutes les matrices de ce QCM sont carrées, de méme taille et inversibles. On peut toujours dire que :

(a). Si A est linverse de 2B alors B = £ 471, I:]
). Si 24 est Dinverse de BC alors C = 1B71A~L. I:]
c). Si A est I'inverse de BCD alors A~! = C~'D-'B~1. I:]
). Si A est inverse de A alors A = I. I:]
). Silinverse de A est égal a I'inverse de B alors A = B. I:]



2 3

(a). L’inverse n’existe pas. I:]
1 2
-1 _
R (T N —

QCM 4.5 Quel est I'inverse de A = (1 1) ?

—

=

N

L

Il
/|\

RN

o |

—
N~

QCM 4.6 On peut dire que ces matrices sont bien échelonnées :

1 1 0 O
01 0 1
<a)'A_0111'|:]
0 0 1 0
1 01 0
01 0 1
M- B=|y 000l L]
0 0 1 0
1 01 0
01 0 0
(C)-C—O()Ol'I:l
0 0 0 O
1 01 0
01 0 O
@-D=1y 00 ol ]
0 0 0 1
1 0 0 O
01 0 O
(e)'D_o()lo'I:]
0 0 0 1

A2

QCM 4.7 Soit A = <_3 .

>. On peut dire que :

(a). La matrice A est inversible quelle que soit la valeur de A dans R. I:]
(b). La matrice A est inversible quelle que soit la valeur de A dans C. I:]
(c). Lorsque A = 2, la matrice A est inversible. I:]
(d). Lorsque A = 2, la matrice A est inversible. I:]
(e). Lorsque A = %3, la matrice A n’est pas inversible. I:]
1 -2 3 4
QCM 4.8 Soit A = (1) 21 Z 411 .On a:
1 3 75
(a). rang (A) = 2. I:]
(b). rang (4) = 3. I:]
(c). rang (4) = 4. I:]
(d). rang (4) = 5. I:]



QCM 4.9 On peut dire que :
(a).

1 35 1 -3/2 1/3
SiA=10 2 4] alorsA'=[0 1/2 -2/3 ]
0 0 3 0 0 1/3
(b).
1 35 1 3/2 1/3
SiA=|(0 2 4] alosA'=1[0 1/2 2/3 ]
0 0 3 0 0 2/3
().
100 1 0 0
SiA=|(3 2 0] alosA™'=|-3/2 1/2 0 ]
5 4 3 /3 —2/3 1/3
(d).
100 1 0 0
SiA=(3 2 0] alorsA™'=[3/2 1/2 0 ]
5 4 3 1/3 2/3 2/3
1 4 3
QCM 4.10 SiA=[—-1 -2 0], alors la 2-iéme ligne de A~! est de la forme
2 2 3
@ (12 [ ]
- (5 5 -]
@ G 3 [ ]
@ ¢ F HLC ]
© 00 ]
Moo [

QCM 4.11 On peut dire que les matrices suivantes sont orthogonales.
G |
1 -3

1+3v2 -1 1v2-1

T R VN —
1 V2 1
-2 6 -3
ST —
-3 2 6
— La matrice A € Mg, qui est diagonale et dont les coefficients diagonaux sont 1,1,1,—1,1,—-1,—1, 1,1, —1,
-1,1,1,1,—1,1.

5 Exercices supplémentaires corrigés

Exercice 5.1 Redémontrez que (AB)" = BTAT.

7 7 7
by a) =90 v a) K ="vug =gty T =" gy) =" (gV)]

¢V, g op (£) yuoweoe[duo [ g juenygeod ne [eS0 950 | (gV) op (L) juowooeiduwo | € SJUSYIE0D o] onb SUOYLIOA




Exercice 5.2 Calculer la matrice

Exercice 5.3 Soient a, b, ¢,d des réels. On pose

a b 1 0
() w0 0).

Calculer la matrice B = A% — (a + d)A + (ad — be)1.

| 0=d

Exercice 5.4 On considére la matrice

(a). Calculer A3.
(b). En déduire A2°10 et A2011,

] V = 110gV 2 = orogV P U~ = gV

Exercice 5.5 Résoudre I'équation matricielle

- 2 5\ (2 0
e (3 9)=(200)

~
o —
i
N
~
Il
A~
0 <f
N ™
N
4
A~
Rl
|
c>§|‘OO
~
4
A~
K~ loonl <
Il
o:lw
~
-
15)
/\
oot
|
=100
<
~
I

Exercice 5.6 On considére le nombre complexe

V3
=ty
et les matrices
1 1 1 1 %
A=1j 42 1 et B=|1 j 52
21 11 1
(a). Ecrivez j sous la forme "module-argument"
(b). Calculer j, j2 53 et j%.
(c). Calculer les matrices AB et BA.
(d). En déduire que la matrice A est inversible et donner son inverse.



fre=va=4g9vVv

Rappel de formules trigonométriques :

cos(a + b) = cosacosb — sinasinb

sin(a + b) = sinacosb + cosasinb

Exercice 5.7 Soit 6 un réel. Démontrer par récurrence que l'on a

((le) sin®Y" _ (s~ sintr)

pour tout entier n > 1.

Exercice 5.8 On considére la matrice

0 1 —sin(6)
A= -1 0 cos(6)
—sin(f) cos(h) 0

Calculer A3.
Calculer les matrices (I3 — A)(I3 + A+ A?) et (I3 + A + A?)(I3 — A).

En déduire que la matrice I3 — A est inversible et donner son inverse.

o o
NN N N

(d). Démontrer par récurrence que 'on a
n(n—1
(13 + A)n =I3+nA+ %Az
pour tout entier n > 1.
C g uIs — g sod g uIS — §S0d —
g us + ¢s00 0 802 gsooguis —1— | = (V —¢) = (¥ +V + 1) —
QUIS — SOd  sSOd guIs — | 6 guis

T =(V+v+eD(yv -2 —
0=¢V —




