Année 2025-2026
Mathématiques L3 (S6). Analyse complexe. Mis a jour le 11 mai 2026.

Exercice 1. Mettre chacun des nombres complexes suivants sous la forme x + iy, x,y € R. v

a. (1+1)? d 1 . ¢ 2+?
b, i(1+20)(1—1) 2-9 2_1_;1
c. (V3—-iv2)(V3+iVv2) e. (=241)(1—1)* & 33

Exercice 2. Soit z = x + iy € C. Déterminer, en fonction de x et y, la partie réelle et la partie
imaginaire de chacun des nombres complexes suivants : V

3 z+1

a. 22 —2z b. z 1 0 d 1
c. Z,z;é .2_1,z7é .

Exercice 3. Mettre chacun des nombres complexes suivants sous forme polaire :V
a. —5 b. 31 c. T+1 d. 1-1iv2 e. —V/3+1i.
Exercice 4. Mettre chacun des nombres complexes suivants sous la forme x + iy avec x,y € R. :V
a. e\ b. e '™ c. 6e™* d. e’in/e ex e/,
Exercice 5. Calculer en fonction de cos9 et sin9 :Vv
a. sin30, b. cos30,
Exercice 6. Calculer la somme vV N

Z cos kO.

k=0
Exercice 7. Déterminer et représenter graphiquement les racines V
a. /1, b. Vi, c. v—1, d. v—T,
Exercice 8. Pour tout n € N, calculer (1 +1)"+ (1 —1)".V

Exercice 9. Résoudre dans C les équations suivantes : V

a. (1+1i)z+3i=-3—-1, d Z2+(1—-i)z—1=0,
b. az+bz+c =0, ad # bb. e. 23 =722
_ 1
c. z=—,
Z

Exercice 10. Décrire géométriquement 1’ensemble de solutions de :V

a. |z < 2, d. az+az+c=0,ceR.
b. [Rez| <1, e. zz+az+az+c=0,ccR.
e

" |z—b ’
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Exercice 11. Exprimer en fonction de x = (z+z)/2 et y = (z — z) /21 les expressions suivantes : V

a. dzdz, C 80
" 0zozZ’

4 () () () ()

Exercice 12. Exprimer en fonction de z = re'® et z = re ¢ les expressions suivantes : V

0 b. de, 9 d. rdrde.

. . T
¢’ “ Tor

Exercice 13. vV Calculer les différentielles des formes suivantes :

1 b. xdy —ydx, c. xdy+ydx, d. xdy—ydx.
1+2z2 x? + y?

Exercice 14. Soit y:t~ (t* —1,t> —t), —1 <t < 1 une courbe (cubique de Tschirnhausen). v
a. Tracer la courbe,
b. Calculer [ xdy —ydx.

c. Calculer I’aire borné par la courbe.

Exercice 15. Calculer les intégrales : v
r
a. z*dz, out C(0,7) = {zl||z| = 1} est le cercle de rayon r orienté positivement.

J
C(o,r)

.
b. Z*dz, ot C(2,1) ={zllz—2| =1}, k # —1.

J
czn
r

C. z*7%dzdz, oit D(0,1) = {z||z| = r} est le disque de rayon r.

D(0,r)

d. J zdzdz,

D(0,r){Im z>0}

Exercice 16. Soit f: [a,b] — C une fonction continue sur un segment réel. Calculer la limite
. (J‘b f(x)dx J‘b f(x)dx )
lim — — :
e—=0 \Jg X —Yy — 1€ a X—Yy+e

Exercice 17. Calculer I'intégrale

poury € R.V

J dz
yZ—a
le long d’un chemin fermé vy disjoint de a en termes de I’indice de y par rapport a a.v

Exercice 18. En faisant le minimum de calculs possible, déterminer les intégrales suivantes :V
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[ e* ( cos(z 2
a. —dz,n > 1. d. g )dz, g. J 23—+2dz,
Jeon 2 Jcooy Z c(0,2) 2" —Z
[ cos(z i e
b. ( ) dz. e. z—dZ,
Jeoy  # Jean 22 +1
[ sin(z [ e’
C. ( )dz. f. ——dz,
Jco,y  Z Jeiny 22 +1

Exercice 19. Donner une parametrisation pour chacun des chemins suivants :V

o i
B Y T
.

2

Exercice 20. Trouver les homographies qui envoient le triplet de points (0, 1, 00) sur les triplets :v
a. (00,0,1),
b. (1,0,00),
c. (—1,i,1).

Exercice 21. Pour une homographie
az+b

cz+d

trouver :v

a. L’homographie inverse,
b. Les points fixes,

c. L'image d'un cercle,

d. L’'image d’un droite.
Exercice 22. Soit S la sphére unité dans C + R
S={(z,c)lzz+c*=1}

trouver les coordonnées du point d’intersection entre la droite passant par (0,1) et (z,0) avec la
sphére S. v

Exercice 23. Calculer le rayon de convergence des séries : V

oo o0 Zn o0 o0
2
a. E nlz" c. E — €. E n*z", k € R. g. E zZ",
Zn
n=0 n=0 n=1 n=1
) on 00 t ° n!
2 .
b. — d. E q"z", f. E n"z", h. —z",
! n
n=0 n=0 n=1 n=1

Exercice 24. Trouver les séries de Taylor des fonctions : v



version de 11 mai 2026 Analyse complexe 4

a. sinz, c. (T+2)9, e. In(1—2z), g. arcsinz,
1

b. cosz, d. (1—az)™, f. arctgz, b 1—z—22'

Exercice 25. Soit Z axz® la série de Taylor de la fonction f(z). Trouver les sommes : V
i=0

o0 o0 o0

K K K
E axz, b. E 412", C. E Ask42Z
iz0 im0 =0

Exercice 26. Calculer les sommes des séries : V

> _sinna = sin(2n + 1)«
Z CcCos N« b. Z c. Z = . 1 .

oo
n=1 n=1 n=

Exercice 27. Décrire, s’il en existe, toutes les fonctions holomorphes f : D(1,1) — C qui satisfont,
pour tout n>2:v

) =1, d fO+4)=f01+55)=1,

Exercice 28. Trouver 1’ordre des fonctions : V

6 _
a. OrdZ4 1, b. Ord (L_l>’ d. Ogd(z—\/Z—Zcosz).
z z4—1 0 sinz z
. Ogd (esinz — ete?), e* O(:)fd(tg(sin z) — sin(tg(z)),

Exercice 29.

Pour la fonction 1

(z—1)(z—-2)

Déterminer le développement en série de Laurent de f sur les anneaux : V

f(z) =

a. 0<lzl<T,
b. 1<|z] <2,
c. 2<|zl.

Exercice 30.
Calculer les résidus : V

sinz dz
a. Res dz d. Res ,
0o z4 0 z3cosz
etz sinzdz
b. Res dz, zy=2mik, e. Res——.
1—ez n/3 1 —2cosz
z+ ] ez
c. Res—5—,dz, zo=-3,3,00. f.* Res dz.v
zo 22 —9 0 sh*z
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Exercice 31. Calculer les sommes : V

= (= |
e @ Y
' (z—mn)?’ ' n? 4 a?
n=—oo n=0
Exercice 32. Calculer les intégrales définies : V
oo . . [ 1+z
s
a 1nxdx’ 1. | Toe dz,
K X C(0,8)
- r ZZ
b [ xsinx R J ] Z3_22_24_1dz,
) mdx, ac X cis)
_:: k h Z’e'?dz,
r 3 .
X° sin x J
d C(02)
¢ J xt+5x2+4 *
—c0 eiaz
1. dz,
T2 ch(z)
d. —d -
J T T ez _ 1
% e
m. dz,
0 J z
dx —00
e. —_,
] (1+x%)? o0
se2
T n. e’ dt,
27 J
; cos’ t ¢ e
] 5+ 3sint o [ Imxdx
0 Jo 1T+x2
T el
[ cos’t . p. ]d_xn,
& | Bt 2cost2 " Jo TAx
: T cpe
o q Jo Xp(-] + X)J p )
[ dt
h. ﬁdt, r ! X]ip“ —X)de 0<p<T
sin . , .
2 YL P

\Y

Exercice 33. Calculer 'intégrale double vV ¥

] -
J(C (z— a)(z—b)(i_(—:)(i_g)dldz

Exercice 34. Déterminer le nombre de solutions (comptés avec multiplicités) des équations suivantes
dans le domaine indiqué : V

a. 22° —22+3z22—z+8dans D(0,1), c. z*—5z+41dans D(0,1),
b. z/ —5z* 4z — 2 dans D(0, 1), d. z* —5z+1dans D(0,2)\ D(0,1).
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Exercice 35.

o0

a. Trouver la série de Laurent 0(z) = ) ~

- anz" avec ay = 1 de la fonction 6(z) satisfaisant
I’équation
0(z) = q'z6(qz),
ou0<|ql < 1.V
b. Trouver le nombre de zéros de la fonction théta 6(z) dans ’anneau |q| <z < 1.

c. Trouver les zéros de la fonction théta 0(z).

Exercice 36. Exprimer les intégrales en termes de la fonction gamma.v

m/2 = o4 B—a
a. J cos™x sin™ xdx, b. J x* (1T +x)P % dx.
0 0

Exercice 37. Trouver les séries de Taylor des fonctions réciproque au fonctions : v

a. z—27%, b. ze?, c. ze*.

Exercice 38. Calculer l'intégrale v

ou

1 = —nx
ex — 1 :Ze

a. y=Rsy, 9es>1 utilisant la série

a. - (1422, c. nzﬁ (1 — TZI—ZZ) e. ﬁ <1 + %) e”/™,

n=0 n=1 n=1
b. 1/n d. f. 1—q"
gn+1e ! gn3+1’ n:1( a”)

n

Indication : Utiliser la constante d’Euler-Mascheroni y = lim Z X Inn.

Exercice 40. Trouver une fonction méromorphe G telle que Ord G(z) = —n pour tout n € N* et
-n

holomorphe en tout autre point. v

Exercice 41. Calculer les symboles V

a. {f,g}oq, ot f et g sont des polynémes tels que b, {(1 — E) eV? sinnz} , x € C.
toutes racines de f appartiennent a Q) et celles z *

de g sont disjoint de Q. c. {(1 — ;) ez, F(z)}x, x € C.
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Réponses :
Y . S e 2 C3 iAo 2 s
la:2i b:—1+3i,c:5; d:s+1iz,e:8—-4; f::+1iz; g:—%+1is.
. . 2 2_
2 a:xzz—yz—ZX—l—l(ny—Zy) b:x®—3xy?+i(3x*y—y3); c: T bk dd 7#;?‘_2)‘—]“—
lx2+y272x+1 :
3 a:5e™; b:3e™2; c:\2eWt: d:/3elarctev2. g . 0e2i/3,
4a:—1; b:=1; c:3vV2+13v2; d:—%—l\?, e:#—i—i 5%@.
5a:3sin0—4sin’*0; b:4cos®0—3cosH.
sm(n+ )0
6 cos(50) “enlo
( 2n/2H] ifn=0 mod38
221 ifn=4 mod 8
8 0 ifn=+2 mod 8 .
2(n+1)/2 ifn=41 mod 8
| 22 ifn =43 mod 8
9a:—2—1i}; b: Ez g;; c:{e¥0 c[—mmnl}; d:{-1,i}; e:{0,1,et™/> t2m/5]
10 a: @ «\% %4 médiatrice; d : droite; e : cercle.
11 a: —2idxdy; b: Xi’z‘igdy Xi‘g Jﬂj’dx; c: aaxz + ag 2
12 a:iz2 +izZ; b: 5 (£2—-%); c:z2+zL; d:jdzdz
13 a :—*(ﬁd;;;‘ab 2dxdy; c:0; d:0.
. . J16. .8
14 a: % N b: 159 C: 15°
15 a:2misik=—1,0sinon; b:0; c: &2, d: 5
16 2mif(y).

17 2milnd,y

18 a:(nz”;),; b:2ni; c¢:0; d:0; e:—=2m; f:2m; g:4mi.

19a:241)t; b:2—1t+2; c:z(1—1)+ zt; d:%(z1—zz)em+%(z1+zz)

20a:=l; b:1—z; c:ZH
z—1

d—aty/(d—a)4bc . : :

2l a:(m b, b =2 ;C VT Sic £ 0 et {{2-,00}si c=0; c=d: cercle ou droite.

2z 1-zz
22 1422) H—ZZ}'
23 a:0; b:oo; c:2; d:1,e:1; f:0.

. )k LI . )k 2k 1)) k+1) k. . k k. . k.
24 a:) (= D S b:3 o(=1) Gais © Zko%z’ d:d (Zoafzs e =3 0 %

f:) 0202 ™y Z(ELH)XZk“ ;8 :) o, fix® ou fy sont les nombres de Fibonacci.

25 a: %(f(\/Z)Jrf(_\/Z); b: ﬁz(f(\/ﬁ—f(—ﬁ); 72/5 Zk— C2KF((k21/5)).
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26
27
28

29
30

31
32

33
34
35
36
37
38
39

40 TTZ (1+3) exp(—z+ %),

41 a: resultant(f,g); b :

a:—In2sina/2]; b:a/2; c:m/4
a: 2 +1(z)sin(m/z) ot P(z) est holomorphe sur D(1,1); b: (z—1)*; c,d: 0.
a: Ord Ord Orcd Ord =1, Ord Ord——1 ou(=¢e"3; b:1; c:3; d:1let3;
-~
a:y .1 —27 Nz b — 1:]:—00 =3, 27l e Z:lO(Z*TH —1)z";
a:—1/6; b:—e¥ka. ¢:1/3,2/3, —1; d:1/2; e:1/2; f: (k—11)l [T (a—1).
—k<i<k
i=k([2]
a:m/32; b:msin?(nz); c:m*(6sin? mz—4sin?nz).

R G . . - - . . . . . . 2m. 3vH-25 . .
a:m; b:me™; c:2n(e?/3—e/6); d:2nV2; e:m/2; f: %, g T 1005, h:
i:—8mi; j:2mi; k:2mi/10!; 1l:mch'ma/2; m:mi; n:V2r(1+1)/2; 0:0;
D: T__.og o r: —mhe-1

* osin(m/n) ? * sinpm? * 2cos(mp/2) °

—4m (a—c)(b—g)

@) ™M g
a:0;b:4;c:4;d:3
a:y > qv/%z"; b:l; c:—q*2
a: %B (mTH“T“), b:Bla+1,—p).
[e'S) n—2) . . oo (—m)"1 .. (2k+1)k1
a. Zn:1 ﬁz ) b: Zn:] ((n—)U! z7 C Zn 1 2—1:+1 ZZk+]'
a:T(s)C(s); b:(1—e™)(s)((s)
a'ﬂ:; b:e¥; c: r(e:”_

2

Ta six=0 le—va six=0

sin~' (mta) six=a .. r'(a) six=a
(1—%)6‘1/“ six =k € Zy ' (1—%)6’5‘/“ six=ke&€Z
1 sinon 1 sinon

e



version de 11 mai 2026 Analyse complexe 9

Corrections :
. e e**chz i
30 f: Soit R, = Res ¥ dz et Sy = Res ¥ dz. On peut calculer directement que R; =1 et R, = a.
sh*z sh*z
ez ez e% ch e% ch e% ch e% sh e%(1] hZ
Car d— :ak dz—k%lzdzetd i z_ 4 kc Zdz+ i Zdz—k(k;ﬂsz)dzona
sh*z sh*z sh™ z sh*z sh*z zzshz sh™ z
aRy — kSyy1 =0 et aSy + R — kRyy1 — kRy_;. Donc Ry, = %Rk et alors [] (a—1)
—k<i<k
i=k[2]

33 :

B 1 d an_a dz B
T a—b] z—b(z—0)z—7g)/)
1 z—a dz
= In — —
a—bJosa z—-b(z—c)(z—g)
2mi dz 1 J z—a dz
- — ——= = In —
a—b),E-0E-§ a-blg




