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Exercice 1. Mettre chacun des nombres complexes suivants sous la forme x+ iy, x, y ∈ R. ▽

a. (1+ i)2

b. i(1+ 2i)(1− i)

c. (
√
3− i

√
2)(

√
3+ i

√
2)

d.
1

(2− i)

e. (−2+ i)(1− i)4

f.
2+ i

2− i

g.
−1+ i

3− i

Exercice 2. Soit z = x + iy ∈ C. Déterminer, en fonction de x et y, la partie réelle et la partie
imaginaire de chacun des nombres complexes suivants : ▽

a. z2 − 2z b. z3 c.
1

z
, z ̸= 0 d.

z+ 1

z− 1
, z ̸= 1.

Exercice 3. Mettre chacun des nombres complexes suivants sous forme polaire :▽

a. −5 b. 3i c. 1+ i d. 1− i
√
2 e. −

√
3+ i.

Exercice 4. Mettre chacun des nombres complexes suivants sous la forme x+ iy avec x, y ∈ R. :▽

a. e3iπ b. e−iπ c. 6eiπ/4 d. e7iπ/6 e.* eiπ/5.

Exercice 5. Calculer en fonction de cos θ et sin θ :▽

a. sin 3θ, b. cos 3θ,

Exercice 6. Calculer la somme ▽
n∑
k=0

coskθ.

Exercice 7. Déterminer et représenter graphiquement les racines ▽

a. 6
√
1, b. 2

√
i, c. 3

√
−1, d. 4

√
−1,

Exercice 8. Pour tout n ∈ N, calculer (1+ i)n + (1− i)n.▽

Exercice 9. Résoudre dans C les équations suivantes : ▽

a. (1+ i)z+ 3i = −3− i,

b. az+ bz̄+ c = 0, aā ̸= bb̄.

c. z̄ =
1

z
,

d. z2 + (1− i)z− i = 0,

e. z3 = z̄2,

Exercice 10. Décrire géométriquement l’ensemble de solutions de :▽

a. |z| < 2,
b. |ℜe z| < 1,

c.
∣∣∣∣z− az− b

∣∣∣∣ = 1,
d. az+ āz̄+ c = 0, c ∈ R.

e. zz̄+ az+ āz̄+ c = 0, c ∈ R.
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Exercice 11. Exprimer en fonction de x = (z+ z̄)/2 et y = (z− z̄)/2i les expressions suivantes : ▽

a. dzdz̄,

b.
dz

z
,

c.
∂

∂z

∂

∂z̄
,

d.
(
z
∂

∂z̄

)(
z̄
∂

∂z

)
−

(
z̄
∂

∂z

)(
z
∂

∂z̄

)
.

Exercice 12. Exprimer en fonction de z = reiϕ et z̄ = re−iϕ les expressions suivantes : ▽

a.
∂

∂φ
, b. dφ, c. r

∂

∂r
. d. rdrdφ.

Exercice 13. ▽ Calculer les différentielles des formes suivantes :

a.
1

1+ zz̄
, b. xdy− ydx, c. xdy+ ydx, d.

xdy− ydx

x2 + y2
.

Exercice 14. Soit γ : t 7→ (t2 − 1, t3 − t), −1 ⩽ t ⩽ 1 une courbe (cubique de Tschirnhausen). ▽

a. Tracer la courbe,

b. Calculer
∫
γ
xdy− ydx.

c. Calculer l’aire borné par la courbe.

Exercice 15. Calculer les intégrales : ▽

a.
∫

C(0,r)

zkdz, où C(0, r) = {z||z| = r} est le cercle de rayon r orienté positivement.

b.
∫

C(2,1)

zkdz, où C(2, 1) = {z||z− 2| = 1}, k ̸= −1.

c.
∫

D(0,r)

zkz̄kdzdz̄, où D(0, r) = {z||z| = r} est le disque de rayon r.

d.
∫

D(0,r)∩{ℑmz⩾0}

zdzdz̄,

Exercice 16. Soit f : [a, b] → C une fonction continue sur un segment réel. Calculer la limite

lim
ε→0
(∫b

a

f(x)dx

x− y− iε
−

∫b
a

f(x)dx

x− y+ iε

)
pour y ∈ R.▽

Exercice 17. Calculer l’intégrale ∫
γ

dz

z− a

le long d’un chemin fermé γ disjoint de a en termes de l’indice de γ par rapport à a.▽

Exercice 18. En faisant le minimum de calculs possible, déterminer les intégrales suivantes :▽
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a.
∫
C(0,1)

ez

zn
dz, n ≥ 1.

b.
∫
C(0,1)

cos(z)
z

dz.

c.
∫
C(0,1)

sin(z)
z

dz.

d.
∫
C(0,1)

cos(z)
z2

dz,

e.
∫
C(i,1)

eπz

z2 + 1
dz,

f.
∫
C(−i,1)

eπz

z2 + 1
dz,

g.
∫
C(0,2)

z2 + 2

z3 − z
dz,

Exercice 19. Donner une parametrisation pour chacun des chemins suivants :▽

a.
2+ i

0

b.

2

i

c.

z2

z1

d.
z2

z1

Exercice 20. Trouver les homographies qui envoient le triplet de points (0, 1,∞) sur les triplets :▽

a. (∞, 0, 1),
b. (1, 0,∞),

c. (−1, i, 1).

Exercice 21. Pour une homographie

f : z 7→ az+ b

cz+ d

trouver :▽

a. L’homographie inverse,

b. Les points fixes,

c. L’image d’un cercle,

d. L’image d’un droite.

Exercice 22. Soit S la sphère unité dans C+ R

S = {(z, c)|zz̄+ c2 = 1}

trouver les coordonnées du point d’intersection entre la droite passant par (0, 1) et (z, 0) avec la
sphère S. ▽

Exercice 23. Calculer le rayon de convergence des séries : ▽

a.
∞∑
n=0

n!zn,

b.
∞∑
n=0

zn

n!
,

c.
∞∑
n=0

zn

2n

d.
∞∑
n=0

qn
2

zn,

e.
∞∑
n=1

nkzn, k ∈ R.

f.
∞∑
n=1

nnzn,

g.
∞∑
n=1

zn
2

,

h.
∞∑
n=1

n!

nn
zn,

Exercice 24. Trouver les séries de Taylor des fonctions : ▽
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a. sin z,

b. cos z,

c. (1+ z)a,

d. (1− az)−1,

e. ln(1− z),

f. arctg z,

g. arcsin z,

h.
1

1− z− z2
,

Exercice 25. Soit
∞∑
i=0

akz
k la série de Taylor de la fonction f(z). Trouver les sommes : ▽

a.
∞∑
i=0

a2kz
k, b.

∞∑
i=0

a2k+1z
k, c.

∞∑
i=0

a5k+2z
k

Exercice 26. Calculer les sommes des séries : ▽

a.
∞∑
n=1

cosnα
n

b.
∞∑
n=1

(−1)n
sinnα
n

c.
∞∑
n=1

sin(2n+ 1)α

2n+ 1
.

Exercice 27. Décrire, s’il en existe, toutes les fonctions holomorphes f : D(1, 1) → C qui satisfont,
pour tout n ⩾ 2 : ▽

a. f( 1
n
) = 1

n2 ,

b. f(1+ 1
n
) = 1

n2 ,

c. f(1+ 1
n
) = e−n,

d. f(1+ 1
2n
) = f(1+ 1

2n+1
) = 1

n
,

Exercice 28. Trouver l’ordre des fonctions : ▽

a. Ord
z

z6 − 1

z4 − 1
, b. Ord

0

(
1

sin z
−
1

z

)
,

c. Ord
0

(esin z − etg z),

d. Ord
0

(z−
√
2− 2 cos z).

e.* Ord
0

(tg(sin z) − sin(tg(z)),

Exercice 29.
Pour la fonction

f(z) =
1

(z− 1)(z− 2)

Déterminer le développement en série de Laurent de f sur les anneaux : ▽

a. 0 < |z| < 1,

b. 1 < |z| < 2,

c. 2 < |z|.

Exercice 30.
Calculer les résidus : ▽

a. Res
0

sinz

z4
dz

b. Res
z0

eaz

1− ez
dz, z0 = 2πik,

c. Res
z0

z+ 1

z2 − 9
dz, z0 = −3, 3,∞.

d. Res
0

dz

z3 cos z
,

e. Res
π/3

sin zdz
1− 2 cos z

.

f.* Res
0

eaz

shk z
dz.▼
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Exercice 31. Calculer les sommes : ▽

a.
∞∑
n=0

(−1)n

(2n+ 1)3
,

b.
∞∑

n=−∞
1

(z− n)2
,

c.
∞∑

n=−∞
1

(z− n)4
,

d.
∞∑
n=0

1

n2 + a2
.

Exercice 32. Calculer les intégrales définies : ▽

a.

∞∫
−∞

sin x
x
dx,

b.

∞∫
−∞

x sin x
x2 + a2

dx, a ∈ R.

c.

∞∫
−∞

x3 sin x
x4 + 5x2 + 4

dx,

d.

∞∫
−∞

x2

1+ x4
dx,

e.

∞∫
−∞

dx

(1+ x2)2
,

f.

2π∫
0

cos2 t
5+ 3 sin t

dt,

g.

π∫
0

cos2 t
(3+ 2 cos t)2

dt,

h.

2π∫
0

dt

2+ sin t
dt,

i.
∫

C(0,8)

1+ z

1− ez
dz,

j.
∫

C(i,5)

z2

z3 − z2 − z+ 1
dz,

k.
∫

C(0,2)

z9e1/zdz,

l.

∞∫
−∞

eiaz

ch(z)
dz,

m.

∞∫
−∞

eiz − 1

z
dz,

n.

∞∫
−∞
eit

2

dt,

o.
∫∞
0

ln xdx
1+ x2

.

p.
∫∞
0

dx

1+ xn
,

q.
∫∞
0

dx

xp(1+ x)
, 0 < p < 1,

r.
∫ 1
0

x1−p(1− x)pdx

(1+ x)3
, 0 < p < 1.

▽

Exercice 33. Calculer l’intégrale double ▽ ▼∫
C

1

(z− a)(z− b)(z̄− c̄)(z̄− ḡ)
dzdz̄

Exercice 34. Déterminer le nombre de solutions (comptés avec multiplicités) des équations suivantes
dans le domaine indiqué : ▽

a. 2z5 − z3 + 3z2 − z+ 8 dans D(0, 1),

b. z7 − 5z4 + z2 − 2 dans D(0, 1),

c. z4 − 5z+ 1 dans D(0, 1),

d. z4 − 5z+ 1 dans D(0, 2) \D(0, 1).
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Exercice 35.

a. Trouver la série de Laurent θ(z) =
∑∞

n=−∞ anzn avec a0 = 1 de la fonction θ(z) satisfaisant
l’équation

θ(z) = q1/2zθ(qz),

où 0 < |q| < 1.▽

b. Trouver le nombre de zéros de la fonction thêta θ(z) dans l’anneau |q| < z ⩽ 1.

c. Trouver les zéros de la fonction thêta θ(z).

Exercice 36. Exprimer les intégrales en termes de la fonction gamma.▽

a.
∫π/2
0

cosm x sinn xdx, b.
∫∞
0

xα(1+ x)β−αdx.

Exercice 37. Trouver les séries de Taylor des fonctions réciproque au fonctions : ▽

a. z− z2, b. zez, c. zez
2 .

Exercice 38. Calculer l’intégrale ▽ ∫
γ

1

ex − 1
xs
dx

x
,

où

a. γ = R≥0, ℜe s > 1 utilisant la série
1

ex − 1
=

∞∑
n=1

e−nx

b. γ = (chemin de Hankel)

Exercice 39. Trouver les produits infinis ▽

a.
∞∏
n=0

(1+ z2
n

),

b.
∞∏
n=1

n

n+ 1
e1/n,

c. πz

∞∏
n=1

(
1−

z2

n2

)

d.
∞∏
n=2

n3 − 1

n3 + 1
,

e.
∞∏
n=1

(
1+

z

n

)
ez/n.

f.
∞∏
n=1

(1− qn)

Indication : Utiliser la constante d’Euler-Mascheroni γ = lim
n→∞

n∑
k=1

1

k
− lnn.

Exercice 40. Trouver une fonction méromorphe G telle que Ord
−n
G(z) = −n pour tout n ∈ N× et

holomorphe en tout autre point. ▽

Exercice 41. Calculer les symboles ▽

a. {f, g}∂Ω, où f et g sont des polynômes tels que
toutes racines de f appartiennent àΩ et celles
de g sont disjoint de Ω.

b.
{(
1−

a

z

)
ea/z, sinπz

}
x
, x ∈ C.

c.
{(
1−

a

z

)
ea/z, Γ(z)

}
x
, x ∈ C.
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Réponses :

1 a : 2i b : −1+ 3i, c : 5 ; d : 2
5
+ i 1

5
, e : 8− 4i ; f : 3

5
+ i 4

5
; g : − 2

5
+ i 1

5
.

2 a : x2−y2− 2x+ i(2xy− 2y) ; b : x3− 3xy2+ i(3x2y−y3) ; c : x
x2+y2

− i y
x2+y2

; d : x2+y2−1
x2+y2−2x+1

−

i 2y
x2+y2−2x+1

.

3 a : 5eiπ ; b : 3eiπ/2 ; c :
√
2eiπ/4 ; d :

√
3e−i arctg

√
2 ; e : 2e2πi/3.

4 a : −1 ; b : −1 ; c : 3
√
2+ i3

√
2 ; d : − 1

2
− i

√
3
2

; e : 1+
√
5

4
+ i
√

5−
√
5

8
.

5 a : 3 sin θ− 4 sin3 θ ; b : 4 cos3 θ− 3 cos θ.

6 cos(n
2
θ)

sin(n+ 1
2
)θ

sin 1
2
θ

.

7 a : ; b : ; c : ; d :

8



2n/2+1 if n ≡ 0 mod 8
−2n/2+1 if n ≡ 4 mod 8
0 if n ≡ ±2 mod 8
2(n+1)/2 if n ≡ ±1 mod 8
−2(n+1)/2 if n ≡ ±3 mod 8

.

9 a : − 7
2
− i 1

2
; b : bc̄−āc

aā−bb̄
; c : {eiθ|θ ∈ [−π, π]} ; d : {−1, i} ; e : {0, 1, e±πi/5, e±2πi/5}.

10 a :
2

; b :
1

; c :
a

b
médiatrice ; d : droite ; e : cercle.

11 a : −2idxdy ; b : xdx+ydy
x2+y2

+ ixdy−ydx
x2+y2

; c : 1
4
( ∂

2

∂x2
+ ∂2

∂y2
)

12 a : iz ∂
∂z

+ iz̄ ∂
∂z̄

; b : 1
2i

(
dz
z
− dz̄

z̄

)
; c : z ∂

∂z
+ z̄ ∂

∂z̄
; d : 1

2i
dz̄dz.

13 a :−−zdz̄−z̄dz
(1+zz̄)2

;b : 2dxdy ; c : 0 ; d : 0.

14 a : ; b : 16
15

; c : 8
15

.

15 a : 2πi si k = −1, 0 sinon ; b : 0 ; c : 2πi
k+1
r2k+2 ; d : 4

3
r3.

16 2πif(y).

17 2πi Indaγ

18 a : 2πi
(n−1)!

; b : 2πi ; c : 0 ; d : 0 ; e : −2π ; f :2π ; g : 4πi.

19 a : (2+ i)t ; b : (2− 1)t+ 2 ; c :z1(1− t) + z2t ; d : 1
2
(z1 − z2)e

iπt + 1
2
(z1 + z2)

20 a : z−1
z

; b : 1− z ; c : z+i
z−i

.

21 a : ζ 7→ dz−b
−cz+a

; b : d−a±
√

(d−a)−4bc

2c
si c ̸= 0 et { b

d−a
,∞} si c = 0 ; c=d : cercle ou droite.

22
{

2z
1+zz̄

, 1−zz̄
1+zz̄

}
.

23 a :0 ; b :∞ ; c :2 ; d :1, e :1 ; f :0.

24 a :
∑∞

k=0(−1)
k z2k+1

(2k+1)!
; b :

∑∞
k=0(−1)

k z2k

(2k)!
; c :

∑∞
k=0

a(a−1)···(a−k+1)
k!

zk ; d :
∑∞

k=0 a
kzk ; e : −

∑∞
k=1

zk

k
;

f :
∑∞

k=0 2
−2k (2k)!

(k!)2(2k+1)
x2k+1 ; g :

∑∞
k=0 fkx

k où fk sont les nombres de Fibonacci.

25 a : 1
2
(f(

√
z) + f(−

√
z) ; b : 1

2
√
z
(f(

√
z) − f(−

√
z) ; c : z

−2/5

5
(
∑4

k=0 ζ
−2kf(ζkz1/5)).
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26 a : − ln |2 sinα/2| ; b : α/2 ; c : π/4.

27 a : z2 +ψ(z) sin(π/z) où ψ(z) est holomorphe sur D(1, 1) ; b : (z− 1)2 ; c,d : ∅.
28 a : Ord

ζ
= Ord

ζ2
= Ord

−ζ
= Ord

−ζ2
= 1, Ord

i
= Ord

−i
= −1 où ζ = eπi/3 ; b : 1 ; c : 3 ; d : 1 et 3 ; e :

7.

29 a :
∑∞

n=0(1− 2
−n−1)zn ; b : −

∑−1
n=−∞ zn −∑∞

n=0 2
−n−1zn ; c :

∑−1
−∞(2−n−1 − 1)zn ;

30 a :−1/6 ; b :−e2πika ; c : 1/3, 2/3, −1 ; d : 1/2 ; e : 1/2 ; f : 1
(k−1)!

∏
−k<i<k
i≡k[2]

(a− i).

31 a : π3/32 ; b : π2 sin−2(πz) ; c : π4(6 sin−4 πz− 4 sin−2 πz).

32 a : π ; b : πe−a ; c : 2π(e−2/3− e−1/6) ; d : 2π
√
2 ; e : π/2 ; f : 2π

9
; g : π 3

√
5−25
100

; h : 2π√
3
;

i : −8πi ; j : 2πi ; k : 2πi/10! ; l : π ch−1 πa/2 ; m : πi ; n :
√
2π(1+ i)/2 ; o : 0 ;

p : π
sin(π/n)

; q : π
sin pπ ; r : πp(p−1)

2 cos(πp/2) .

33 −4π
(a−b)(c̄−ḡ)

ℑm ln (a−c)(b−g)
(a−g)(b−c)

34 a : 0 ; b : 4 ; c : 4 ; d : 3.

35 a :
∑∞

n=−∞ qn2/2zn ; b : 1 ; c : −qn+1/2.

36 a : 1
2
B
(
m+1
2

n+1
2

)
; b : B(α+ 1,−β).

37 a :
∑∞

n=1
(2n−2)!
n!(n−1)!

zn ; b :
∑∞

n=1
(−n)n−1

(n−1)!
zn ; c :

∑∞
n=1

(2k+1)k−1

(2k+1)!
z2k+1.

38 a : Γ(s)ζ(s) ; b : (1− e2πis)Γ(s)ζ(s)

39 a : 1
1−z

; b : eγ ; c : eγz

Γ(z+1)
.

40
∏∞

k=1

(
1+ z

k

)k exp(−z+ z2

k
).

41 a : resultant(f, g) ; b :


πa si x = 0
sin−1(πa) si x = a(
1− a

k

)
ea/k si x = k ∈ Z̸=0

1 sinon

c :


1
a
e−γa si x = 0
Γ−1(a) si x = a(
1− a

k

)
ea/k si x = k ∈ Z<0

1 sinon
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Corrections :

30 f : Soit Rk = Res
eaz

shk z
dz et Sk = Res

eaz ch z
shk z

dz. On peut calculer directement que R1 = 1 et R2 = a.

Car d
eaz

shk z
=
aeaz

shk z
dz − k

eaz ch z
shk+1 z

dz et d
eaz ch z
shk z

=
aeaz ch z

shk z
dz +

eaz sh z
shk z

dz − k
eaz(1+ sh2 z)

shk+1 z
dz on a

aRk − kSk+1 = 0 et aSk + Rk−1 − kRk+1 − kRk−1. Donc Rk+2 = a2−k2

k(k+1)
Rk et alors

∏
−k<i<k
i≡k[2]

(a− i)

33 : ∫
dzdz̄

(z− a)(z− b)(z̄− c̄)(z̄− ḡ)
=

=
1

a− b

∫
d

(
ln
z− a

z− b

dz̄

(z̄− c̄)(z̄− ḡ)

)
=

=
1

a− b

∫
∂Ω

ln
z− a

z− b

dz̄

(z̄− c̄)(z̄− ḡ)
=

=
2πi

a− b

∫b
a

dz̄

(z̄− c̄)(z̄− ḡ)
−

1

a− b

∫
[c]∪[d]

ln
z− a

z− b

dz̄

(z̄− c̄)(z̄− ḡ)
=

=
2πi

(a− b)(c̄− ḡ)

(
ln
b̄− c̄

b̄− ḡ
− ln

ā− c̄

ā− ḡ

)
+

2πi

(a− b)(c̄− ḡ)

(
ln
c− a

c− b
− ln

g− a

g− b

)
=

=
−4π

(a− b)(c̄− ḡ)
ℑm ln

(a− c)(b− g)

(a− g)(b− c)


