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RESUME. Dans cet article, nous prouvons le résultat suivant, qui englobe le
théoreme de Ferrand-Obata sur le groupe conforme d’une variété riemanni-
enne, et le théoreme de Schoen-Webster sur le groupe des automorphismes
d’une structure C'R strictement pseudo-convexe : soit M une variété connexe
munie d’une géométrie de Cartan réguliere modelée sur le bord X = OHZ de
I’espace hyperbolique de dimension d > 2 sur K, K pouvant étre R, C, H ou
I’algebre des octonions Q. Si le groupe d’automorphismes de M n’agit pas
proprement sur M, alors M est isomorphe, comme géométrie de Cartan, a
I’espace X, ou a X privé d’un point.

ABSTRACT. The aim of this article is to prove the following result, which
generalizes the Ferrand-Obata theorem, concerning the conformal group of a
Riemannian manifold, and the Schoen-Webster theorem about the automor-
phism group of a strictly pseudo-convex C'R structure: let M be a connected
manifold endowed with a regular Cartan geometry, modelled on the bound-
ary X = OHZ of the hyperbolic space of dimension d > 2 over K, K being
R, C, H or the octonions Q. If the automorphism group of M does not act
properly on M, then M is isomorphic, as a Cartan geometry, to X, or X
minus a point.

1 Introduction

Au début des années soixante-dix, les travaux conjugués de différents auteurs
sur la conjecture de Lichnerowicz en géométrie conforme débouchaient sur le
résultat suivant, qui transforme la conjecture en théoreme :

Théoréme [FERRAND-OBATA| [Ob] [Fel] [Fe2]
Soit (M, g) une variété riemannienne de dimension n > 2. Si le groupe
des transformations conformes de (M, g) n’agit pas proprement sur M, alors



(M, g) est conformément équivalente a la sphére conforme standard si M est
compacte, ou a l’espace euclidien sinon.

Rappelons ici que 'action d’'un groupe G par homéomorphismes sur une
variété M est propre si, pour tout compact K C M, ’ensemble :

Grk={9€G|g(K)NK #0}

est d’adhérence compacte dans le groupe des homéomorphismes de M, muni
de la topologie compacte-ouverte. On ne suppose pas a prior: G fermé dans
le groupe des homéomorphismes.

Pour rendre justice au travail de J. Ferrand, précisons que c’est a elle que
I'on doit 1’énoncé et la preuve définitive du théoréme ci-dessus (notamment
le cas non compact), la preuve de M. Obata ne traitant que du cas plus
restrictif ou M est compacte, et surtout ou la composante neutre du groupe
conforme n’agit pas proprement. Il est a noter qu'une vingtaine d’années
s’écoulerent entre la version initiale du théoreme dans le cas compact ([Ob],
[Fel]), et la preuve définitive (voir [Fe2]).

Une autre preuve du théoreme de Ferrand-Obata a été proposée par R.
Schoen dans [Sch]. Ses méthodes donnent en outre un résultat analogue pour
les structures C'R, étendant ainsi des travaux antérieurs de S.M. Webster.

Théoréme [SCHOEN-WEBSTER] [Sch| [We]

Soit M*1 n > 1, une variété munie d’une structure CR strictement
pseudo-convexe. Si le groupe des automorphismes CR de M n’agit pas pro-
prement sur M, alors M est CR-difféomorphe a la sphere CR standard si
M est compacte, ou au groupe de Heisenberg, muni de sa structure standard,
sinon.

1.1 Géométries de Cartan

Bien que les méthodes utilisées par J. Ferrand et R. Schoen soient totalement
différentes, la similitude entre les énoncés des théoremes précédents laisse
soupconner qu’ils sont deux facettes d'un phénomene plus général. En termes
de structures géométriques, il existe un concept qui unifie, en dimension
n > 3, les structures conformes et les structures C'R strictement pseudo-
convexes : celui de géométrie de Cartan.

Une géométrie de Cartan est la donnée d’une variété infinitésimalement
modelée sur un espace homogene X = G/ P, ou G est un groupe de Lie, et P
est un sous-groupe fermé de GG. Formellement, une géométrie de Cartan sur
une variété M, modelée sur 'espace homogene X = G/ P, est la donnée :

(1) d'un P-fibré principal B — M au-dessus de M.
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(#7) d’'une 1-forme w sur B a valeurs dans 1’algebre de Lie g, appelée connezion
de Cartan, et satisfaisant les conditions suivantes :

— En tout point p € B, w, réalise un isomorphisme de 7,5 sur g.

— Si XT est le champ de vecteurs sur B issu de I’action par multiplication
a droite d'un groupe a 1 parameétre t — Eapg(tX) de P, alors w(XT) = X.

— Pour tout a € P, R,*w = Ad(a™')w (R, indiquant ici I'action & droite
de a sur B).

Une géométrie de Cartan sur une variété M sera notée (M, B,w).

De nombreuses structures géométriques classiques s’interpretent en ter-
mes de géométries de Cartan. Les plus célebres sont les métriques riemanni-
ennes (resp. pseudo-riemanniennes de signature (p, ¢)). Dans ce cas, I’espace
X est l'espace euclidien (resp. l'espace de Minkowski de signature (p,q)),
G est le groupe des isométries SO(n) x R™ (resp. SO(p,q) x R"), et P le
sous-groupe linéaire SO(n) (resp. SO(p,q)).

Etant donnée la définition assez peu intuitive d’une géométrie de Cartan,
deux problemes intéressants, et délicats, se posent d’emblée. Le premier con-
siste a interpréter la donnée d’une connexion de Cartan w sur un fibré prin-
cipal B au-dessus de M, directement en termes de structure géométrique sur
M. On sait donner une telle interprétation dans de nombreux cas intéressants
(voir [CS], [T2], [M], et les autres références données dans ces articles).

Le second est de savoir si une structure géométrique donnée sur une
variété M, définit canoniquement, une géométrie de Cartan. C’est générale-
ment un probleme difficile, que I'on appelle le probléeme d’équivalence. 11 a été
résolu par E. Cartan lui-méme pour les structures conformes riemanniennes
de dimension n > 3, ainsi que pour les structures C'R strictement pseudo-
convexes (en dimension 3, voir [Cal]. Pour la dimension > 3, voir [Ch] ainsi
que [T1]. Le cas conforme est détaillé dans [Kol, [Sha]). Autrement dit, si M
(de dimension n > 3), est munie d’une classe conforme de métriques rieman-
niennes (resp. d’une structure C'R strictement pseudo-convexe), alors on sait
construire un P-fibré principal B au-dessus de M, et une connexion de Car-
tan w sur B. Dans le cas conforme (resp. C'R strictement pseudo-convexe),
'espace modele X est la sphere conforme S™ = GHR™ (resp. la sphere CR
S¥tl = GHL), le groupe G est le groupe de Mébius PO(1,n + 1) (resp.
le groupe PU(1,n + 1)), et P est un groupe parabolique : le stabilisateur
d’un point de X. D’autre part, sous certaines conditions de normalisation, la
connexion de Cartan w est définie de maniere unique par la structure sur M.
Ainsi, le groupe des difféomorphismes conformes (resp. des difféomorphismes
CR) agit sur B en préservant w.

Pour une géométrie de Cartan quelconque (M, B, w), on définit Aut(B,w)
comme l’ensemble des difféomorphismes ¢ de B, de classe C!, vérifiant ¢*w =
w. Tout ¢ de Aut(B,w) commute avec l'action a droite de P sur B. En
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particulier ¢ permute les fibres de B et induit un difféomorphisme ¢ de M.
L’ensemble de ces difféomorphismes est noté Aut(M,w).

On définit également une notion d’équivalence géométrique pour deux
géométries de Cartan (M, B,w) et (N, B’,w') modelées sur un méme espace
X =G/P. On dit que M et N sont géométriquement isomorphes s’il existe
un difféomorphisme de fibrés ¢ : B — B’ tel que ¢*w’ = w.

1.2 Enoncé des résultats

Nous nous proposons de généraliser les théoremes de Ferrand-Obata et Schoen-
Webster a toutes les géométries de Cartan modelées sur les espaces X = G/ P,
ou G est un groupe de Lie simple de rang 1, de type non compact, de centre
fini, et P un sous-groupe parabolique de G. Ces espaces X sont les bords
des différents espaces hyperboliques H%, K pouvant étre le corps des réels
R, des complexes C, des quaternions H, ou l'algebre des octonions Q. On
supposera d > 2 si K = R, et d > 1 sinon. Dans le cas des octonions O, la
dimension d est nécessairement 2.

Implicitement, lorsque 'on parlera de géométrie de Cartan modelée sur
OHZ, on verra toujours 9HE comme I'espace homogene G/ P, o G = Iso(H%),
et P est le stabilisateur dans Iso(H%), d'un point de 9H%. Rappelons que
les groupes G' qui interviennent sont :

— G = PO(1,d), d > 2 pour K = R. L’espace X = JH% est une sphere
St

— G = PU(1,d), d > 1 pour K = C. L’espace X = OHZ est une sphere
SQdfl‘

e G = Sp(1,d), d > 1 pour K = H. L’espace X = JHY est une sphere
St

— G = F; % lorsque K = 0. L'espace X = OH2 est une sphere S'°.

On peut maintenant énoncer notre résultat principal :

Théoréeme 1. Soit (M, B,w) une géométrie de Cartan modelée sur le bord
X = OHE d’un espace hyperbolique de dimension d sur K = R,C,H ou
0. On suppose que M est connexe et que la connexion w est réguliere. Si
Aut(M,w) n’agit pas proprement sur M, alors M est géométriquement iso-
morphe a X si M est compacte, ou a X privé d’un point sinon.

Précisons que nous aurons besoin, au cours de la preuve, que la connexion
w soit de classe C!. Par exemple, dans le cas conforme riemannien, cela
nécessite que les métriques de la classe conforme soient de classe C2.
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L’hypothese de régularité est une hypothese technique sur la courbure de
la connexion de Cartan (vérifiée dans la plupart des cas intéressants) que
nous introduirons en section 3.2.1.

Discutons a présent le champ d’application du théoreme 1. Les conclu-
sions du théoreme peuvent s’appliquer a toute structure géométrique sur une
variété M, pour laquelle on a résolu le probleme d’équivalence, autrement
dit toute structure a partir de laquelle on sait définir canoniquement une
géométrie de Cartan modelée sur un des espaces X = 9HZ, telle que la con-
nexion de Cartan “canonique” soit réguliere. Au vu des travaux existants sur
le probleme d’équivalence, le théoreme 1 s’applique donc aux structures con-
formes riemanniennes et aux structures C'R strictement pseudo-convexes en
dimension n > 3 (il donne ainsi une preuve unifiée des théoremes de Ferrand-
Obata et Schoen-Webster), ainsi qu’aux structures presque C'R partiellement
intégrables ([CS], [M], [T2]), et également aux structures de contact quater-
nioniennes et octoniennes introduites par O.Biquard ([Bi], voir également
).

Remarquons que malgré les hypotheses faites sur la dimension d, le théo-
reme 1 ne s’applique pas aux structures conformes sur les surfaces. En effet,
en dimension 2, la donnée d’une structure conforme ne définit pas une connex-
ion de Cartan canonique. On pourra consulter [St| pour une interprétation
de ce fait en termes de G-structures.

1.3 Idées de la preuve et organisation de I’article

La preuve du théoreme 1 repose essentiellement sur la compréhension de
la dynamique des suites d’automorphismes d’une variété M, munie d'une
géométrie de Cartan modelée sur X = OHE. Le point central sera de montrer
que si une suite (fy) de Aut(M,w) n’agit pas pas proprement sur M, alors
elle a la propriété (P) suivante :

(P) : il existe un ouvert non vide U C M qui est contracté sur un point
sous 'action de la suite (f).

C’est une propriété fondamentale car on peut montrer qu’elle implique
que la géométrie est alors plate sur 'ouvert U.

En fait, J. Ferrand et R. Schoen montrent également la propriété (P)
pour les suites d’applications conformes (resp. de difféomorphismes C'R) qui
n’agissent pas propement. Il faut noter qu’ils arrivent a cette conclusion par
des méthodes d’analyse (J.Ferrand déclare d’ailleurs dans l'introduction de
[Fe2] « In fact, [the theorem of Ferrand-Obata | is not actually concerning the
theory of Lie groups and may be considered as a mere theorem of Analysis’.)

L’approche que nous développons pour arriver a la propriété (P) est au



contraire completement géométrique. On commence par rappeler que la pro-
priété (P) est typique des suites de G = I'so(H%) qui tendent vers l'infini,
lorsqu’elles agissent sur le bord X = 0H%. C’est ce que 'on appelle une dy-
namique “Nord-Sud”, ou “de convergence” (voir section 2.5.1). L’idée prin-
cipale dans la démonstration du théoreme 1, va étre de montrer comment la
connexion de Cartan permet de relier la dynamique des suites de Aut(M,w)
et celle des suites de G sur X. Pour fixer les idées, commencons par dire
quelques mots du cas simple ou 'on sait que la géométrie de Cartan sur M
est plate. On est alors en présence de ce que I'on appelle une (G, X)-structure
sur M. On peut dans ce cas définir une application développante 6 : M — X,
qui est une immersion, et un morphisme p : Aut(]\7[ ,w) — G, satisfaisant la
relation d’équivariance : do f = p(f)od, pour tout f € Aut(M,o) (on renvoit
a [Kui| pour un des premiers exemples d’utilisation du développement, dans
le cas conforme. Pour des résultats généraux sur les (G, X )-structures, voir
[Th]). Cette relation d’équivariance permet de reconstituer, au moins locale-
ment, la dynamique d'une suite (fi) de Aut(M,&) & partir de la dynamique
de p(fx) sur X (voir par exemple [L], [FT]).

Bien entendu, la géométrie de Cartan considérée sur M n’est pas plate a
priori. Bien que les outils classiques d’étude des (G, X)-structures ne soient
plus valables dans ce cas, il subsiste quelques traces du schéma précédent.
Fixons nous zy € M, o € B au-dessus de xj, et 0 € X. La connexion
de Cartan permet de définir une application développante, notée Dig, qui
va cette fois-ci de 'espace des courbes de M passant par xy dans celui des
courbes de X passant par o. Ce procédé, par ailleurs classique, sera détaillé
en section 3.3.

D’autre part, si (fx) est une suite de Aut(M,w) qui, pour simplifier, fixe
xg, il est possible, comme nous le verrons en section 5.2, de lui associer une
suite d’holonomie (by) de G, telle que tous les by fixent o et satisfont la
relation d’équivariance :

Das © fi = b o D3 (1)

Il s’agit ici d’un principe général, qui pourra probablement servir a I’étude
dynamique des automorphismes d’autres géométries de Cartan. La relation
(1) est fondamentale, puisqu’elle permet de faire le lien entre 'action de (by)
sur les courbes de X passant par o et 'action de (fx) sur les courbes de M
passant par xg. Bien sir, ’espace des courbes de X (resp. de M) passant par
o (resp. xg) étant beaucoup trop gros, on va se restreindre a l’action sur une
famille de courbes, privilégiées pour la géométrie considérée : les géodésiques
de la géométrie de Cartan. Nous définissons ces géodésiques en section 4. On
retrouve les géodésiques conformes dans le cas o X = OHE et les “chaines”



d’E. Cartan pour la géométrie CR, dans le cas out X = OHg.

L’idée générale pour obtenir la propriété (P) est que la dynamique de
type “Nord-Sud” de la suite (by), va se traduire dans l'action de (by) sur
I'espace des géodésiques passant par o (c’est I'objet de la section 2.5.2), et
que la relation (1) va transmettre cette propriété a I'action de la suite (f)
sur les géodésiques passant par xy. On obtient alors la dynamique de (f;) au
voisinage de x( par projection. Remarquons que le comportement dynamique
de type Nord-Sud est caractéristique du rang 1, et c’est essentiellement pour
cela que l'on n’a pas d’analogue au théoreme 1 en rang supérieur (pour les
structures conformes lorentziennes, par exemple, voir [Fr2]).

Comme nous 'avons dit plus haut, une fois la propriété (P) établie, on
obtient un ouvert U C M sur lequel la géométrie de Cartan est plate. Le
théoreme 1 s’obtient en identifiant 'ouvert U a M, ou M privée d’un point.
Nous arrivons a cette conclusion grace a un résultat de rigidité pour les
plongements géométriques de certaines géométries de Cartan. Il s’agit du
théoreme 4, qui est énoncé a la fin de la section 6, et dont la preuve fait
I'objet de la derniere partie de I'article.

2 Géométrie des espaces modeles X

2.1 Préliminaires algébriques

La plupart des préliminaires qui suivent sont tres clairement exposés dans [K].
Soit G un groupe de Lie simple, de centre fini, et de rang réel 1. On appelle g
son algebre de Lie. On fait le choix d’une involution de Cartan 8 sur g. Cette
involution donne une décomposition dite de Cartan : g = € & py. On choisit
a une sous-algebre abélienne maximale de pg, qui est de dimension 1, vu notre
hypothese sur le rang de GG. Pour toute la suite, on choisit Xy # 0 dans a,
tel que a(Xy) = 1, et on note A le groupe a un parametre o' = Expg(tXy).
Notons A I'ensemble des racines pour la représentation adjointe de a sur g.
Pour A € A, on pose gy = {v € g | Ad(a’)v = *Xo)p}. Comme G est de
rang 1, il y a seulement deux possibilités pour A :

— A ={—a,+a} (cas g =s0(1,n), n > 2, ou su(1l,1) ou sp(1,1)).

— A ={—2a, —a,+a,+2a} (tous les autres cas).

Dans les deux cas, l'algebre de Lie g admet la décomposition g = n~ &
a®ment. Lalgebre [ = a @ m est le centralisateur de a dans g. Elle est
stable par I'involution de Cartan 6 et a correspond au sous-espace propre de
[ associé a la valeur propre —1 alors que m est le sous-espace des points fixes
de ¢ dans [.

On écrit n™ =nf @37 (resp. n~ =3~ Hny) ou 3T (resp. 37) est le centre



de n (resp. n7).

Précisément, si A = {—a«,+a}, on a tout simplement 3* = n* = g,
(resp. 3~ =n" =g_,), et nf =n; = {0}.

Lorsque A = {—2a, —a, +a,+2a}, on an™ = g, ® gio, (resp. n= =
92 D0 a) 37 =020 (T6SD. 37 =g 24)) €t N} = gyqa (veSp. N] = g 0).

Les deux algebres de Lie n™ et n~ sont nilpotentes. L’application Expg
réalise un difféomorphisme de n™ ( resp. n™) sur un sous-groupe de Lie fermé
Nt C G (resp. N~ C G).

Le groupe parabolique P est le sous-groupe fermé de G dont ’algebre de
Lie est p = a®@m@n™. On notera 7y la projection G — G /P = X. Comme
nous l'avons déja dit, 'espace X est difféomorphe a une sphere.

Rappelons également la décomposition de Langlands P = M AN pour le
groupe P, ou M et A sont les sous-groupes de G, ayant pour algebres de Lie
respectives m et a. On notera L = M A.

2.2 Cartes

— Atlas : on appelle o la projection de P sur G/P. Comme le groupe
G est de rang réel 1, son groupe de Weyl est un groupe a deux éléments
{e,w}. L’élément w agit sur X par une involution, et envoie o sur un point
v € X. Les points o et v sont laissés fixes par le groupe L. D’autre part,
wN*Tw = N~. La décomposition de Bruhat (voir par exemple [K]) s’écrit
alors G = PU PwP. Autrement dit, si 'on appelle Q, (resp. ,) 'orbite de
o sous 'action de N~ (resp. l'orbite de v sous 'action de NT), la variété X
peut s’écrire comme 'union : X = {o} UQ, = {v} UQ,.

Cela fournit un atlas a deux cartes sur X : l'application s~ : n= — X
définie par s~ (u) = Expg(u).o, qui réalise un difféomorphisme de n~ sur
louvert Q,. On a de méme la carte s* : n™ — X définie par s (u) =
Expg(u).v, qui réalise un difféomorphisme de n* sur louvert €Q,,.

— Métriques aumiliaires : on munit g d'un produit scalaire noté < >, in-
variant par 'involution de Cartan 6, et 'on note ||.|| la norme associée sur
g. On étend ce produit scalaire en une métrique riemannienne pg sur G,
invariante a gauche. Celle-ci induit & son tour sur N* et N~ deux métriques
riemanniennes invariantes a gauche p™ et p~, et 'on transporte ces métriques
sur €0, et €2,. On obtient ainsi deux métriques riemanniennes sur €2, et €,
(toujours notées p™ et p~), pour lesquelles N et N~ agissent par isométries.
— Changements de cartes : On pose sT = (s7) 1 os™; s vadonc de n™\ {0}
dans n™\ {0}. On va donner une formule pour la restriction de s* & 37\ {0}.



Soit w € 37, u # 0. On note w = [u, fu]. Sachant qu’il existe § € A tel
que 3~ = gs, on voit que R.u & R.w & R.Ou est une sous-algebre de Lie de g
isomorphe a sl(2,R). En fait, il existe une normalisation v’ = \u, w' = pw,
et v/ = Ou, telle que [w',u] = 2u/, [w' V] = =20 et [v/,0'] = w'. Par la
formule de la projection stéréographique en dimension 1, on obtient qu’il
existe un réel a, (qui en fait ne dépend que de la direction de u) tel que :

st(u) = au.%. (2)

2.3 Géodésiques sur X

Commencons par introduire quelques notations. Pour tout u € g, on appelle
u* la courbe de [0, 1] dans X définie par u*(t) = mx o Expg(tu). Par [u], on
désignera le support géométrique de la courbe u*.

2.3.1 Géodésiques paramétrées

On définit le sous-ensemble Q C g suivant :

Q={veg|v=AdDb)u, ues, be P}.

Définition 1 (Géodésiques paramétrées et segments géodésiques). On ap-
pelle géodésique de X toute courbe de I dans X, ou I est un intervalle con-
tenant 0, qui est de la forme t — g.mx o Expg(tu) avec u € Q et g € G.
Lorsque I = R, on parle de géodésique mazimale.

— Pour toutu € Q, la courbe u* s’appelle le segment géodésique paramétré
issu de o associé a u.

— On dit que [u] est le segment géodésique (non paramétré) issu de o,
associé a u. L’espace des segments géodésiques issus de o est noté [Q)].

— On désignera par Q (resp. [Q]) Uespace Q privé du point Og (resp.
Uespace [Q] privé du segment trivial [o] ).

Dans toute la suite, nous munirons [Q] de la topologie de Hausdorff sur
les fermés de X.
2.3.2 Propriétés fondamentales de [Q]

Notre premiere tache va étre de décrire [Q] plus en détails, et de mieux
comprendre l'action de P sur [Q].

Lemme 1. [l existe un morphisme p : P — Aff(n™) tel que pour tout
be P :bost=s"op(b).



On va étudier séparément ’action des différentes composantes de la décom-
position de Langlands.

e Action de L.

Soit [ un élément de L, et u € n™. On pose nt = Faxpg(u) et z =nt.v.
Alors .z = Ad(l)(n").l.v, et comme l.v = v, l.x = sT(Ad(l).u). Ainsi,
p(l) = Ad(l)jn+ : Vaction de L lue dans la carte s* est simplement I'action
adjointe.

e Action de N*.

Soient ng = Exp(up) et n* = Eap(u) deux éléments de N*. Comme
nt est nilpotente d’ordre 1 ou 2, la formule de Campbell-Hausdorff assure
que ngn™ = Exp(up + u + ad(ug)(u)). On obtient donc que ng.s*(u) =
sT((Id + $ad(ug)).u + uo), soit encore :

1
p(nd) :u— (Id+ Qad(ug)).u + ug.

Remarque 1. Siu € 37, on a juste p(ng).u = u+uy, c’est-a-dire que p(NT)

agit par translations sur 3.

Pour toute demi-droite o de nt, il existe un unique point x € n* et un
unique vecteur v € nt de norme 1 pour ||.||, tels que & = {y € n" | y =
r+tv, ,t € Ry}, Ainsi, si Sy (resp. S;+) désigne la sphere unité de n*
(resp. 3") pour la norme ||.||, 'espace des demi-droites de n™ (resp. des
demi-droites dont la direction est dans 37) s’identifie au produit n* x Sy+
(resp. nt x S;+). Par la suite, on notera une telle demi-droite [x,u), avec
rent et u € Syt (resp. u € Si+).

Remarque 2. Le groupe p(P) laisse stable [’ensemble des demi-droites affines
de nt dont la direction est dans 3+.

Proposition 1. (i) Via Uapplication p : [u] — (s7) " ([u] N ), espace [Q]
est homéomorphe a 'espace des demi-droites affines de nwt dont la direction
est dans 3T .

(i1) Il existe une section continue s : [Q] — Q.

Preuve : on commence par remarquer que pour tout b € P, on a la relation
d’équivariance :

pu(0-[u]) = p(b).pu([u]).

Ensuite, la formule de changement de cartes (2) assure que si u € 3~ alors

p([u]) est la demi-droite [au.ﬁ, HQTUH) Par conséquent, pour tout u € 37,

1([u]) est bien une demi-droite. Maintenant, tout v’ € Q sécrit Ad(b).u pour
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be Petuc 3. Delarelation u(b.[u]) = p(b).u([u]) et de la remarque
2, on conclut que I'image de p est contenue dans l’espace des demi-droites
affines de n*, dont la direction est dans 37. Comme p est clairement un
homéomorphisme sur son image, il ne reste plus qu’a montrer que p est
surjective. Par la formule (2), il est clair que toute demi-droite de la forme
[v,v), avec v € S+, est atteint par p. Puis en faisant agir p(NT) sur ces
demi-droites, on obtient que toutes les demi-droites de n™, dont la direction
est dans 37, sont atteintes.

Il reste & définir la section s. On commence par définir § : n* x S+ — Q
par §: [x,v) — Ad(Expg(x — v)).(ag,.0v).
Puis on pose s = § o u, et on vérifie que s est bien une section :

[5([z, v))] = Expc(z—v).[ag,.00] = p~  (p(Expe(z—0)).[v,v)) = p~*([z,v)).

O

Lemme 2. L’espace [Q] vérifie les propriétés suivantes :

Py) Pour tout point x € X, il existe un segment o € [Q] qui relie o et
x.

Py) Soit (ay) une suite de [Q] qui tend vers [o], alors limy_, 100 L™ (i) = 0,
ot L™ (ay) représente la longueur du segment oy, pour la métrique p~.

Preuve : la propriété (P;) est triviale si x = 0. On suppose donc = € €,
et Pon considere y = (s)7(z). Alors, pour tout u € Sy, ' ([y,u)) est un
segment de [Q] qui relie o et x.

Il reste a prouver (P,). Pour cela, on raisonne par Iabsurde, et I'on
suppose qu’il existe une suite de segments «y, € [Q] qui tendent vers [o], et
tels que L™ (ay) > € > 0, pour tout k& € N. On identifie [Q] avec les demi-
droites de n* dont la direction est dans 37, si bien que I'on note oy, =[xy, ug),
avec x € nt et u, € Sy+. D’autre part, quitte a considérer une suite extraite,
on supposera par la suite que u, a une limite u,, € S;+. Nous utiliserons

dans la démonstration le critere suivant, dont la preuve est aisée :

Lemme 3. Soit [zy,u;) une suite de [Q]. On suppose que x — oo (i.e
(zx) sort de tout compact de n"), et qu’il existe U et Vs dans Sy+ tels que
Ty

My oo Up = Uso €F limy_ 4 oo o = Voo- Alors la suite [xy, uy,) tend vers [o]

si et seulement st Voo # —Uso-

Soit a' le flot de Cartan introduit en section 2.1. L’action de a’ sur n™~ se
fait par des transformations de la forme

e_QtIdj— 0
0 e*t]dn;
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Ainsi, la norme associée a n’importe quel produit scalaire sur n~ est con-
tractée exponentiellement par Ad(a’) (lorsque ¢t > 0). Il en résulte que a
agit également par contractions pour la métrique p~ : il existe une constante
¢ > 0 telle que L™ (a".[o]) < e L~ ([o]).

D’autre part, toute suite de points () qui part a U'infini dans n* peut étre
ramenée dans un compact de n*\ {0,+} par 'action d’une suite Ad(a™), avec
limg 1 oty = —00. Autrement dit, il existe une suite (t;) avec limy_, 1ot =
—o0 telle que, quitte & considérer une suite extraite, o, = a'*.a; tend vers
Too = [Too, Uoo), AVEC Toy 7 Ot

Si 'on n’est pas dans le cas ou x,, = —pus, pour un certain u > 0,
le segment o, ne rencontre pas 0.+, et par conséquent, L~ ([oy]) est bornée
supérieurement par M, pour tout £ € N. Cela conduit a une majoration
L~ (o)) < Me*, qui est incompatible avec I'hypotheése L~ (ay) > €, car
tk — —0OQ.

Maintenant, s’il existe g > 0 tel que o = —pus. On écrit x, = yi + 2k,
avec Y, € nf et zp € 37. On a limy,_. o ey, = 0 et limy,_ o €¥* 2, = 1o =
— oo Ainsi, limy o € (yp421) = — oo, ce qui implique limy_ 4 IIiiH -

—Us. Mais le lemme 3 assure alors que la suite [z, ux) ne tendait pas vers
[0], une contradiction.

0

2.4 Aspects dynamiques

2.5 Quelques définitions générales

On commence par introduire quelques notions dynamiques que nous utili-
serons tout au long de 'article.
Soit M une variété et G un sous-groupe d’homéomorphismes de M.

Définition 2 (Donnée stable). On appelle donnée stable de G un quadruplet
(fis Ty Toos Yoo ), 0U (fi) est une suite de G, (xy) est une suite de M qui
converge vers le point o, € M, et telle que la suite y, = fr(xx) converge
vers le point Yo, € M.

Il est facile de vérifier quun sous-groupe G de Homeo(M), le groupe
des homéomorphismes de M, n’agit pas proprement (i.e possede une suite
qui n’agit pas proprement) si et seulement si il existe une donnée stable
(frs Thy Toos Yoo ), OU (fi) est une suite de G tendant vers l'infini dans Homeo(M)
(on dit qu'une suite tend vers l'infini dans Homeo(M) si son intersection avec
tout compact de Homeo(M) est finie).

Définition 3 (Equicontinuité). Soit (fy, Tk, Teo; Yoo) une donnée stable de
G. On dit que laction de (fi) est équicontinue en xo, s’il existe une suite
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extraite (fn,) de (fi), telle que pour toute suite ), qui tend vers Too, fn, (T}.)
tend vers s

2.5.1 Dynamique Nord-Sud sur X

Lemme 4. Soit (gx) une suite de G qui tend vers linfini. Alors quitte
a considérer une sous-suite de (gy), il existe deuz points o™ et o~ de X
(éventuellement confondus), tels que (gx) ait les propriétés dynamiques suiv-
antes :

(i) Pour tout compact K de Q.+ = X\ {07}, limy_ o0 g (K) = 0T

(it) Pour tout compact K de Q- = X\ {0}, limg_, 100 (gr) " H(K) = 0.

Preuve : le groupe G admet la décomposition de Cartan G = KAK, K
désignant le compact maximal de G. Ainsi, il suffit de démontrer le lemme
pour g = ag, une suite du groupe A qui tend vers I'infini. Quitte a changer
ar en a; ', ce qui reviendra A permuter ot et o~, on obtient que a; = a'*,
avec t), — +00. Au vu de lexpression matricielle pour action de Ad(a') sur
n~, donnée dans la preuve du lemme 2, il est clair que pour tout compact
K de n~, Ad(a').X tend uniformément vers 0 lorsque ¢t — +o00. Maintenant,
de la relation s~ (Ad(a®).u) = a’.s~ (u), on déduit le point (i) du lemme, en
posant o™ = s7(0). Le point (iz) s’obtient en appliquant la méme analyse a
a~'% sur nt, et en posant o~ = s7(0). O

Par analogie avec ce qui se passe pour la sphere conforme standard, nous
appelerons o' et o~ les poles de (gy).
Une conséquence du lemme 4 est le :

Corollaire 1. Soit (by) une suite de P qui part a l'infini, de pdles o™ et o™ .
L’action de (by) est équicontinue en o si et seulement si 0 = o, et 0~ # o.
Dans ce cas, il existe [y, et lo, deux suites de P relativement compactes dans
P telles que by = 1y paglak, ot a, € A.

Preuve : si (bg) est une suite de P qui tend vers U'infini, 'analyse dynamique
faite dans le lemme montre d’une part que les seuls points fixes possibles pour
(by) sont 0T et 0, et d’autre part que 'action de (by) n’est pas équicontinue
en o~ (elle lest en revanche sur 2,+). Donc o = o", et 0~ # o*. Maintenant,
toujours par le lemme précédent, limy b,;l.y = 0~. Comme o~ € (,,
il existe une suite n; de N7, relativement compacte dans NT, telle que
nkblzl.y = v. Mais du coup, nkblzl fixe o et v, donc est dans L = AM. Ainsi,
il existe my, une suite de M telle que nkbglmk soit dans A, ce qui acheve la
preuve du corollaire. O
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2.5.2 Dynamique de P sur [Q]

Proposition 2. Soit (by) une suite de P qui tend vers linfini. Alors, quitte
a considérer éventuellement (b;') a la place de (by), et a prendre une suite
extraite :

(i) Il existe un ouvert QT C [Q], contenant [0] dans son adhérence, tel
que si K est un compact de QF, bp. K tend vers [o] lorsque k tend vers +0o.
(17) L’ensemble s(S¥1) contient dans son adhérence des éléments de

3~ \ {04} arbitrairement proches de 0.

Preuve : le point (i7) est un point technique qui nous sera utile dans la section
6.

Dans toute la preuve, on identifie [Q] ant x Sy via l'application p. Les
conclusions du lemme 2 ne sont pas altérées si 'on compose (by) par une
suite du sous-groupe compact M C P (en effet, Ad(M) préserve 37). On
supposera donc dans toute la preuve que (by) est une suite de ANT C P, et
nous écrirons by = a’*n;". Sur n*, p(by) = Ly + Tk, c’est-a-dire que p(by,) est
la composée de 'application linéaire Lj; et de la translation de vecteur 7.
Dans une base compatible avec la graduation nt = nf @ 3%, la matrice de

t
Ly, est de la forme < j)]; egtk )

Quitte a considérer une suite extraite de (by), et quitte a remplacer (by)
par (b;l), nous supposerons que t; admet une limite dans R’ U {4o0}.
Ainsi, en considérant a nouveau une suite extraite, il existe deux suites de
R*, By et gk, qui tendent vers Gy et fioo dans R% U {+o0} et RT U {+o00}
respectivement, et une suite By (resp. 75) de End(n™) (resp. de S,+) qui
converge vers By, # 0 dans End(nt) (resp. 7o € Sp+), de telle sorte que
p(br) = BrBr + 1Tk, et que I’ on soit dans un des trois cas suivants :

e Premier cas : limg_ % =0

Soit )

F={lz,u) €[Q) | u= -7}

Clest un fermé dans [Q] (éventuellement vide si —7,, ¢ Sy+). Soit

(24, uy,) une suite de QF = [Q] \ F qui converge vers [Zoo, Use) € 7. On

a p(by)[xr, ur) = [T, ug), avec x), = uk(%Bk.xk + 7). Sous nos hypotheses

e — Foo et donc limy_, o % = Too. Comme u,, # —T,, le lemme 3
k
s’applique et on obtient bien que limg_. oo p(bg) [k, ur) = [0].

Si x € 37, on constate que [Hx,HQT“H) et [—0z, 7%%) ne peuvent pas étre

7 Tlall
dans F simultanément. Cela prouve que s(2") contient des éléments de 3~
arbitrairement proches de 04. Cela prouve le point (i7) dans ce cas.
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e Second cas : hmkﬂﬁo = +00.

Posons :

I

F={[z,u) € [Q] | Bo.x € R™.u}

Il s’agit d’un fermé de [Q] Remarquons que dans ce cas-ci, on a forcément
B = +00. Dans le cas contraire, on devrait avoir ji, = 0, et B, € R7.
Dans ce cas Ly convergerait vers Lo, € GL(n"), et la suite (b)) serait bornée.

Soit, [xg, uy) une suite de QT = [Q] \ F qui converge vers [Zoo, Us) € 2.
On a p(by)[zk, ur) = [}, uk), avec ), = Bp(Bp.x + GE7p), et limy o Hz_ZII =
ng—:ﬁz“. Par définition de F, Boto € R7.uy. Le lemme 3 s’applique, et
on obtient limy_ oo p(bk) [Tk, ur) = [0].

Comme on I'a déja noté, B, = —4oo. Dans une base qui respecte la

graduation n™ = nf @37, la matrice B, est soit de la forme , avec

0
Asx 0
Ao # 0 (cette éventualité ne peut advenir que lorsque g # so(1,n),su(1,1)
ou sp(1,1)), soit de la forme ( 0 ¥ , avec éventuellement C,, = 0.
Cx Idgt

Dans le second cas, si x € 37 \ {04}, alors B.0x = 6z, et donc By.0x &
R*.%. Par conséquent 37\{04} C s(£27), et le point (ii) est démontré. Dans
le premier cas, on choisit une suite y,, de n™ qui tend vers Oy et telle que pour
tout n € N, Aoy, € R™. le\ Alors pour = € 37 \ {04}, s ([Qx + Yn, Hatll)) est
une suite de s(€21) qui tend vers x, ce qui montre le point (i).

o Troisieme cas : limy_ 4 5—’; =, avec a € RY.

On remarque, comme dans le cas précédent, que comme (by) tend vers
I'infini, on a nécessairement [y = fioe = +00.

Posons :

F={[z,u) € [Q] | @Bso.z 4 Too € R™.ui}

1l s'agit d’'un fermé de [Q]. Soit [z}, u;) une suite de QF = [Q] \ F
qui converge VETS [Too, Uso) € QT On a p(bg)[xk, up) = |2}, ug), et ), =
pk( Bk T, —I—Tk) Comme [Zoo, Uso) € [Q] \ F,on a aBy.Te + Too # 0, donc

aBoo . Too+Too
lloBos woc trocl]

hmk_>+oo II:v’ 7= Comme aBy.Too + Too € R™ .Uy, o1 applique

une nouvelle fois le lemme 3, et on conclut : limy_, p(by)[zk, ur) = [0].

Comme on est encore dans le cas 3, = +00, les expressions matricielles
possibles de By, sont les mémes que dans le cas précédent On vérifie alors
que lorsque x € 3~ est tres proche de 0, [0z, -2 Iz II) [—0z, — Iz H) ne peuvent

étre simultanément dans F', ce qui prouve le point (7).

O
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3 Géométries de Cartan

Nous n’introduisons ici que le matériel de base sur les géométries de Cartan.
Pour des détails sur le sujet, et les preuves de certaines propositions et lemmes
ci-dessous, nous renvoyons a l'excellente référence [Shal. On considere dans
toute cette section une géométrie de cartan (M, B,w), modelée sur X = G/ P
(en fait, pour les généralités qui suivent, G est un groupe de Lie quelconque,
et P un sous-groupe fermé de G).

3.1 Parallélisme et métrique riemannienne sur B

Soit (Fj, ..., Es) une base de I’algebre de Lie g, orthonormée pour la métrique
< >4 introduite en section 2.2. On définit alors en chaque point p de B un
repere R(p) = (El(p), ..., El(p)) par El(p) = w, ' (E)). Ce champ de reperes
fournit un parallélisme R sur B. Pour tout vecteur £ € g, s’écrivant £ =
Y\ B, on peut définir un champ de vecteurs ' sur B par £7(p) = E)\kE);(p).
De tels champs, ayant des coordonnées constantes dans R seront qualifiés de
paralleles.

Notation 1. On adoptera souvent la notation &, a la place de £'(p). De
meéme, si A est un sous-ensemble de g, on peut lui associer un champ de
“sous-ensembles paralléles” dans T'B, définis par A, = wp_l(A), pour tout
p € B. Dans le cas d’une suite Ay, de sous-ensembles, on notera Ay =
wp_l(Ak)

Pour une sous-algébre de Lie ) C g, on notera H,, = w;l(f)).

Définition 4. On appelle p la métrique riemannienne sur B qui fait de R(p)
un repere orthonormé pour tout p € B.

Remarquons que pour tout p € B, p, = wy(< >g).

3.2 Courbure

La forme de Maurer-Cartan sur un groupe de Lie G satisfait I’équation dite
de structure : dwg + %[wg,wg] = 0. Bien entendu, pour une connexion
de Cartan w quelconque, la 2-forme €2 = dw + %[w,w] n’est généralement
pas triviale. On appelle Q la courbure de la connexion w. Voici quelques
propriétés de la courbure :

(i) Pour tout b € P, (Rp)*Q2 = Ad(b=1)S2.

(17) Q(X,Y) =0 dés que X ou Y est un vecteur vertical (i.e tangent aux
fibres de B — M).

Une géométrie de Cartan (M, B,w) est dite plate si 2 est nulle sur B.
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Remarquons que par la propriété d’équivariance (1), il suffit que la cour-
bure s’annule en un point d’une fibre pour qu’elle s’annule sur la fibre toute
entiere. Lorsque z est un point de M, on dira, par abus de langage, que €2
s’annule en x, pour signifier que €2 est nulle sur toute la fibre au-dessus de .

Exemple 1. Si U est un ouvert de X stable par un sous-groupe discret
' C G, et sil’action de I sur U est propre, discontinue sans point fixe, alors
la variété M = T\U est naturellement munie d’une géométrie de Cartan
plate, héritée de X. Le fibré B est alors le quotient T\G et la connexion de
Cartan est W, la forme induite par wg sur T'\G.

3.2.1 Connexions régulieres

Disons a présent quelques mots sur I’hypothese faite sur la connexion w, dans
I’énoncé du théoreme 1. On suppose que (M, B,w) est modelé sur 1'espace
X = G/P, tel que l'algebre de Lie g est k-graduée. Cela signifie que g =
g xD...BgD...Bgk, k € N* et que l'algebre de Lie de P est p = goP... B gp-
De plus, pour tout —k < i < j <k, [g;,9;] C giy;- On obtient alors une
filtration Ad(P)-invariante g7% = g D g™**1 > ... D g* = g, en posant
g=0201D.. Do

Définition 5 (Régularité). On dit que la connezion de Cartan w est réguliére,
si pour tout £ € g' et ( € ¢, 4,7 <0, et pour tout p € B, Q,(&p, ¢) € g7

Cette notion de régularité est importante, car dans la plupart des cas ou
I’on sait résoudre le probleme d’équivalence la connexion de Cartan canonique
obtenue est réguliere (la régularité étant une des conditions de normalisation
sur la connexion qui assurent son unicité).

Regardons plus précisément ce que signifie la régularité dans le cas ou g
est une algebre de Lie simple de rang 1.

e Si les racines de g sont {—«, a}, alors la condition de régularité n’impose
aucune condition sur la courbure §2.

e Si les racines de g sont {—2a, —a, a, 2}, alors la condition de régularité
impose que pour tout couple (§,¢) dans g=' =ny ®p, Q,(&,, ¢,) appartienne
a g~ !, pour tout p € B.

3.3 Deéveloppement des courbes

Une des propriétés fondamentales d’une connexion de Cartan, est qu’elle
permet d’établir un lien entre les courbes paramétrées de la variété M passant
par un point donné, et les courbes de I’espace modele X.
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Définition 6. Soit N une variété, g un point de N et I C R un intervalle
ouvert contenant 0. On note C*(N, I,q) l'espace des courbes v : I — N, de
classe O, et telles que v(0) = gq.

Commencons par rappeler le lemme de développement des courbes pour
une géométrie de Cartan (voir [Shaj, lemme 4.12 p 208 pour une preuve) :

Lemme 5. Soit p un point de B, et I un intervalle ouvert contenant 0. Alors
il existe une unique application D, : C*(B,1,p) — C*(G, I, 6)2 qui vérifie :
(1) Pour toute courbe 4 dans C'(B,I,p), la courbe o = D, (%) satisfait
pour tout t € I : w(¥'(t)) = wa(/(t)).
(ii) sia € CY(P,I,ay), et sil’on note Ry la courbe définie par (R,Y)(t) =

~

Raw) A1), alors Dy.ao(ReY) = ag.(Racr).

Corollaire 2. Soit v € CYM,I,z) et 41 : [ — B, 4 : I — B deux
remontés de v dans C*(B, I,p). Alors D,(%1) et D,(%2) se projettent sur la
méme courbe de X.

Définition 7 (Application développante). Le corollaire affirme qu’étant donné
x € M, et & € B au-dessus de x, il existe une application bien définie de
CYM,I,z) dans CY(X,I,0). On note cette application D et on 'appelle
application développante en x. Si~y € CYM,I,x) et si [y] est le segment
géométrique associé, on notera D2([v]) = [DI(v)].

3.3.1 Développement pour les structures plates

Nous renvoyons encore a [Sha] pour les détails concernant cette section.
L’annulation de la courbure est la seule obstruction pour que (B,w) soit
localement isomorphe a (G, wg).
On note M le revétement universel de M, et r : M — M DPapplication de
revétement. Il existe un revétement 7 : B — B, qui est un P-fibré principal
7: B — M, de sorte que le diagramme suivant commute :

B L B
! !
M 5 M

D’autre part, 7w est une connexion de Cartan sur B.

Théoréme 2. Si la courbure de w est nulle, alors il existe un morphisme de
fibrés § : (B,w) — (G,wg), qui est une immersion satisfaisant §*wg = w.
L’application & induit une immersion 6 : M — X.
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Dans ce cas, on dit que la variété M est munie d’'une (G, X)—structure,
et I'application ¢ s’appelle une application développante de la structure. Soit
(M, B,w) une géométrie de Cartan plate, x un point de M et & un point de
M au-dessus de z. Quitte & composer  par un élément de G & l'arrivée, on
peut supposer que 6(Z) = o. Siy € CY(M,I,x), alors il existe une unique
5 e CY(M,1,%) telle que r(3(t)) = y(t) pour tout t € I. Si & est le point

au-dessus de 7 de sorte que 0(Z) = e, alors DZ(7) n’est autre que 6 o 7.

4 Les géodésiques d’une géométrie parabolique
de rang 1

4.1 Applications exponentielles

Solent p € B et £ € T,B, on note U = w,(§), et ¢2 le flot local associé au
champ parallele UT. Il existe alors un voisinage Wf de 0, dans T,B, étoilé
autour de 0, tel que pour tout £ € Wf, t— ¢2(p) est défini sur [0, 1].

Notation 2. Nous noterons W2 'ouvert de T B défini par UpEB WpB.
Sip e B, W, désignera le sous-ensemble de g défini par wp(Wf).

Définition 8. On définit Uapplication exponentielle Exp : W2 — B, par
Exp, (&) = ¢¢(p), pour tout p € B, & € WP,

— Six=mn(p) et £ € WP, on note Exp,(§) = mo Expy(§).

— Pour € € WpB, on appelle & (resp. £€*) la courbe de [0, 1] dans B (resp.
de [0,1] dans M) définie par £*(t) = Exp,(t€) (resp. £(t) = Exp,(t€)). Le
support géométrique de la courbe & (resp. £°) sera noté [€] (resp. [€]).

— On notera [z] a la place de [0,).

— Si A, CWP, on note [Ay] = Ueen, [€]-
On remarque que Exp.)(Apy) C [A,].

4.1.1 Géodésiques

Nous supposons a présent que (M, B, w) est une géométrie de Cartan modelée
sur X = OHZ.

Définition 9 (Géodésiques sur M). Soit I un intervalle contenant 0, x
un point de M, @ € B au-dessus de z, et v € CY(M,I,z). On dit que
v est une géodésique paramétrée de M si et seulement si DE(v) est une
géodésique paramétrée de X, telle que celles-ci ont été définies en partie 2.
Cette définition est indépendante du choir de & au-dessus de x, par Ad(P)-
invariance de Q.
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Définition 10. — Pour tout p € B, on définit Q, = {£ € T,B | w,(§) € Q},
et Qp = Qp \ {0p}.

— TQ = B xp Q est le sous-fibré de T'B dont les fibres sont les Q.

— Pour tout p € B, on note Q% la partie réguliere de Q, c’est-a -dire
l’ensemble des u € Qp N WpB tels que, si x = w(p), la restriction de Exp, a
Qp soit une submersion en u.

Lemme 6. Soit © € M et & € B au-dessus de x. Alors les segments
géodésiques paramétrés par [0,1], valant x en 0 sont exactement les £ pour

EeWPnaQ;.

Preuve : la définition méme des champs paralleles conduit a la relation :

Di(e") = (wal§))" (3)

Le lemme en découle immédiatement. O

On énonce a présent un lemme tres important pour la suite. Il fait le
lien entre le comportement d’une suite de segments géodésiques sur M, et le
comportement de leurs développements.

Lemme 7. Soit z; une suite de B qui converge vers o, € B et Ay une suite
de parties de QN Wy, . Alors si limy_ o [Ag] = [0], on a limy_ o [Az, k] =
[Too]-

Preuve : on a, comme indiqué plus haut, adopté la notation Az, = w;kl (Ag).
Pour tout p € B, l'espace H,, .- (voir notation 1) est dit espace horizontalen p
(cette distribution n’est pas invariant pour I’action de P sur B, contrairement
au cas des connexions au sens de Ehresmann).

Soit x € M, & € B au-dessus de z, et v € CY(M, I, x) telle que DI(y) C
Q,. 1l existe alors un unique remonté horizontal de v dans C'(B, I, %) ( i.e
de vecteur tangent horizontal pour tout ¢ € I). En effet, soit 4 un remonté
quelconque de v dans C'(B,1,%), et & = Dz(4). Comme N~ est transverse
aux fibres de G — X au-dessus de €, il existe a € C'(P, I, ¢) tel que R,&
soit une courbe de C*(N~,I,¢e). 1l résulte alors du lemme 5, point (i7), que
R.7 est également horizontale.

Revenons a présent a la preuve du lemme 7. Supposons dans un premier
temps que Ay est juste une suite de points & dans Q N W;,. D’apres les
remarques précédentes, il existe une courbe horizontale 4, € C*(B, I, #},) au-
dessus de &3, ;. La courbe &, = @xk (4%) est alors une courbe de C*(N~, I, ¢)
qui se projette sur ;. On remarque que si (ayx(t), ..., anx(t)) sont les co-
ordonnées de 4;(t), relativement au parallélisme R, alors les coordonnées de
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& (t) relativement au parallélisme défini par Ey, ..., E,, sur T'G sont également
(a1,x(t), ..., ank(t)). On obtient ainsi que L,(Yx) = L,, (&) = L™ (&);). Grace
aux hypotheses du lemme, et a la propriété (P,) du lemme 2, nous obtenons :
limy— 400 Ly(Yx) = 0. Ainsi, pour k suffisamment grand, [4;] est inclus dans
toute p-boule, de rayon arbitrairement petit, et centrée en 2,. En projetant,
on obtient que pour tout voisinage de oo, [€z, ] est inclus dans ce voisinage
des que k est suffisamment grand.

Maintenant dans le cas général, [A;, x| tend vers [x4] si et seulement si
pour toute suite oy de Az, x, [0k] tend vers [z,]. On est donc ramené a la
situation précédente.

O

Nous finissons cette section avec le lemme technique suivant :

Lemme 8. Soit x € M et  un point de B au-dessus de x. Il existe un
owvert U C Hj ;- contenant 05 tel que U \ {0z} C QL.

Preuve : on commence par remarquer que pour tout £ € 37\ {04}, n~ C TgQ.
C’est completement évident si 37 =n~ (i.e g = s0(1,n),su(1,1) ou sp(1,1)).
Dans les autres cas, on fixe (i, ...., (s, une base de ni". Le flot expg(t£) ne
commute & aucun des Expg(t(;), 1 < i < s. En effet, le premier agit sur
X avec un seul point fixe qui est v. Les seconds agissent sur X avec un
seul point fixe qui est 0. Par conséquent [€, (1], ..., [, (5] constitue une famille
libre, qui est en fait une base de n; (en effet, on est dans le cas ol 3= = g_o,
et n = giq, voir section 2.1, donc [37,nf] C ny). D’autre part, comme

pour tout 1 < i < s, [€,G] = §,_Ad(Eape(tG:)).€, on a [€.¢] € TeQ.

Finalement ny C T, SQ, et comme par définition de Q, 37 C TgQ, on obtient
bien n~ C TgQ.

Choisissons un ouvert V; contenant 0; tel que Exp; réalise un difféomor-
phisme de V; sur son image. L’image réciproque dans V; des fibresde B — M
donne un feuilletage F de V;. La feuille &y, passant par 0; n’est autre que
H; ,NV;, et en particulier est transverse a H; ,-. Donc il existe un voisinage
U de 0z dans H;,- tel que pour tout u € U, F, est transverse a Hj .
Maintenant, par ce qui vient d’étre dit plus haut, pour tout u € U \ {0;},
H; . C TuQ:C Ainsi, la différentielle de Exp, en restriction a TUQ;% est bien
une surjection sur Tggp, () M.

O
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5 Automorphismes d’une géométrie de
Cartan

5.1 Remarques préliminaires

Dans la premiere partie de cette section, nous considérons une géométrie
de Cartan générale, sans faire d’hypothese particuliere sur les groupes G et
P. Le groupe Aut(B,w) a été défini dans I'introduction de l'article : il est
constitué des difféomorphismes h de B tels que h*w = w. Tout élément de
Aut(B,w) laisse le parallélisme R invariant, et par conséquent, Aut(B,w)
est un sous-groupe fermé de Iso(B, p). Ce dernier est lui-méme fermé dans
Homeo(B), d’apres les propriétés classiques du groupe d’isométries d’une
variété riemannienne (voir par exemple [Kol, [St]).

5.2 Suites d’holonomie

Définition 11 (Donnée d’holonomie). Soit (fx, Tk, Too, Yoo) une donnée sta-
ble de Aut(M,w). On dit que (by, Tk, Too, Uoo) est une donnée d’holonomie
associée, s’il existe des remontés fk des fi dans Aut(B,w), une suite &y de
B au-dessus de xy, qui tend vers T, et une suite §joo € B au-dessus de o,
de sorte que U, = Rbgl o fk(ik) tende vers 1.

Pour toute donnée stable (fx, Tk, Too, Yoo) de Aut(M,w), il est toujours
possible d’associer une donnée d’holonomie (by, Ty, Too, Uso ). Pour le voir, on
se fixe deux ouverts suffisamment petits autour de z, et y,, respectivement,
de sorte qu’il existe des sections continues sy : U — B et sy : V — B.
Soient fi des remontés des f, dans Aut(B,w). On pose alors sy(xy) =
T, k € N U {oo} (resp. syv(fr(zx)) = Uk, K € N U {o0}). D’autre part,
comme f,(%)) est une suite au-dessus de f (), il existe une unique suite
(br) d’éléments de P, telle que pour tout & € N, on ait Rblzl o f(i"k) = V.

Proposition 3 (Equivariance). Soit (fr, Tk, Too, Yoo) une donnée stable de
Aut(M,w), et (b, Tk, Too, Yoo) une holonomie associée. Pour toute suite & €
W, on note (, = Ad(by).x. On a alors la relation d’équivariance :

Je(&y k) = G (4)

Preuve : soient fk les remontés des fi qui permettent de définir la suite
d’holonomie (b). On appelle ¢, = Ry-1 0 fr. Par définition, ¢p(Tx) = U

et limy o0 U = Jso. On observe également que (¢y,).&" = (Ad(by)€)T. Cela
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nous permet d’obtenir tout d’abord que si § € Wj,, alors ¢, € Wy, , puis
que ¢r(&;, 1) = G, k- En projetant sur M, on obtient la relation (4).
O

On consideére maintenant une géométrie de Cartan (M, B,w) modelée sur
un espace X = OHZ.

Théoréme 3. (i) Le groupe Aut(M,w) est fermé dans Homeo(M).

Soit (fr, Tk, Too, Yoo ) une donnée stable de Aut(M,w), et (bg, Tr, Too, Yoo) UNE
holonomie associée. Alors :

(17) (fx) est bornée dans Aut(M,w) si et seulement si (by) est bornée dans
G.

(113) Si la suite (fi) agit équicontiniment en T, alors (by) agit équiconti-
nument en o.

Preuve : on commence par démontrer le point (7).

Supposons qu’au contraire, (by) n’agisse pas équicontiniment en o. Il est
alors possible de choisir une suite (z;) de X, qui tend vers o, et telle que
wg = by.zx tend vers wy, # 0. Par la propriété (P;) du lemme 2, il existe,
pour tout k, un segment géodésique ay, = [zx, uy) reliant o & z; (on identifie
toujours [Q] avec n™ x S;+). On choisit les oy, de sorte que limy_ o o = [o].
Quitte a extraire une sous-suite, on peut supposer que la suite Gy = by.qy
tend vers By = [Woo, Uno). On pose & = s(ay) et § = s(Bx). On pose aussi
Coo = $(0Bs0), et limy_, 1 o (r = (o par continuité de s. D’autre part, on peut
trouver un réel A €0, 1] tel que A(, € Wy, pour tout £ € N U {oo}. Ainsi,
quitte & remplacer ¢ par Ay, et & par Ad(b,')(\(x), on peut supposer que
& € Wy, pour tout k£ € N, et ¢, € Wy, pour tout k € N U {oo}.

De la proposition 3, on déduit pour tout & € N, et t € [0, 1] : f (&, (1)) =
G x(t). Comme (5 o # 0, il existe to € [0,1] tel que (5 (to) # Yoo-
Ainsi, limy, 4 o0 fr(§5, 1(t0)) # Yoo- Pourtant, &5 (o) tend vers r,. En ef-
fet, limy— 1o [€k] = [0] et le lemme 7 implique alors limy_, 4 oo[&s, 6] = [Tool-
L’action de (fy) n’est donc pas équicontinue en z.

On peut a présent démontrer le point (). On suppose que (fy) est une
suite de Aut(M,w) qui converge vers fo, € Homeo(M). Alors pour tout
point © € M, si () désigne la suite constante égale a = et Yoo = foo(z), le
quadruplet (fx, Tr, T, Yoo) €st une donnée stable. On note (bg, T, T, Joo) UNE
holonomie associée. On prouve alors le :

Lemme 9. La suite (by) est bornée dans G.
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Preuve : dans le cas contraire, il existe une sous-suite de (bg) qui admet une
dynamique Nord-Sud de poles ot et o~. Comme o est fixé par (by), on a
nécessairement o = o7 ou 0 = 0~. Dans le second cas, 'action de (by) n’est
pas équicontinue en o (voir corollaire 1), et il résulte du point (ii7) que celle
de (fx) ne devrait pas 'étre en z. Or ceci est absurde puisque (f;) admet
une limite dans Homeo(M). On est donc dans le cas o = o™. On se donne
alors a = [£] un segment de [Q], tel que £ € Wy, et a C ,. Notons qu’alors
G = Ad(by).€ € Wy, pour tout k& € N. Etant donné que o = ot, on a
limy,_, oo bg.cv = [0]. Ainsi, par le lemme 7, on obtient limy_ 4 [Cy k] = [Yool-
Mais la proposition 3 donne également fi([z,.]) = [(g,..k] POur tout & € N,
ce qui implique en passant a la limite fo([€z]) = [Yoo]. Comme [£;] # [z], on
obtient une contradiction avec le fait que f,, € Homeo(M).

O

On réextrait a nouveau une suite de (fy), de sorte que (bg) tende vers
be € P. Cela signifie que fy(iy) tend vers Ry_.Jse. Or (fi) est une suite
d’isométries pour la métrique riemannienne p. Par propreté de l'action du
groupe d’isométries d'une variété riemannienne, f, est relativement compacte
dans Iso(B,p). Comme Aut(B,w) est fermé dans Iso(B,p), on peut sup-
poser, en extrayant encore, qu’il existe foo € Aut(B,w) tel que fk — foo.
Finalement, foo est un relevé de f, dans Aut(B,w), et par conséquent
foo € Aut(M,w).

La preuve du point (i7) se fait de maniere analogue a celle du point (7).
0

Remarque 3. [l est probable que l'usage des géodésiques et des suites d’holono-
mies puisse se généraliser, pour montrer que le groupe des automorphismes
de toute géométrie de Cartan parabolique sur M, est fermé dans Homeo(M).

6 Preuve du théoréme 1

On commence par montrer une version facile du théoreme 1 pour les variétés
kleiniennes, ¢’est-a-dire des variétés qui sont quotient d’'un ouvert 2 C X par
un sous-groupe discret I' C GG. Ces variétés sont naturellement munies d'une
géométrie de Cartan, out B = I'\73'(Q2), et w = W, la connexion de Cartan
induite par la forme wg sur ce quotient.

Lemme 10. Soit Q un ouvert connexe de X, et M =T\Q, ouT' C G est un
sous-groupe discret agissant proprement discontinument sur €.
Si Aut(M,@w¢) nagit pas proprement sur M, alors I' = {e} et :
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e ou bien Q = X\ {k}, pour un certain rk € X.
e ou bien (2 = X.

Preuve : le groupe Aut(M,©@g) est induit par les éléments de G qui laissent
() stable et normalisent I'. Par conséquent, si Aut(M,ws) n’agit pas propre-
ment sur M, on peut trouver une suite (hy) de G qui normalise I', et qui
n’agit pas proprement sur 2. On peut supposer que cette suite tend vers
Uinfini dans G, et quitte & considérer (h;') & la place de (hy), on suppose
également o~ € 2. On appelle 7,; 'application de revétement de €2 sur M,
et on considere un petit ouvert U C €2 contenant o~ tel que m; soit un
difféomorphisme de U sur son image. Par le lemme 4, il existe une suite
(km)men telle que hy, (U) est une suite croissante d’ouverts dont la réunion
est X si ot = 07 et X\ {0} si o # 0. On en conclut que 2 = X ou
Q2 =X\ {oT}. Dautre part, comme hj normalise I' pour tout k, m; doit
étre injective sur chaque hy,, (U). Au final, 7, est injective sur un ouvert
dense de €2, ce qui entraine que I' = {e}.

O

Nous nous placons a présent sous les hypotheses générales du théoreme 1 :
(M, B,w) est une géométrie de Cartan modelée sur X = OHZ, w est une
connexion réguliere, et Aut(M,w) n’agit pas proprement sur M.

Proposition 4. Si (fy) est une suite de Aut(M,w) qui n’agit pas proprement
sur M, alors il existe un ouvert U C M et un point y, C M, tels que

hmk—>+oo fk(U) = Yoo-

Preuve : comme Aut(M,w) n’agit pas proprement sur M il existe une donnée
stable (fx, Tk, Toos Yoo ), avec (fx) une suite de Aut(M,w) qui tend vers I'infini.
On note (bg, Tk, Too, Yso) Une holonomie associée. Par le théoreme 3, la suite
(bx,) tend vers U'infini dans P, et quitte & changer (fx, Tk, Zoo, Yoo ) €n la donnée
stable (fi', Yk, Uoos Too), le lemme 2 assure qu’il existe un ouvert Q7+ C Q]
tel que pour tout compact K C QF, limg_, o bp. K = [0]. Soit Ut = s(Q21).
Pour tout p € B, on note U} = w, ' (UT).

D’apres le lemme 8 et le point (7i) de la proposition 2, il existe £ € U™
tel que & . € Q;ii’ En fait, il existe € > 0 petit tel que B;__(€) C Q;if, ol
B;. (€) = w; (B, (&) NUT). Cette propriété reste vraie si 'on remplace
Too par xy pour k > ko suffisamment grand, c’est-a-dire que si 'on pose
Bi(6) = w;!(By;(€,€) NUT), alors pour k > ko, Uy = Expy, (Bs,(€))
est une suite d’ouverts de M. De plus, cette suite converge vers 1'ouvert
Us = Exp,_(B;. (€)). 1l existe donc un ouvert U C M, et un entier k; > ko,
tels que U C (Visp, Us-
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Maintenant, on suppose € suffisamment petit pour que que B, (£, ¢)N U™
soit d’adhérence compacte dans U™, et on pose Ay = Ad(by).(B,, (£, €)NUT).
On a alors limy_, 1 oo[Ag] = limy— o0 bi.[ B, (€, €) N UT| = [0]. D’autre part
Az, k] = fu([Bs,(€)]), comme conséquence de la relation (4) de la proposi-
tion 3. Le lemme 7 assure alors que limy_, 4o fi([Bz,(€)]) = [yo). Comme
Exp,, (Bz,(€)) C [Bz,(€)], on a U C [Bs, (¢)] pour tout k > ki, et la propo-
sition en découle.

O

Proposition 5. Soit (f;) une suite de Aut(M,w) qui tend vers linfini, et
(frs Thy Toos Yoo ) une donnée stable sur M. Si l’action de (f) est équicontinue
EN Loy, alors la courbure de w est nulle en x.

Preuve : soit (bg, Tk, Too, Yoo ) une donnée d’holonomie associée a ( fx, Tk, Too, Yoo )-
Par le théoreme 3, la suite (by) est équicontinue en 0. On applique alors les
résultats du corollaire 1 : les poles attracteurs et répulseurs de (b) satisfont
o7 = o0 et o7 # o, et Pon peut écrire by = Iy ga™*lay, ou by et loy sont
deux suites relativement compactes de P. On supposera que pour ¢ € {1,2},
lix converge vers l; o, € P. D’autre part, comme o™ = o, on doit avoir
limk_>+oo tk = +o00.

Fixons-nous une base 7y, ..., n, de n=. On suppose que {1, ...,n} se décom-
poseen I 1 Ul 5 tel quen; € ny pouri € I 1, et n; €3~ pouri € I_, (bien
str Iy = () lorsque n; = {0}). Pour i = 1,...,n, on pose & = Ad(l;i).m
(resp. G = Ad(lig).m;). Pour i = 1,.. n, limg 1o &ix = &ioo (resp.
limk_>+oo Ci,k = gz',oo>7 avec gi,oo = Ad(liéo)nl (resp. Ci,oo = Ad(ll’oo)’f]z)
Dans la suite, on notera by (resp. b ) le sous-espace vectoriel de g en gendré
par &1k, o Enge (T€SP. &1 00y oy Enoo)- Puisque b n'est rien d’autre que 'image
de n~ par Ad(lz_’,ﬁ), les by (resp. hoo) sont des sous-algebres de Lie de g.

Soit ( fi) le remonté de (fy) qui définit I'’holonomie (by), i.e telle que
Rb;1 o fr(Zx) = Y. Posons ¢y = Rbgl o fr. Alors, (¢r)*Q = Ad(by).Q2. On

distingue a présent deux cas.

a) Si les racines de g sont A = {—a, a}. Alors, pour tout k € N, et 1 <
i <n,ona Ad(by).&ir = e (k. On en déduit la relation Dz, ér(Es,.ik)
e " (g, ik, qui implique pour tout 1 <7< j<n:

Ad(br)-Qs, (Eopies Eongik) = €2 Qg (Corier Coniih)-

En regardant la décomposition de g en espaces de racines, on voit qu’il
existe C' > 0 tel que pour tout u € g, ||Ad(bg).u|| > Ce " ||u||. On en déduit

que Qs (§oo oo Etsjioo)) = HMpioo Dz, (&ayiks Ear i) = 0. Le sous-espace
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hoo est un supplémentaire de p dans g, si bien que €2;__ = 0.

b) Si les racines de g sont A = {—2a, —a, o, +2a}. Alors, Ad(bg).&ir =
e "¢ x pour tout i € I_q, et Ad(by).&ix = e 2% (; pour tout i € I_,. Par les
mémes arguments que précédemment, on obtient:

- |1Ad(bi)-Qz, (o ks S i) 1| < €725, (G Cik) PoOUT tout 1 < i <
7 <n.

- [Ad(be) s, (o i o)l < €7 Qg (Criks Cui) 818 ou j est dans
1 5.

On regarde a nouveau la décomposition de g en espaces de racines, et on
observe que les suites convergentes (uy) de g pour lesquelles || Ad(by).ugl|| est
contracté au moins aussi vite que e, doivent converger dans Ad(l5},).3™
De méme, les suites convergentes (uy) telles que ||Ad(by).ux|| est contracté
au moins aussi vite que e ** doivent converger vers 0, On en déduit que
Qi (Eioinoor Eou o) = 0 des que 7 ou j est dans I_5. Sid et j sont tous
les deux dans I_y, on obtient que Q4 (&5, 00> S jioo) st dans Ad(l51).37
Mais comme la connexion w est supposée réguliere, ceci n’est possible que
st Qs (oo ivoos Eamioo) = 0. On obtient finalement que ;= 0 sur b, et
finalement €2; = 0.

O

On se fixe a présent un point x.,, dans 'ouvert U donné par la proposi-
tion 4. Alors, si (zx) est la suite constante égale & zo, et si yr = fr(Too),
alors (fi, Tk, Too, Yoo) €st une donnée stable. On note cette donnée stable
particuliere (fi, Too, Toos Yoo)-

Proposition 6. Le point x., posséde un voisinage ouvert A, qui est géométri-
quement isomorphe a un quotient I\, avec T' C P un sous groupe discret
(éventuellement trivial).

Preuve : on considere une donnée d’holonomie (by, Too, Too, Yoo) associée a
(frs Toos Toos Yso)- On pose ¢, = Rb;1 o f1., et Pon reprend les notations de la
proposition 5. L” action de (f;) étant équicontinue en x,, by s’écrit g pa'lo
avec limy_ 4o tp = +00.

Pour tout r € R*, et k € NU {00}, on note B, . I'intersection de b avec
la boule de centre Oy et de rayon r (pour la norme ||.||). Pour tout p € B,
on pose Hpp, = w, ' (b), et By ik = w, ' (Bry). Puisque 2y et g sont toutes
deux des suites convergentes, il existe r € R% tel que B, C W3, N Wy,
pour tout k € N U {oco}.

Lemme 11. I existe une suite d’entiers (ky,)men vérifiant :
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e pour tout m € N, B _ mk,, C wa, et Exp, . est un difféomorphisme
de Bi mk, sur son image, que l'on appelle U,,.
o V., = [Bimk,| est une suite d’ouverts de X\{o~}, strictement croissante

pour linclusion, dont l'union est X\ {o™ }

Preuve : de la relation ¢y, o Exp; = Expy, o D;_¢dr, on déduit que D; oy
envoie W7 sur W On fixe m. Puisque Ad(by)(By,x) tend vers Og lorsque
k — 400, Di¢r(Bi. mpk) tend vers 0y lorsque k& — +4o00. Ainsi, pour
k suffisamment grand, Exp;, réalise un difféomorphisme de D;_ ¢k (Bi.. m.k)
sur son image. Par ailleurs, comme Ad(l; »,)(n~) est transverse a p, 'image de
D;_ ¢r(Bi.. mk) par Exp;, est transverse aux fibres de B, pour k plus grand
qu'un certain entier k; ,,. On en déduit que Exp;_  est un difféomorphisme
de Bi_ mx sur son image. D’autre part, lorsque k — +00, [By,x] tend vers
[Bm.so], qui est d’adhérence compacte dans [ho] = X \ {o7}. Ainsi, en
prenant k > ks ,,, on peut supposer que [B,, ;] C X\ {o”}. Finalement,
puisque [B;, ] est une suite strictement croissante pour 'inclusion , on peut
trouver une suite (ky,), avec k,, > max(kym,, kam) pour tout m, telle que
[Bin.k,,] soit également strictement croissante pour linclusion. 0J

Les propriétés de la dynamique “Nord-Sud” pour la suite (b;) impliquent
que limy_ 4 oo bg.[Bmk,,] = [0]. Le lemme 7 affirme alors que :

limy s yoo fi([Biwmkm]) = [Uso]- On en conclut que 'action de (fy) est
équicontinue en chaque point x € U,,, et par conséquent, par la proposition
5, la courbure s’annule sur U,,.

On est a présent dans la situation suivante. L’ouvert U, = U§:1 U,
contient . et est plat. On considére alors U., son revétement universel,
Foo € Us au-dessus de zoo, et § : Uy, — X une application développante
qui envoie T, sur o (voir la section 3.3.1). Pour chaque m € N, U, se
remonte en un ouvert Um C 000 de la maniere suivante : pour tout ( €
Bi_ mkn, la courbe ¢* se remonte de maniere unique en une courbe 5* €
C'(Uss, [0,1], #oo).  L'ouvert U, est la réunion de ces courbes remontées.
Comme pour tout ¢ # £ dans B;__ k.., ¢*(1) # £*(1) (en effet, application
Exp,_ est un difféomorphisme de B;__ 5, Sur son image), la projection de
U, sur U, est un difféomorphisme.

On utilise a présent les résultats de la section 3.3.1. Soit Z. = Rp,-Too
un point tel que §(#.) = e. Alors §((*) = 'Dﬁ:;’j((*) = by.DI=(¢*), et ainsi
d(Unm) = bo.Vin.

Lemme 12. L’application o est injective sur Uso, et réalise un isomorphisme
géométrique de Uy dans X\ {bg.0™ }.
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Preuve : on commence par montrer que pour tout m € N, § est injective sur
chaque U,,. Pour cela, prenons # et y distincts dans U,. Leurs projetés x et
y sont alors deux points distincts de U,,. Ils s’écrivent © = Exp,_ (Co mik,n)
et y = Expy (§ooomk,) avec ¢ # & dans By, .. Ainsi, d(z) = (*(1) et
d(y) = &*(1). Or mx o Expg est un difféomorphisme de B,, x,, sur son image.
Par conséquent d(x) # d(y).

Il ne reste plus qu’a remarquer que U,, est une suite croissante d’ouverts
pour conclure. O

Il résulte du lemme précédent, que Us, est géométriquement isomorphe

a louvert X \ {bp.0”}, lui-méme géométriquement isomorphe a €,. Par

conséquent, U, est géométriquement isomorphe a un quotient I'\Q2,, ou I" C

P est un sous-groupe discret qui agit proprement discontintiment sans point
fixe sur €2,.

O

On conclut alors la preuve du théoreme 1 grace au lemme 10, et au
théoreme suivant, appliqué a l'inclusion U, C M.

Théoréme 4. Soit (M, B,w) une géométrie de Cartan modelée sur X =
OHL. Soit T un sous-groupe discret de P qui agit proprement discontiniment
sans point fixe sur §2,. On suppose qu’il existe un plongement géométrique o
de T\Q, dans M. Alors on est dans l'un des deuz cas suivants :

(1) Sile groupe T' est trivial, M est géométriquement isomorphe a l’espace
modéle X, et il existe un point k € M tel que o(Q,) = M \ {k}.

(17) Si T’ n’est pas trivial, o est un isomorphisme géométrique de I'\€2,
sur M.

La preuve de ce résultat fera I’'objet de la derniere section de cet article.
A titre d’illustration, remarquons que le théoreme 4, appliqué aux structures
conformes riemanniennes, conduit au :

Corollaire 3. Supposons qu’il existe un plongement conforme o d’une variété
riemannienne M plate, complete de dimension n > 3, dans une variété rie-
mannienne N de méme dimension. Alors, ou bien o est un difféomorphisme
conforme de M sur N, ou bien M est ['espace Fuclidien de dimension n, et
N est conformément équivalente a la spheére standard S™. De plus, o est la

composée de la projection stéréographique standard, avec une transformation
de Mobius.
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7 Un théoreme de rigidité sur les plongements
géométriques

Cette derniere partie est consacrée a la preuve du théoreme 4. Il s’agit en
fait d’un cas particulier de rigidité des plongements géométriques de certaines
géométries de Cartan, qui sera étudiée plus en détails dans [Frl].

7.1 Plongements géométriques

Soient (M, B,w) et (N, B',w'), deux variétés munies de géométries de Cartan
modelées sur un méme espace X = G/P (on se place pour 'instant dans le
cadre général : G est un groupe de Lie et P un sous-groupe fermé de G).
Remarquons qu’en particulier, M et N ont méme dimension.

On dira que o est un plongement géométrique de M dans N si o se releve
en un plongement de fibrés ¢ : B — B’, satisfaisant 6*w’ = w.

7.2 Bord de Cauchy d’une géométrie de Cartan

Nous décrivons ici une maniere d’attacher un bord a toute géométrie de
Cartan (M, B,w), modelée sur un espace X = G/P. Cette procédure a déja
été utilisée en relativité générale, pour tenter d’associer un bord aux espaces
temps, dans le but de mieux en comprendre les singularités (voir par exemple
).

Nous avons déja vu en section 3 que le choix d’une base de g définissait
sur B un parallélisme R, et une métrique riemannienne p qui rendait ce
parallélisme orthonormé. Notons d, la distance associée a la métrique p. On
peut considérer (B, d) le complété de Cauchy de I'espace métrique (B,d,).
D’autre part, pour tout b € P, la différentielle de Ry, lue dans la trivialisation
de T'B fournie par le parallélisme R, est application Ad(b~!). 1l en découle
que pour tout b € P, R, est uniformément continue sur (B,d,), et qu'a ce
titre, elle se prolonge en une application R, sur (B, Zl). L’espace B s’écrit
naturellement comme la réunion B = B U 0,B. Le bord de Cauchy 0.B est
laissé stable par les transformations Ry, b € P. On pose alors .M = 9.B /P
(le quotient étant pris pour 'action de P sur 9.B via les transformations Ry).

Bien entendu, en toute généralité, 'espace M U .M = B/P n’est pas
séparé, ce qui confere a cette construction un intérét limité pour obtenir de
“jolis bords”.

Voyons ce que donne cette construction dans le cas ot X = OH :

Lemme 13.

(i) 0.X = 0.
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i1) Si ' C G est un sous-groupe discret qui agit proprement sur €, le bord
0.(T\Q,) est réduit a un point.

Preuve : rappelons que pour I'espace modele X, le fibré de Cartan est juste
le groupe G, et le choix d'une base de g détermine une unique métrique pg
invariante a gauche (et qui fait de la base choisie une base orthonormée). On
note B, 'image réciproque de ), pour la fibration 7x : G — X. Le bord
topologique B, de cet ouvert dans GG n’est autre que la fibre au-dessus de
o. On note p, la métrique induite par pg sur B,,.

La variété riemannienne (G, pg) est homogene donc complete, ce qui
prouve le point (). Le groupe I' agit par isométries pour pg. Ainsi, la
variété I'\G est munie d’une métrique p, induite par pg via l'application
de revétement. La variété (I'\G,ps) est également complete. Le quotient
B, = I'\B, s’identifie & un ouvert de I'\G, et son bord topologique 9B, C
['\G est la sous-variété I'\OB,.. On appelle p, la métrique induite par p. sur
B,. Comme 0B, est une sous-variété fermée de I'\G, il n’est pas difficile de
vérifier que tout point ps, € OB, est limite d’une suite (py) de B, qui est de
Cauchy pour la distance d; . Réciproquement, toute suite de B, qui est de
Cauchy pour d;, est a fortiori de Cauchy pour d5.. Ainsi (I'\G,d5,,) est le
complété de Cauchy de (B,,d5, ), et 0.B, s’identifie a 95,. Comme 'action
de P est transitive sur 9B, on obtient bien que 9.(I'\2,) est réduit & un
point.

O

7.3 Le bord géométrique d’un plongement

Soient (M, B,w) et (N,B’,w') deux géométries de Cartan modelées sur le
méme espace X = G/P.

On suppose qu’il existe un plongement géométrique ¢ : M — N. On
appelle alors bord géométrique de M associé au plongement o, noté 0, M,
le bord topologique de o(M) dans N. De méme, on notera d;B le bord
topologique de 6(B) dans B'.

On appelle p et p’ les métriques riemanniennes définies sur B et B’, as-
sociées au choix d’une méme base de g, telles qu’elles ont été définies en
section 3.1. Le plongement ¢ est alors en fait un plongement isométrique :
*p’ = p. On note d, et d, les distances associées a p et p'.

Définition 12. On appelle df, la distance sur 6(B) définie par :

%, (p,q) = nf{Ly(7) | v € C'([0,1],6(B)), ¥(0) =p, ¥(1) = ¢}.

31



Remarquons que & est une isométrie de (B, d,) sur (6(B),d7,). En parti-
culier, par équivariance de ’action de P, les transformations Ry, pour b € P,
sont uniformément continues pour la métrique d7,.

On introduit également la :

Définition 13 (Points réguliers). — On dit qu’un point p € 03B est régulier
sl existe une suite de points (py) de 6(B) qui tend vers p, et telle que (py)
soit une suite de Cauchy pour la distance d7,.

— On dit qu’un point x € 0,M est régulier s’il existe un point réqulier
de 0;B au dessus de x.

— L’ensemble des points réguliers de 0;B (resp. 0,M) est noté 9, B
(resp. OL9M ).

Remarquons que comme 0,“B est invariant par l'action de P sur B’
s'il existe un point de 9, B au-dessus de z, alors tous les points de la fibre
au-dessus de x sont réguliers.

Lemme 14. Si 0,M est non vide, alors 9,9 M est dense dans O, M.

Preuve : on considere un point z, € 9,M, et on le remonte en un point T, €
0;B. On se fixe une petite boule B, (0;_,€) C T; B’ telle que Exp;_ soit
un difféomorphisme de B,(0;_,€) sur son image. Pour tout v € By (0;_,€),
on appelle T'(u) Pensemble des ¢ € [0, 1], pour lesquels il existe b; €]t, 1], de
sorte que ug(]t, b[) soit une composante connexe de ui(]0,1[) N o (B). Pour
chaque v € B,(0;_,¢€), on pose 7, = inf T},,, avec la convention 7, = 400
si T, = (. Remarquons que si t € T'(u), alors u*(¢) est un point régulier
de 0;B. En effet, si (¢,) est une suite de |t, b;[ qui converge vers t, alors la
suite u*(t,) est de Cauchy pour d7, et converge vers u*(t). Maintenant, on
observe que si inf,¢ B,(0s.,) Tu = T est strictement positif, cela signifie que
Exp,. (By(0;.,7)) ne rencontre pas o(M), une contradiction avec le fait
que T € O, M.

On en déduit qu’il existe une suite (t;) de [0,1] qui tend vers 0, avec
ti € T'(w;), u; € By(0z..,€) pour tout ¢ € N. La suite uf(t;) est alors une
suite de points réguliers qui tend vers Z.. En projetant, on récupere une
suite de 0,9 M qui converge vers ..

O

Lemme 15. I existe une application ) : 9, B — P(0.B) (ou P(0.B) désigne
l’ensemble des parties de 0.B), telle que si & et § sont deuz points distincts
de O7°9B, alors j(z) Ni(y) = 0.

De plus, Uapplication j est équivariante pour laction de P sur 0B et
P(0.B). Elle induit donc une application j : OL9M — P(0.M) telle que
Jj(x)Njly) =0 lorsque x # y.
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Preuve : On définit 'application ) de la maniere suivante : pour tout point
Too € 0,B, j(Zs) est U'ensemble des suites () de 6(B) qui convergent
Vers T, et qui sont de Cauchy pour d7, (pour étre précis, ce sont les suites
6~ 1(21) qui définissent des points de 9.B). Avec cette définition, si b € P,
il est clair que J(Rp.Zo) est la partie R,.j(Zoo), d’out 'équivariance de j. Si
Too €t Yoo sont distincts dans 9, B, et que (&) et (Jx) sont deux suites de
I(Zs0) €t J(Uno) respectivement, alors il existe € > 0 tel que pour tout k € N,
dy (Zk, ) > €. Donc a fortiori d3,(x, gx) > €, ce qui prouve que (Zx) et (Jx)
sont distincts dans 0.B.

Remarquons que la propriété () N j(g) = @ pour & # ¢, couplée a
la propriété d’équivariance implique que pour tout Zo, € 0,7B, J(Zo) ne
contient pas deux points qui sont sur une méme P-orbite de 0.B. Ainsi, j
induit bien une application j : 9"9M — P(9.M). Soient = # y dans 9.*9M,
et choisissons Z et y au-dessus de x et y respectivement. Supposons que l'on
ait j(x)Nj(y) # (0. Dans ce cas, j(Z) N Ry.(3(9)) # 0, pour un certain b € P.
Par équivariance, cela implique que j(2) Nj(Ry.4) # 0, ce qui est impossible
étant donné que T # Rp.y.

O

7.4 Preuve du théoréeme 4

On se place sous les hypotheses du théoreme 4, et on reprend les notations
de la preuve du lemme 13.

Le premier cas & considérer est celui ou 0,(I'\€2,) est vide. Dans ce cas,
o est un difféomorphisme. C’est un isomorphisme géométrique entre I'\(2,
et M, et on est dans le cas (i) du théoreme.

Maintenant, supposons que J,(I'\€2,) soit non vide. Par le lemme 14,
I'ensemble des points réguliers de 0,(I'\€2,) est dense dans 0,(I'\€2,), et en
particulier, il est non vide. Mais le lemme 15, associé au point (ii) du lemme
13, assure que I'ensemble des points réguliers est un singleton, qui de plus
doit étre dense dans 0,(I'\Q2,). Ceci prouve que 9,(I'\€2,) est lui-méme
réduit & un point que l'on appelle k. Ainsi, 9;B, = 9;B, s'identifie a la
fibre (i.e une P-orbite) de B au-dessus de x. L’application ) du lemme 15
est une application équivariante de cette fibre sur 9.5, ce dernier espace
s’identifiant & '\ P. En particulier, I’action de P sur I'\ P doit se faire sans
point fixe, ce qui implique I" = {e}.

Finalement, M = ¢(Q,) U {xk}. Ainsi, M est difféomorphe a X, donc
simplement connexe, et d’autre part (M, B,w) est plate puisqu’elle 'est sur
un ouvert dense, et que sous I’hypothése w de classe C1, la courbure est con-
tinue. On va avoir une application développante de M dans X, qui va étre
un revétement, par compacité de M. L’application développante est alors un
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isomorphisme géométrique entre M et X.
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