DEGENERESCENCE LOCALE DES TRANSFORMATIONS
CONFORMES PSEUDO-RIEMANNIENNES

CHARLES FRANCES

RESUME. Nous étudions ’ensemble Conf(M, N) des immersions con-
formes entre deux variétés pseudo-riemanniennes (M, g) et (N, h). Nous
caractérisons notamment ’adhérence de Conf(M, N) dans 'espace des
fonctions continues C°(M, N), et décrivons quelques propriétés géomé-

triques de (M, g) lorsque cette adhérence est non vide.

1. INTRODUCTION

Cet article porte sur I’étude de ’ensemble Con f(M, N) des immersions con-
formes lisses, entre deux variétés connexes pseudo-riemanniennes (M, g) et
(N, h), également lisses, de méme signature (p, q). Il s’agit des immersions
f M — N qui satisfont f*h = e?g, avec o une fonction lisse sur M. On sera
particulierement intéressé par les manieres dont peuvent dégénérer de telles
immersions conformes, autrement dit, par “Iinfini” de Conf(M,N). Un
moyen de comprendre cet infini consiste a décrire ’adhérence de Con f(M, N)
dans C°(M, N), I'espace des applications continues de M dans N, que 1’on
munit de la topologie de la convergence uniforme sur les compacts de M.

Lorsque I'on est en présence de deux variétés riemanniennes (M, g) et (N, h)
de méme dimension n > 2, on dispose de résultats tres généraux, prouvés par
J. Ferrand dans [F2], qui traitent de ’ensemble Qx (M, N) des plongements
K-quasi-conformes entre (M, g) et (N,h), ou K > 1 (voir également les
travaux [G] et [V] dans le cadre de 'espace euclidien). Il ressort essentielle-
ment des théoremes A, B et C de [F2], que si une suite (f;) de Qx (M, N)
admet une limite f dans C°(M, N), alors f appartient & Qx (M, N) ou f est
une application constante. De plus, si I’on est dans ce dernier cas, la variété

Date: July 9, 2010.
1991 Mathematics Subject Classification. 53A30, 53C50.

Key words and phrases. Conformal vector fields, pseudo-riemannian structures.
1



2 CHARLES FRANCES

(M, g) est K-quasi-conforme & un ouvert de R". Autrement dit, les appli-
cations quasi-conformes entres variétés riemanniennes dégénerent comme le

font les transformations de Mdbius.

Notre objectif est de comprendre ce qu’il advient en signature quelconque,
pour les immersions conformes, donc sans hypotheése d’injectivité, mais en
se limitant aux applications lisses, et a la dimension > 3. On travaille donc
dans le contexte des structures géométriques rigides.

Notre premier résultat caractérise les familles normales de Conf(M,N),
c’est-a-dire celles qui sont relativement compactes dans C°(M, N). Nous
allons en fait donner un critére local simple, qui assure la relative compacité

au sein des applications lisses.

Théoréme 1.1. Soient (M, [g]) et (N, [h]) deux structures conformes pseudo-
riemanniennes de signature (p,q), p+q > 3. Soit F une famille d’immersions
conformes lisses de (M, [g]) dans (N,[h]). On suppose qu’il existe x € M
tel que :

(1) L’ensemble E := {f(z) | f € F} est relativement compact dans N.
(2) La famille F est équicontinue en x.

Alors il existe un ouvert U C M contenant x tel que Fji; soit relativement
compacte dans C*°(U, N), pour la topologie de la convergence C*° sur les

compacts de U.

On veut maintenant décrire quelles applications peuvent apparaitre dans
I'adhérence de Conf(M, N) dans C°(M, N). Le théoréme 1.1 assure déja que
ces applications sont nécessairement lisses. On peut en fait dire beaucoup
plus grace au théoreme ci-dessous. Nous rappelons qu’une sous-variété %
de (M, g) est dite dégénérée lorsque la restriction de g a ¥ est dégénérée.
Si x € 3, le radical isotrope en x est le plus grand sous-espace de T, sur
lequel la forme g, s’annule. La variété 3 est dite totalement isotrope lorsque
la restriction de g a ¥ est identiquement nulle. Dans le cadre riemannien,
les sous-variétés dégénérées sont les points. Enfin, la notion de sous-variété
totalement géodésique conforme sera introduite en Section 3.3.

Théoréeme 1.2. Soient (M, [g]) et (N, [h]) deux structures conformes pseudo-
riemanniennes de signature (p,q) , p+q > 3. Soit fi : (M,[g]) — (N, [h])
une suite d’immersions conformes lisses qui converge uniformément sur les
compacts de M wvers une application f € CO(M,N). Alors lapplication f

est de classe C* et de rang constant, et la convergence de (fy) vers f est
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C° sur les compacts de M. De plus, on est dans exactement l'un des trois

cas suivants :

(1) L’application f appartient a Conf(M,N).
(2) L’application f est constante. Dans ce cas, (M,g) est localement
conformément Ricci-plate.
(3) (a) Localement, f est une submersion sur une sous-variété lisse,
totalement isotrope de N.
(b) Les fibres de f sont des sous-variétés totalement géodésiques
conformes, qui sont dégénérées. Le radical isotrope de ces fibres

a pour dimension le rang de f.

Dans le cadre riemannien, le cas (3) ne peut pas se produire. On retrouve que
la limite d’une suite d’immersions conformes riemanniennes est soit une im-
mersion conforme, soit une application constante. En signature lorentzienne,
les limites possibles de suites d’immersions conformes sont soit des immer-
sions conformes, soit des applications constantes, soit des submersions sur
une géodésique de lumiere de (N, h), dont les fibres sont des hypersurfaces
dégénérées, totalement géodésiques conformes, de (M, g).

Dans tous les cas, I’énoncé précédent montre que lorsque Conf(M, N) n’est
pas fermé dans CY(M, N), la variété (M, g) présente des propriétés géomé-
triques intéressantes. Dans les cadres riemanniens et lorentziens, on peut

préciser ces résultats pour obtenir :

Théoréme 1.3. Soient (M, [g]) et (N, [h]) deux structures pseudo-rieman-
niennes de méme signature (p,q), p+q > 3. On suppose que Conf(M,N)
n’est pas fermé dans C°(M, N). Alors :

(1) Si(M,[g]) est riemannienne, elle est localement conformément plate.
(2) Si (M,[g]) est lorentzienne, alors elle est localement conformément
Ricci-plate. Si de plus l'adhérence de Conf(M,N) dans C°(M, N)
contient une application constante, alors (M, [g]) est localement con-

formément plate.

Enfin, notre dernier théoreme est de nature dynamique. Etant donnée une
suite (fx) de Conf(M, N) qui converge dans C°(M, N) vers une application
f, le Théoréme 1.2 nous dit que les fibres de f sont des sous-variétés de M.
Si z et y sont dans la méme fibre, alors fi(x) et fi(y) ont bien entendu
la méme limite. La question est maintenant de savoir “a quelle vitesse” les

points fi(x) et fr(y) se rapprochent. Le résultat qui suit peut étre vu comme
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un pendant conforme de [Zel, Théoremes 1.1 et 1.2], et donne existence de
“vitesses critiques” naturellement associées a la suite (fx), qui définissent a
leur tour des sous-feuilletages totalement géodésiques conformes des fibres de
f. Avant de donner I’énoncé précis, rappelons que si (ag) et (bg) sont deux
suites de réels positifs, alors ap = ©(by) signifie qu'il existe deux constantes
C1,Cy > 0 telles que pour k suffisamment grand :

Cib, < ap, < Caby,.

Par a;, = O(by), on entend qu’il existe C' > 0 tel que pour k suffisamment
grand, ap < Cby.

Théoréme 1.4. Soit (fi) une suite de Conf(M,N) qui converge uniformé-
ment sur les compacts de M wvers une application limite f. Quitte a rem-
placer (fr) par une suite extraite, il existe :

o Un entier s > 1 et une filtration de TM, Fy = {0} € F1 C
oo © Fs1 ©TM, qui s’intégre en s feuilletages lisses totalement
géodésiques conformes de M, Fo C ... C Fs_1.

o Des suites convergentes pi(k), ..., pus(k) de RY, vérifiant p;(k) =
O(pj+1(k)) pour j € {1,...,s — 1}, et des entiers ni,...,ns de N*

avec ny + ...+ ngs =n, tels que pour tout k € N, la matrice

:ul(k)lnl 0
0 lu’s(k:)lns
préserve la classe conforme de la forme quadratique 2x1xp g+ ...+

2

772

q
20pTqp1 + X, 4
satisfaisant les propriétés suivantes :

(1) (a) Un vecteur non nul w € TyM appartient a Ty M \ Fs—1(x), si et

seulement si pour toute suite (uy) de T, M qui converge vers u,

1Dz fie (un) || = © (s (K))-

(b) Un vecteur non nul uw € T,M appartient a Fj(x) \ Fj-1(x),
j=1,...58—1, st et seulement si les deux conditions ci-dessous
sont satisfaites :

(i) Pour toute suite (uy) de T, M qui converge vers u,

(k) = O(|| Dz fr.(uk)])-



DEGENERESCENCE LOCALE 5

(ii) Il existe une suite (ug) de T, M qui converge vers u telle
que (1D fi(ur)l| = ©(p5 (k).
(2) Chaque x € M admet un voisinage U, tel que la feuille locale Fjoc(m‘)
de x dans U, soit caractérisée par :
(a) Un point y appartient ¢ U, \ FI°(z) si et seulement si pour
toute suite (yx) de Uy qui converge vers y, d(fi(z), fu(yr)) =
O (us(k).
(b) Un point y appartient a Fjoc(x) \ F]l-‘jcl(x), j=1,...s=1, siet
seulement si les deux conditions ci-dessous sont satisfaites :

(i) Pour toute suite (yx) de U, qui converge vers y,

1 (k) = O(d( fi(x), fr(yx)))-
(ii) Il eziste une suite (yy) de U, qui converge vers y telle que

d(fx(), fr(yr)) = O(u;(k)).

Nous verrons en Section 8 que l'entier s, les sous-variétés F' ;"C(:E) et les suites
wi(k), s’ils vérifient les conclusions 2 (a), (b) du théoreme, sont uniques.

2. PREREQUIS ALCEBRIQUES ET GEOMETRIQUES

2.1. L’univers d’Einstein. Nous commencons par de brefs rappels géomé-
triques sur l’espace modele conformément plat de signature (p, ¢). Pour une

étude plus détaillée, nous renvoyons le lecteur a [BCDGM] ou [Fr2].

Soit RPT14+1 T'espace RPT9T2 muni de la forme quadratique :

1,q+1 — 2
Qp+ q+ (x) = 200Tp g1 + oo+ 20pTg41 + EZH%

Le cone isotrope de cette forme quadratique est noté NPT14+1 La restric-
tion de QP11 fournit une métrique dégénérée sur NP4\ {01 dont le
noyau est de dimension 1, et est tangent aux génératrices du cone NPTHa+!,
Ainsi, le projectivisé P(NPT14+1\ [0}) est une sous-variété lisse de RPPTITL,
naturellement munie d’une classe conforme de métriques non dégénérées, de
signature (p,q). On appelle univers d’Finstein de signature (p,q), et I'on
note Ein?"?, cette variété compacte P(NP14T1\ {0}) munie de la structure

conforme ci-dessus.

L’espace Ein®? n’est autre que la sphére S? munie de la classe conforme de
la métrique “ronde” ggq. Pour p > 1, le produit SP x S?, muni de la classe
conforme de la métrique produit —gsr @ gse, est un revétement double,
conforme, de EinP9,
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Soit O(p + 1,49 + 1) le groupe des transformations linéaires qui laissent
QPLa+ invariante. L’action naturelle de O(p+ 1, ¢+ 1) sur Ein™? préserve
la structure conforme de Ein??, et il s’avere que O(p + 1,q + 1) est tout le
groupe des difféomorphismes conformes de Ein?? (voir [Fr2] ou [S], ainsi que
les références de [KR]).

Dans tout 'article nous appellerons o le point de Ein”? correspondant a
[eo]. Son stabilisateur P C O(p + 1,q + 1) est un sous-groupe parabolique
isomorphe au produit semi-direct (R* x O(p, q)) x RP4, avec n = p+¢. Du
point de vue conforme, Ein?? est donc I’espace homogene O(p+1,q+1)/P.

2.2. L’algebre de Lie g =o(p+ 1,q + 1). L’algebre de Lie o(p +1,¢+ 1)
est composée des matrices X de taille (p + g+ 2) x (p+ ¢+ 2) qui satisfont
Iidentité :

Xth+1,q+1 + Jpt1,g+1X = 0.
Ici, Jpt1,4+1 est la matrice dans la base (e, ..., e,41) de la forme quadra-

L’algebre o(p + 1, g + 1) s’écrit comme une somme n~ @3 G s S nt, ol

a 0
3= 0 a€R
—a
0 0
5= M : M € o(p,q)
0
0 xt.Jpg
nt = 0 T : z € RPY
0
n = z 0 : z € RPY
0 —atJ,, O

On notera également v = 3 & s. Par N, N~ et Z, on désignera les sous-
groupes connexes de O(p + 1,q + 1) dont I'alebre de Lie est nt, n™ et 3
respectivement. Il existe par ailleurs dans O(p + 1,¢ + 1) un sous-groupe
isomorphe & O(p, ¢q), dont l'algebre de Lie est s : il sera noté S. Enfin, on
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appelera R le produit Z x S, dont l'algebre de Lie est r. Ce groupe est
isomorphe au produit R x O(p, q).

Dans o(p+ 1,q + 1), on appelle a I’algebre constituée des matrices :

aq

a= Og—p : at,...,opr1 €R

Dans I'expression ci-dessus, 0,—, désigne la matrice nulle de taille ¢ —p. On
appelle at le sous-ensemble de a pour lequel oy > ... > apr1 > 0, et l'on
pose AT := %" (I'image de a™ par I'exponentielle dans O(p + 1,q + 1)).

2.3. Le groupe parabolique P. Le groupe P est le stabilisateur du point

o = [eo] dans O(p+1,¢+ 1). 1l s’agit du sous-groupe (Z x S) x N* C O(p+

1, + 1). Comme nous 'avons vu, il est isomorphe au produit semi-direct

(R x O(p,q)) x R”4, i.e au groupe conforme de I'espace RP4. Cet isomor-

phisme n’est pas fortuit. Il existe en effet une immersion conforme j : RP9 —

Ein®?  appelée projection stéréographique, et donnée en coordonnées projec-
QPI(z)

tives par la formule z = (21,...,2,) — [-~5 2, 21,...,22,1]. L’image

J(RP9) est le complémentaire dans Ein”? du cone de lumiere passant par o.

2.3.1. Le groupe P comme groupe de transformations affines. L’application
j conjugue l’action naturelle de P sur le complémentaire du cone de lumiere
issu de o, a 'action affine de (R’ x O(p,q)) x RP? sur R”4. Grace a la
projection stéréographique j, on verra souvent les éléments de P comme des
transformations affines de RP4, notées A+ T , o A € R} x O(p, q) est la
partie linéaire, et T' € RP*? le facteur translation.

Vu comme élément de O(p + 1,¢q + 1), une translation de vecteur v € RP?

admet ’expression :

(1) nt(v) = 1 v
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L’ensemble des translations forme le groupe N1, d’algebre de Lie n™. L’appli-
cation n* : RP? — N est un isomorphisme de groupes.

Vu dans O(p+1,¢ + 1), un élément AA € R’ x O(p, q) s’exprime comme :

A0 0
(2) 0 A 0
0 0 1
a1
Qp+1
Par ces identifications, un élément h = I,—p

de AT est la transformation linéaire diagonale :

a2

Qp+1

1

a2
agissant sur RP9. On note : h = diag (A1,...,\n), avec A1 > ... > A, > 1.
Il est & noter que 'action adjointe (Ad h) restreinte & n~ se fait via la
. . 1 1

transformation diag (5-,. .., 5-)-

Dans tout I'article, on adoptera tantot la notation h € R, lorsque h est vu
comme un élément de O(p+1,¢+ 1), tantot h € R x O(p, ¢) pour signifier
que l'on voit A comme une transformation linéaire de I’espace RP4.

3. GEOMETRIE SUR LE FIBRE DE CARTAN ASSOCIE A UNE STRUCTURE
CONFORME

Nous commengons par rappeler l'interprétation des structures conformes
pseudo-riemanniennes de dimension supérieure ou égale a 3 en termes de

géométrie de Cartan.
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3.1. Le probléeme d’équivalence. Soit G un groupe de Lie, P C G un
sous-groupe fermé, et X = G/P. On appelle géométrie de Cartan modelée
sur X la donnée d’un triplet (M, M, w), ol :

(1) M est une variété de méme dimension que X.
(2) 7 M — M est un P fibré principal au-dessus de M.
(3) la forme w est une 1-forme a valeurs dans g, satisfaisant les propriétés
suivantes :
e Pour chaque z € M , Wi oo T, M — g est un isomorphisme
d’espaces vectoriels.
e Pour tout X € g et & € M, (JJ@(%t:ORetX.i) = X.
e Pour tout p € P, (R,)*w = (Ad p~1).w.

Ici, R, désigne I'action a droite de p € P sur M , et !X est 'exponentielle
dans le groupe G. Une 1-forme w comme ci-dessus s’appelle une connexion
de Cartan sur M.

Il faut penser a une géométrie de Cartan comme un analogue courbe du

modéle plat (X, G,wg) o wg est la forme de Maurer-Cartan sur G.

Prenons a présent 1’exemple de I’espace homogene X := Ein”? = O(p+1, ¢+
1)/P, et d’une géométrie de Cartan (M, M, w) modelée sur Ein?. Pour tout

z € M et & € M au-dessus de z, il existe un isomorphisme naturel :
Ly g/p — TpyM

défini par ¢5 (@ = Dympr(w} ' (€)), olt € est un représentant quelconque dans
g delaclasse € € g/p. L’isomorphisme ¢; satisfait la relation d’équivariance :

(3) -1 ((Ad p).6) = 13(E). Vp € P.

Soit AP? une métrique de signature (p, q) sur n—, qui soit (Ad S)-invariante
(notons qu’une telle métrique est unique & multiplication par un scalaire
pres). Alors C = [A9] est I'unique classe conforme de produits scalaires de
signature (p,q) qui soit (Ad P)-invariante sur g/p, ¢;(C) définit une classe
conforme de signature (p, q) sur T,,M, indépendante du choix de & € M au-
dessus de x. Autrement-dit, une géométrie de Cartan (M ,M ,w) modelée
sur Ein”? définit une classe conforme [g] de métriques de signature (p, q) sur

M.

Le fibré M étant fixé, il existe a priori beaucoup de connexions de Cartan
w définissant la classe [g] sur M. De méme que dans le contexte métrique, il
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existe une unique connexion compatible sans torsion (la connexion de Levi-
Civita), il existe un choix de normalisation adéquat qui rend w unique (voir
la Section 3.1.1 ci-dessous). Précisément, voir [Sh, chap. 7, Prop. 3.1 p.285],
[Ko], on peut énoncer le :

Théoréme 3.1 (E. Cartan). Soit (M, [g]) une structure conforme pseudo-
riemannienne de signature (p,q), p + q > 3. Alors il existe une unique
géométrie de Cartan (M, M,w) normale, modelée sur EinP?, définissant la
structure conforme (M, [g]) par la procédure ci-dessus. En particulier, tout
difféeomorphisme conforme local ¢ sur M se remonte en un automorphisme

local de fibré (renoté ¢) qui préserve w.

Dans la suite, si (M, [g]) est une structure conforme pseudo-riemannienne
de dimension n > 3, nous appellerons le triplet (M M ,w) donné par le
théoreme 3.1, le fibré normal de Cartan défini par (M, [g]).

3.1.1. Courbure conforme et connexion normale. Pour une géométrie de
Cartan (M,M,w) modelée sur un espace X = G/P, on a une notion de
courbure K définie, pour tout couple de champs de vecteurs X et Y sur M
par (voir [Sh] p.176, p. 191) :

K(X,7) i= dw(X,¥) + [w(X), (V)]
En particulier, si X et Y sont w-constants, on obtient :
(4) K(X,Y) = [w(X),w(Y)] —w(X,Y)).

Par ailleurs, en un point ot X ou Y est tangent aux fibres de M, la courbure
s’annule. On peut donc également voir la courbure comme une application
% : M — Hom (A%(g/p),g). Cette fonction courbure s’annule au-dessus d'un
ouvert U C M si et seulement si cet ouvert est localement conformément
plat.

L’application k satisfait la relation d’équivariance :
(5) (Ad p™1)-hz 1 ((Ad p).&, (Ad p).n) = ra(€m).

Dans le cas ot (M, M,w) est le fibré normal de Cartan d’une structure
conforme pseudo-riemannienne (M, [g]), alors la condition de normalisation
sur w dit deux choses : d’une part que la fonction courbure %, au lieu d’étre
a valeurs dans Hom (A2%(g/p), g) est a valeurs dans Hom (A%(g/p),s @ nt),
et d’autre part que la composante x5 est dans le noyau de ’lhomomorphisme
de Ricci (voir [Sh] p.280, et la Prop. 3.1 p.285). Cette composante ks de
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k sur s correspond au tenseur de Weyl W sur la variété M ([Sh] p.236 et

p.290), via la formule : W (u,v)w = [Hs(L;I(U), ngl(v)), Lél(w)].

3.2. Application exponentielle conforme. Le choix d’un élément Z dans
g =o0(p+1,q+1) définit naturellement un champ de vecteurs Z sur M par
la relation w(Z) = Z. Si Z € g, on note 1%, le flot local engendré sur M par
le champ Z. En chaque Z € M, on définit W; C g 'ensemble des Z tels que
¥, est défini pour ¢ € [0,1] en 2. On définit 'application exponentielle en
z:
exp(@, ): Wy — M

par :

exp(&, Z) =1} &

Il est standard de montrer que W; est un voisinage de 0, et que I’application
¢ — exp(z, &) réalise un difféomorphisme d’un voisinage V; C W; contenant
0 sur un voisinage de Z dans M.

3.2.1. Application exponentielle et immersions conformes. Soient (M, [g]) et
(N, [h]) deux structures pseudo-riemanniennes de signature (p, q), p+q > 3.
On appelle (M, M,w™) et (N, N,w") les fibrés normaux de Cartan associés.
Pour ne pas alourdir les notations, on appellera indistinctement exp les
applications exponentielles sur M et N. Soit f est une immersion conforme
de (M, [g]) dans (N, [h]). Alors f se remonte en une immersion, renotée f, du
fibré (M, M, w) dans le fibré (N, N,w™), qui satisfait de plus f*(w) = w™.
Soit Z € g, et Z; (resp. 22) le champ de vecteurs sur M (resp. sur N)
satisfaisant wM™ (Z1) = Z (vesp. w™N(Zy) = Z). Alors f.(Z1) = Zo, et si
p € P, (R)«(Z) = Z, , ot Z, := (Ad p~1).Z. On en déduit la propriété
d’équivariance tres importante suivante. Pour tout £ € W;, et p € P, on a
(Ad p).£ € Wy p1 et

(6) flexp(#,€))p~" =exp(f(2).p~", (Ad p).£).

3.3. Sous-variétés totalement géodésiques conformes. Dans toute cet-
te section, (M, [g]) désigne une structure conforme pseudo-riemannienne de
dimension n > 3, et de signature (p,q). On interprete cette structure con-
forme comme une géométrie de Cartan modelée sur Ein”?, et I'on appelle
(M, M,w) le fibré normal de Cartan.

La connexion de Cartan w définit une notion de transport parallele sur le
fibré M : si o : [0,1] — M est une courbe lisse et si £ € g est un vecteur, alors
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w;(lt) (&) définit un champ de vecteur le long de la courbe a, que 'on qualifiera
de “parallele”. Les courbes de M dont le vecteur tangent est parallele sont
les t — exp(z,§), T € M, ¢ € g. On définit les segments géodésiques
conformes (paramétrés) de M comme les projections sur M de courbes de
la forme ¢ — exp(z,§), & € M,£en™ (noter que l'on se limite aux vecteurs
¢ horizontaux). Par exemple, sur la sphere standard riemannienne S”, les
segments géodésiques conformes sont les arcs de grands cercles, ainsi que
leurs images par les transformations de Mobius. Nous ne détaillerons pas
les propriétés de ces courbes dans cet article (voir [CSZ], [F3]).

De maniere générale, étant donné S C g un sous-espace vectoriel, on peut
se demander si la distribution de TM définie par w™H(S) admet une ou
plusieurs feuilles intégrales. Autrement dit, existe-t-il une sous-variété Sc
M telle que w(T S) = {S}; on dit alors que S est une sous-variété paralléle
de M. Notons que nécessairement, si S est une sous-variété intégrale de
w™1(8S) passant par #, alors pour I un voisinage de 0 suffisamment petit,
exp(2,SNU) C S.

L’existence de sous-variétés paralleles de dimension > 1 traduit souvent des
propriétés géométriques particulieres de la structure conforme (M, [g]). A
titre d’exemple, citons le :

Lemme 3.2. Si la distribution de TM définie par w™l(n7) admet une feuille
intégrale S passant par T € M, alors il existe un ouvert de M contenant

x = mp(Z) qui est localement conformément plat.

Preuve : soit Zi,...,Z, une base de n™, et 21,...,Zn les champs w-
constants de M associés, alors on a en chaque point ¢ de S 1a relation :

K(Zi, Z;) = i, Z;) — w([Zi, Z3) = —w((Zi, Zj]).

Comme w(TS’) C n~ par définition, on a qu’en chaque § € S, K(ZZ, ZJ) €
n~. La connexion de Cartan étant normale, sa courbure est a valeurs dans
R @ o(p,q) ®nt. On conclut que K = 0 sur S, et comme S se projette sur

un ouvert contenant mps(Z), le lemme s’ensuit.

Par analogie avec les géodésiques conformes, on va maintenant définir les
sous-variétés totalement géodésiques conformes de M comme des projections
sur M de certaines sous-variétés paralleles de M.



DEGENERESCENCE LOCALE 13

Définition 3.3 (Sous-variétés totalement géodésiques conformes). Soit ¥ C
M wune sous-variété. On dit que X est totalement géodésique conforme

lorsque :

o [l existe une sous-algébre de Lie ) :=ny & py dans g, avec ny C n™,
p1 C p, telle que w=t(h) admette une feuille intégrale S dans M.

~

o La sous-variété o s’écrit X = mp(5).

Comme nous 'avons dit, il n’y a génériquement pas de sous-vraiété totale-

ment géodésique de dimension > 2.

3.4. Existence locale de métriques Ricci-plates dans la classe con-
forme. Soit (M, M,w) le fibré normal de Cartan d'une variété pseudo-
riemannienne conforme (M, [g]). Nous avons vu au Lemme 3.2 que si b
est une sous-algebre de Lie de g, 'existence d’une feuille intégrale a la
distribution w=!(h) sur TM pouvait avoir des conséquences géométriques
intéressantes. Un autre cas remarquable est donné par la proposition suiv-

ante :

Proposition 3.4. Si la distribution w™!(n~ @ s) admet une feuille intégrale
Mg cM passant par & € M, alors il existe un voisinage U de x = mp(Z),

et une métrique Ricci-plate dans la classe conforme [g]y -

Preuve : dans la preuve, on va identifier g/p & n~, via un isomorphisme
qui commute a l'action adjointe de Z x S. On considérera alors ¢; comme

un isomorphisme entre n~ et T, M. Apres cette identification, la relation :

(7) tip—1 ((Ad p).£) = 12(§)
est encore valable lorsque £ en", et p e Z xS C P.

La feuille intégrale Moy, si elle est choisie maximale, est stable par 'action
A droite de S° sur M. Quitte a prendre le saturé par 'action de S, nous
supposerons dans ce qui suit que M est stable par 'action de S. Soit U
un voisinage de 0 dans g, assez petit pour que £ — myr(exp(Z,&)) soit un
difféomorphisme de & N n~ sur son image. On note 3= exp(z,n~ NU),
et U le saturé de & par l'action de S; c’est un ouvert de My difféomorphe
au produit ¥ xS. On pose également U := WM(i), qui est un voisinage
de z := mps(Z). Les fibres de la restriction 7y de mps & U sont exactement
les orbites de S, et 7 : U — U est un S-fibré principal (ou de maniere
équivalente, un O(p, q)-fibré principal).
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La donnée de la sous-variété U permet de définir une métrique h sur U
comme suit : pour tout y € U et u,v € TyM, hy(u,v) := /\p’q(agl(u), L;l('l})).
Vérifions que h est définie sans ambigité; si § € U est dans la méme fi-
bre que g, alors 9 = ¢.p pour un élément p € S. Alors par la relation
(15), pour tout u € T,M, L;I(u) = (Ad p)L;;(u) Comme le produit \P+?
est invariant par laction adjointe de S, on a bien )\p7q(L;1(u),LT1(v)) =

AP ()1 (). |

Soit R le fibré des reperes orthonormés de h. Si (£1,...,&,) est une base
orthonormée de n™, on définit un isomorphisme de fibrés ¢ entre U et R de
la fagon suivante : pour § € U, on pose ¢(9) := (15(€1),- - -, 25(&n))-

Appelons maintenant @ la restriction de la connexion de Cartan w a TU. 1l
s’agit d’une connexion de Cartan sur le S-fibré U, & valeurs dans n~ @, qui
définit la métrique h. Le point essentiel est que si Z; et Zj sont deux champs
de vecteurs w-constants, avec w(Z;) € n~ et w(Zj) en, alors des que §j € U,
les vecteurs Z;(4), ZJ(Q) et [Zi, Z]](Q) appartiennent tous trois a TQU. On
en déduit que les fonctions courbures x : M — Hom (A%2(n~),s @ nt) et
%: M — Hom (A2(n7),n~ @ s) de &, coincident sur U. Ainsi, si ke est la
composante selon s de k, on a kK = ks = K en restriction a S. La premiere
conséquence est que & est en fait & valeurs dans Hom (A%(n™),s), ce qui sig-
nifie qu’elle est sans torsion. C’est donc que @ est la connexion de Levi-Civita
de h (voir [Sh] chap 6. pour une présentation du “probléme” d’équivalence
dans le cadre métrique). Maintenant, le fait que ks = & sur U signifie que
sur U, le tenseur de courbure de h coincide avec le tenseur de Weyl. En
effet, le premier est donné par R, (u,v)w = [F;g(Lyfl(u), Ly_l(v)), L;l(w)], tan-
dis que le second s’exprime comme Wy (u, v)w = [mt(gl(u), Lg_l(v)), L;l(w)].
La courbure de Ricci de h doit alors s’annuler (voir [?] Théoreme 1.114, p.
47, et [Sh] Proposition 1.4, p. 229 pour la décomposition de I'espace des
tenseurs de courbure en composantes irréductibles sous 'action de O(p, q)).

&

4. FAMILLES NORMALES D'IMMERSIONS CONFORMES

Dans toute cette section, (M, [g]) et (N, [h]) désignent deux structures con-
formes pseudo-riemanniennes de méme signature (p,q), avec p + ¢ > 3.
Jusqu’a la fin de Particle, on désignera par (M, M,wM) et (N, N,w™) les
fibrés normaux de Cartan associés aux structures conformes sur M et N

respectivement.
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4.1. Holonomie d’une suite d’immersions conformes.

Soit fx : (M,g) — (N,h), k € N, une famille d’immersions conformes. On
suppose que x € M est tel que fi(x) soit relativement compacte dans N.
On dit alors qu’une suite (hy) de P est une suite d’holonomie de (fy) en x
s’il existe une suite (#j) dans la fibre de z, contenue dans un compact de
M, et telle que fk(:i“k).hgl soit également contenue dans un compact de N.
Remarquons que, sous I'hypothese ou fi(z) est relativement compacte dans
M, il existe toujours au moins une suite d’holonomie associée a (fi).

4.1.1. Suites équivalentes. La notion de suite d’holonomie est stable “par
perturbation compacte” : si (hg) est une suite d’holonomie de (fx) en =z,
alors il en va de méme pour toute suite h}, = l1(k)hila(k), ot l1(k) et la(k)
sont des suites relativement compactes de P. On dit alors que (hy) et (h},)
sont équivalentes. Du fait que 'action de P sur M et N est propre, il est
facile de vérifier que réciproquement, deux suites d’holonomies de (f) en z
sont toujours équivalentes. Donc, ce qui a vraiment un sens, c’est la classe
d’équivalence des suites d’holonomies de (f;) en un point x. Mais dans tout
Particle, et par abus de langage, on dira fréquemment : soit (hy) ’holonomie
de (fr) en x. On entendra par 1a que (hy) est un représentant de la classe
d’équivalence de suites d’holonomies en x. On sera souvent amené a changer
une suite d’holonomie en une autre qui lui est équivalente.

4.2. Notion de stabilité. Soit fy : (M, g) — (NN, h) une suite d’immersions

conformes.

Définition 4.1 (Stabilité). On dit que la suite (fy) est stable en x € M si
fr(x) converge vers une limite zoo € N, et si pour toute suite (xy) de M
convergeant vers x, fr(xy) tend également vers zo,. La suite (fi) est dite
fortement stable en x s’il existe un voisinage U de x dans M tel que fi,(U)

converge vers zoo € N pour la topologie de Hausdorff.

On va également dégager une notion de stabilité pour les suites de P :

Définition 4.2. Une suite (hy) de P est dite stable si c’est une suite de A™.
De manieére équivalente, (hy) est stable si elle s’écrit :

hk = dZ(lg (Al(k‘i)a cee 7)‘n(k)) € Rj— X O(p7 q)a

avec M\ (k) > ... > M(k) > 1; en particulier les suites (%(k)), 1=1,...,n,

sont bornées. La suite (hy) est dite fortement stable lorsqu’elle est stable et

que de plus les suites (A%k))kEN’ i=1,...,n tendent vers 0.
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Le lemme suivant va montrer que la propriété, pour une suite (fx) comme
ci-dessus, d’étre stable en z, se lit sur I’holonomie (hy) de (fx) en . En
particulier, une suite (hy) de P, vue comme suite d’immersions conformes
de Ein”?, est stable en o (au sens de la définition 4.1) si et seulement si elle
est stable au sens de 4.2. Il n’y a donc pas d’ambigiiité dans la terminologie.

Lemme 4.3. La suite (fy) est stable en x € M (resp. fortement stable)
si et seulement si fi(x) converge vers zoo € N et s’il existe en x une suite
d’holonomie (hy) qui soit stable (resp. fortement stable).

Preuve : on commence par supposer que fi(z) converge vers zo, et que
(fx) est stable en z. On se donne (hy) une suite d’holonomie de (fi) en z,

et 'on exprime hy sous forme affine :

ol (o), (L) et (1)) sont des suites de R’ ,O(p,q) et RP? respectivement.
On peut écrire Ly = L1y Dy Lok out Dy, est un élément de O(p, q), de la forme
Dy, = diag (M (k),..., A\ (k)), avec A1(k) > ... > (k) > 0. Les suites
(L1k), (Lok) appartiennent & O(p, q) et sont relativement compactes. Ainsi,
quitte a remplacer (hy) par une suite équivalente, on peut supposer que (hy)
est égale & o, Dy, (Id+7k). Notre but dans un premier temps, est de montrer :

Fait 4.4. Si (fx) est stable en x, alors la suite (13) doit étre bornée.

Preuve : d’apres les expressions matricielles (1) et (2) données en section
2.3, la suite (hy) s’exprime dans O(p + 1,¢q + 1) sous la forme :

or —OkThJpg —EQPI(Ty)
Dk Dk-Tk
—1
Tk
Supposons par 'absurde que (7) ne soit pas bornée. On écrit :

= (11(k), ..., (k).
Quitte a considérer une suite extraite de (fx), il existe i € {1,...,n} tel que
|7i(k)] — 00. Soit j=n+1—isiie{l,...,p}U{g+1,...,n}, et j=1
sinon. Notons A le projectivisé de Vect(eg, e;) sur Ein™9. Alors hy, préserve
A et son action se fait via la transformation de PSL(2,R) suivante :

o —orTi(k)
0 Nk )
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Ainsi, il existe un paramétrage projectif de A au voisinage de o, donné par
Aj(k)s

oo (B)s ot

s — ma(e®), tel que e(Ad hk)-sC — ean($)C ) (5) ol ay(s) =
définie sur I := R\ {ﬁ}, et pg : I, — P est une courbe valant 15 en 0.
Comme (hy) est une suite d’holonomie de (fy), quitte a considérer une suite
extraite de (fi), on peut supposer qu'il existe une suite (Zj) qui converge
vers I, telle que fk(:%k).hlzl converge vers Z € N. On choisit A\ > 0 assez
petit pour que gy — exp(g, A() soit bien défini sur un voisinage de 2, et que
de plus mn(exp(2,A()) # 2o (c’est possible puisque ( est transverse a p).

Quitte & considérer & nouveau une suite extraite de (fx), on peut supposer

que est de signe constant, par exemple positif. L’image a4(]0, %[)

est | — 00,0 ou ]0,00[. La encore, quitte a extraire une sous-suite, on peut
supposer que c’est toujours le méme intervalle, par exemple ]0, co[ (les autres
cas se traitent de fagon similaire). Ainsi, pour tout k, il existe s € 0, ﬁk)[
tel que ag(sk) = A. Par ailleurs, s — 0 puisque |7 (k)| — oo.

Pour k suffisamment grand, on peut écrire :

(8) fr(exp(@r, skC))-hy " = exp(fr(@r)-hy, ', AC) pi(sk).-

Expliquons pourquoi cette relation est vraie. Soit (S, S, WS ) le fibré normal
de Cartan d’une variété pseudo-riemannienne conforme S de signature (p, q).
SiA:I— Set p: I — P sont deux courbes de classe C', et si 'on pose
~v(t) = A(t).p(t), alors (voir [Sh, p. 208]) :

(9) W (Y (1) = (Ad p(1)) W (X (1) + wa (P (1)),

ol wg désigne la forme de Maurer-Cartan sur le groupe G = O(p+1,q¢+1).
On peut appliquer I"équation (9), dans le modele (G/P,G,wg), a 1'égalité
e(Ad hi)sC — ear(s)C py (5) et Pon obtient :

(Ad hy).¢ = ap(s)(Ad pr(s)) "¢ + walph(s)).
Posons :

Y1(5) = frlexp(Zg, 5C)).hy ' = exp(fr(dx)-hy ", s(Ad hg).Q)
et
v2(s) := exp(fi(2k).hy, ', e (5)C) o (s).

wN(71(s)) = (Ad hy)-C



18 CHARLES FRANCES

et ’équation (9) fournit :
WM (13(5)) = ai(s)(Ad pi(s)) "¢ +wa(pi(s))-

Les courbes s +— 7i(s) et s — 72(s) satisfont donc la méme équation
différentielle du premier ordre, et valent toutes deux fx (a%k).h,;l en 0, donc

elles sont égales, ce qui justifie la relation (8).

En projetant I’égalité (8) sur M et N, on obtient :
Fu(mar (exp(@, 5x0))) = mn (exp(fi(@x)-hy ', AQ)).-

Or 7y (exp(Zg, sk()) tend vers x puisque s — 0.
En revanche, my (exp(fx(2x).hy ', AC)) tend vers 7y (exp(2, X)) # 2o0. Cela
contredit le fait que (fx) est stable en . {

On déduit de ce qui précede que (7x) est une suite bornée, et que par
conséquent, (hy) est équivalente dans P & une suite de la forme hy =
diag(A1(k),..., (k) € RE x O(p,q), ot Ai(k) > ... > A\y(k) > 0. On

veut & présent montrer :

Fait 4.5. Si (fi) est stable (resp. fortement stable) en x, alors les suites

N sont bornées (resp. tendent vers Q).

Preuve : supposons par 'absurde que le Fait 4.5 n’a pas lieu. Il existe
alors une suite (&,,) de vecteurs de n~ qui tend vers 0, et une suite extraite
(hg,,) telle que (Ad hyg,,).&p tende vers € # 0. Quitte & multiplier &, par
un € > 0 assez petit, on peut supposer que 'application exponentielle est
bien définie sur un voisinage de (Z,¢) dans N x g, et que exp(2,€) # Zoo-
On écrit alors :

o (Tar(exp(&,,,Em))) = TN (€XD(fr (Bk,)-gy > (Ad Bi,,)-Em)).

Or 7y (exp(2,,,&m) tend vers x.
En revanche, 7y (exp(fx,, (:%km).h,;i, (Ad hy,,).&m)) tend vers my (exp(Z, &) #
Zso) : contradiction avec la stabilité de (fx) en x.

Maintenant, si 'une des suites ﬁ ne tend pas vers 0, alors il existe une
suite extraite m ayant une limite non nulle A. On choisit & € n~ un
vecteur propre de Ad h; pour la valeur propre ﬁ Notons que Ad h;
est diagonale dans une base indépendante de k, donc &; peut étre choisi
indépendant de k. Ainsi :

o (@1 (exp(Ep,,, 561))) = TN (exp(fr,p (T )P, » )\i(zm)Sfi))-
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Pour s petit, mys(exp(2,,, s&i)) converge vers un point proche de x, tandis
que 7 (exp(f,, (fkm)ﬁ;;i, %s&)) converge vers expy(Z, As&;), qui est

différent de 2.
La suite (f) n’est pas fortement stable en z dans ce cas.

Le Fait 4.5 affirme que si (fx) est stable en = (resp, fortement stable),
alors (hj) est une suite stable (resp. fortement stable) de P. Il nous
reste & montrer que réciproquement, si fi(x) tend vers zo et si (fx) admet
une suite d’holonomie (hg) en = qui est une suite stable (resp. fortement
stable) de P, alors (f;) est stable (resp. fortement stable) en z. Sup-
posons pour commencer que la suite d’holonomie (hy) est stable, et s’écrit
diag(A1(k), ..., An(k)), ou les suites ﬁ sont bornées. On considere une
suite (Zx) de la fibre de = contenue dans un compact de M , de sorte que
fr(d1).hi* soit contenue dans un compact de N. Soit (yj) une suite qui
tend vers z. Alors pour k assez grand, on peut écrire yi = mas(exp(Zg, &k)),
pour une certaine suite (£;) de n~ qui tend vers 0. On obtient que :

frlexp(@x, &)).hy b = exp(fi(x)-hyt, (Ad hyg).&).

Or les ﬁ étant bornées, on a (Ad hy).x — 0. En projetant sur la variété

N, on obtient bien fx(yr) — 200 : la suite (fx) est stable en x.

Si de plus, on sait que limg_.o ﬁ = (0 pour ¢ = 1,...,n, alors pour tout
ensemble relativement compact K de n™, on a (Ad hi).K — 0 (la limite
étant prise pour la topologie de Hausdorff). On choisit a présent U un
voisinage suffisamment petit de x, de sorte que pour tout k assez grand,
il existe U C n~ un voisinage de 0 tel que £ — mpr(exp(Zx,§)) soit un
difféomorphisme de Uy, sur U. Par relative compacité de la suite (Zy), si
U est pris assez petit, les U sont tous inclus dans un compact de n=. On
obtient alors :

fk(eXp(fk,uk)).hlzl = exp(fk(ik).hlzl, (Ad hk)uk)

En projetant cette relation sur M et N, on aboutit a limg_o fx(U) = 20,
la limite étant prise pour la topologie de Hausdorff. La suite (fy) est bien
fortement stable en x.

4.3. Caractérisation des familles normales : preuve du théoréme
1.1. Ici, (M, [g]) et (N,[h]) sont deux structures pseudo-riemanniennes de
signature (p,q), p+ ¢ = 3, et F est une famille d’'immersions conformes de
(M, [g]) dans (N, [h]). 11 est clair que 8’1l existe un voisinage U de z tel que
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la famille Fj;; est d’adhérence compacte dans C°(U,N), alors d’une part,
E = {f(z) | f € F} est relativement compact dans N, et de plus F est
équicontinue en .

Nous allons supposer réciproquement qu’il existe x € M tel que £ =
{f(z) | f € F} soit relativement compact dans N, et que de plus F soit
équicontinue en z. On veut montrer I'existence de U C M un ouvert con-
tenant z, tel que toute suite de F|;; admet une sous-suite qui converge vers
une application lisse, la convergence étant C'*° sur les compacts de U. On
commence par choisir un compact K C N qui se projette surjectivement
sur 'adhérence E de E dans N. On choisit également 2 € M dans la fibre
de x. Pour tout f € F, on choisit p(f) € P tel que f(2).p(f)~t € K. On
hérite ainsi d’une application p : F — P. Nous allons voir que I’hypothese

d’équicontinuité de F en x va avoir des conséquences sur 'image de P.

Tout d’abord, on écrit p(f) sous forme affine p(f) = o(f)L(f) + T(f), ou
o(f) € R%, L(f) € O(p,q), et T(f) € RP4. On note Ky le compact
maximal de O(p,q). En effectuant une décomposition de Cartan de L(f),
on écrit p(f) = Li(f)A(f)L2(f) +T(f), ou L1(f) et La(f) sont dans Ky et
A(f) = diag (A (), -+, Aa(f)) € RL x O(p, ) vérifie Mi(f) > ... Au(f) >
0. On écrit finalement p(f) = Li(f)A(f)(id + 7(f))L2(f). On commence
alors par remarquer qu’il existe un compact K; C P tel que 'application
f—id+ 7(f) soit & valeurs dans K. Si tel n’était pas le cas, il existerait
une suite (fi) de F telle que 7 := 7(fx) ne soit pas bornée dans RP*.
Quitte & considérer une suite extraite de (fx), on peut supposer que fx(x)
tend vers zo, € N. Mais nous avons vu au Fait 4.4 que dans ce cas, (fx)
n’était pas stable en z. Ceci contredirait I’équicontinuité de la famille F
en z. De la méme maniere, il existe un compact Ko C M(n,R) de sorte
que l'application f — A(f) soit a valeur dans Ko. Si tel n’était pas le
cas, on pourrait trouver une suite (fi) de F, telle que fi(z) — zoo, et telle
que A(fx) = diag (A1(k), ..., Ay (k)) vérifie 1/\;(k) — 400 pour un certain
i € {1,...n}. Mais le Fait 4.5 impliquerait que (fx) n’est pas stable en z,
et une fois de plus, la famille F ne serait pas équicontinue en x.

En résumé, si 'on appelle K = K;Kjp, on a montré qu’il existe deux ap-
plications Ly : F — Ky et L, : F — K telles que pour tout f € F, on
ait :

p(f) = Li())A(f) Lo (f)-
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Appelons K.Kj le compact de N obtenu en prenant les unions des translatés
a droite de K par des éléments de Ky. On choisit U et V deux voisinages
relativement compacts de 0 dans n™, tels que :

(1) L’application ® : & — mps(exp(%,€)) est définie et injective sur U,
et réalise un difféomorphisme de I/ sur un ouvert U C M contenant
T.

(2) Pour tout y € K.K, I'application ¥y : & — my(exp(y,§)) est injec-
tive sur V, et réalise un difféomorphisme de V sur son image.

(3) Pour tout I € KoK, (Ad I).U est inclus dans V.

Considérons (fx) une suite de F. Nous allons montrer qu'il existe une sous-
suite de (fx) qui converge, au sens de la topologie C* sur U, vers une
application f € C*(U, N). Pour alléger les expressions, on appellera [}, :=
A(fe)L5(fx), et 2k := fi(2).L1(fx). On peut alors écrire :

fr(@).0; 1 = 2.

Comme (Ij) est a valeurs dans le compact K2 K, on peut extraire une sous-
suite de (fx) telle que (Ad ly)|,- converge vers L € End (n~,g), et 2 con-
verge vers 2 € KKy. Appelons f : U — N D'application définie, pour tout

& € U comme suit :

f(ma(exp(#,€))) = 7w (exp(Z, L(£)))-

Comme f = W; o0 Lo ® ! est une composée de transformations lisses, on a
bien f € C*(U,N). Nous pouvons a présent achever la démonstration du
Théoréme 1.1 grace au :

Lemme 4.6. La convergence de (fi) vers f est C*° sur l'ouvert U.

Preuve : on considéere W un voisinage ouvert de Z dans N , et VW un
voisinage ouvert de 0 dans n™, contenant L(U), tels que l'application exp :
W x W — N soit définie. 1l s’agit d’'une application lisse. Pour tout k¥ € N,
on définit ¢ : U — W x W par :

©r(&) = (Zk, Li(€))-

Comme les Ly, sont des applications linéaires, la suite (¢y) converge pour la
topologie C* sur U vers po : & — (2, L(£)). Maintenant, étant donné que
sur U,on a fr = Ty oexpo pro® et f=myo0expopsy o 7@[1, on obtient
la convergence C* de (fx) vers f. &



22 CHARLES FRANCES

4.4. Intégrabilité de certaines distributions associées aux suites
stables. Nous finissons la Section 4 par un résultat d’intégrabilité, qui
sera également un point clé dans la preuve du Théoréme 1.4, en Section 7.
Nous considérons ici une suite (fj) d’immersions conformes de (M, [g]) dans
(N, [h]), et nous supposons que (fx) tend uniformément sur les compacts
de M vers une application f. Le contenu de la Proposition 4.8 ci-dessous
est que lorsque f & Conf(M,N), des sous-variétés totalement géodésiques

conformes non triviales apparaissent sur M.

Notations 4.7. Jusqu’a la fin de [larticle, on va munir g d’un produit
scalaire euclidien < , >g4, et on appellera || ||q la norme associée. Si§ € g et
r > 0, on appellera B(&,r), v > 0 la boule de centre & et rayon r, relativement

a la norme || ||g.

Soit z € M. Comme (f;) tend uniformément vers f sur les compacts de M,
la suite (fx) est stable en z, et par le Lemme 4.3, elle admet en = une suite
d’holonomie (hy) dans A™. En particulier, 'action adjointe de Ad hy sur g
est diagonalisable sur R : il existe des suites positives v1(k) < ... < vy (k),

ainsi qu'une décomposition g = g1 @ ... D g, de sorte que (Ad hg)

lg; —
vj(k)Idg,. Quitte a considérer une sous-suite de (fy), et a remplacer (hy)

par une suite équivalente dans P, on peut supposer :

(1) 1l existe (i) une suite de M dans la fibre de x, qui converge vers &,
et telle que 2, := fk(a%k).h,:l converge vers Z € N.

(2) Chaque suite (v;(k)) admet une limite dans Ry U {oo}, et v;(k) =
o(vj+1(k)), pour tout 1 < j <m — 1.

Dans ce qui suit, nous allons appeler [ le plus grand entier de {1,...,m}
pour lequel sup,cn vj(k) < oco. Pour chaque j € {1,...,m}, on appelle
g =g ... g;. Soient U et V deux voisinages de 0 dans g tels que
& — exp(z,&) et ¢ — exp(Z,() soient des difféomorphismes de U et V sur
leurs images respectives UetV. Quitte a restreindre V, il existe rg > 0 tel
que V C B(0,79) et pour tout 2 € exp(z,V), 'application ¢ — exp(Z’,()
soit définie sur B(0,7), et réalise un difféomorphisme de B(0,ry) sur son
image. On munit N d’une métrique riemannienne, et 'on appelle d la dis-
tance que cette métrique induit sur 'ouvert exp(Z,V). Localement, sur une
variété, les distances induites par deux métriques riemanniennes différentes
sont équivalentes. Ainsi, quitte a restreindre U,V, et rg, il existe deux
constantes strictement positives C7 et Oy, telles que si 2/ € exp(Z,V) et
¢1,¢2 € B(0,79), on a :
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(10) Gl = Gollg < dlexp(Z, (1) exp(Z, G2)) < CallGr = Gallg-

On choisit maintenant U assez petit pour qu’il existe C3 > 0, tel que Vj €
{1,...,1}, V¢ cUngV) Vk € N, on ait :

(1) (Ad ha)-€llg < Coy(h) < min(y, S0

Ceci est possible puisque les suites v;(k) ont une limite finie pour tout j €
{1,...,1}. Pour tout k € N, on appelle S; (k) la sous-variété exp (i, UNg)).

Notre objectif est maintenant de montrer la proposition ci-dessous (voir

également le Théoreme 2.6 de [Ze2] dans le cadre isométrique) :

Proposition 4.8. Pour tout j € {1,...,l}, la sous-variété :
8 = exp(a, g% N B(0,m1))

est une feuille intégrale de la distribution de M définie par (w™)~1(g\¥)).

De plus, Sj := mp(S;) est une sous-variété totalement géodésique conforme
de M.

Preuve : nous voulons montrer que si § = exp(Z,£), ou & € U N g,
alors wM(ngj) = gU). Pour tout k& € N, on pose g = exp(iy,E&).
On choisit r, > 0 assez petit pour que B(,ry) C B(0,r1). Alors Dy =
exp(ig, B(€,72) N gW)) est inclus dans S;(k) pour tout k € N. Pour toute
suite (7;,) telle que g, € Dy, on peut écrire U, = exp(Zy, &), ou & €
B(&,79) N gV, Comme fi(9).hy " = exp(Z, (Ad hy).&), on tire des rela-
tions (10) et (11) :

(12) d(fe(@1)-hi s 21) < CaCavj(k).

On définit Dy C U par : exp(Yr, Di) = Dy. Pour la topologie de Hausdorft,
Dy, tend vers D = exp(z, B(&,72) N g)), et donc Dy, tend vers D C g. On
aura w™ (TgS’j) = g(j) si 'on parvient & montrer que D C g(j). Dans la suite,
nous allons noter dy := sup,cp, |[(Ad hy).nllg.

Lemme 4.9. Si j =1, alors la suite (0x) est bornée.
Preuve : si ce n’est pas le cas, quitte a passer a des suites extraites,

on va avoir dy — oo. Par connexité de Dy, il va alors exister (n) avec
ne € Dy pour tout k € N, satisfaisant ||(Ad hy).nk|lg = 0. Soit g =
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exp(Uk, (Ad hi)ng), 25 == fu(Ok).hyt et 2 = fr(9)-h. ', Alors 'inégalité
(10) donne d(2{, 2,) > Cyro, tandis que (10) et (11) donnent :

ro Ciro
2°Cy 4

L’inégalité triangulaire conduit alors a Cirg < Cl%) : contradiction. <

~

d(%, 2x) + d(ég, 2)) < 2Co min( ) < C’1%0.

Du fait que les limites de (v11(k)),...(vm(k)) sont +oo0, on déduit du
Lemme 4.9 que pour toute suite (1) de Dy, les valeurs d’adhérences de
(%) doivent étre dans g). Donc D c g et S; est bien une feuille intégrale
de (W)~ (g").

On va maintenant s’intéresser au cas j < [.

Lemme 4.10. Sij e {1,...,l -1}, la suite (6;) est en o(vj+1(k)).

Preuve : siles conclusions du lemme sont inexactes, il existe une constante
Cy > 0 et une suite extraite de (), renotée (dy,), satisfaisant 6 > Cyvj11(k)
pour tout k.

Par connexité de (Ad hy)(Dy), il va exister une suite (1), avec n, € Dy, pour
tout k, et telle que |[(Ad hy).nk||lg = Cavjr1(k). Quitte & choisir Cy assez
petit, on aura Cyv;;1(k) < % pour tout k. Sil'on pose 2 := fk(y)k)hlgl et
2= fr(exp(J, m))-hy, ' = exp(Z;, (Ad hy).n), on obtient, au vu de (10) :

(13) d(2, %) > CLCuvj 1 ().

En utilisant (12), et en appliquant I'inégalité anti-triangulaire & 2y, 2} et 2/,
on aboutit a 'inégalité CQCng(k‘) > CZ(P:“IZ, ék) > C’l(]4z/j+1(k) — 02031/]'(16) :
ceci contredit v;(k) = o(vj4+1(k)). &

Le lemme précédent nous dit que si (1) est une suite de g satisfaisant 7 €
Dy, pour tout k, alors ||[(Ad hx).nk||g = o(vj+1(k)). En particulier, on a pour
toute suite extraite 1,y que ||(Ad hy)) Mo llg = o(¥j+1(0(k))). Ainsi,
toute valeur d’adhérence de (n;) doit étre dans g¥). On abien D C gV, et
S’j est une feuille intégrale de g@).

Pour finir, il nous reste a vérifier que pour j € {1,...,1}, S;j := mp(5;) est
une sous-variété totalement géodésique de M. On commence par remarquer
que g est une sous-algebre de Lie de g. Comme les composantes sur n~
et p d’'un vecteur propre de Ad hj sont elles-mémes des vecteurs propres de
Ad hy, associés a la méme valeur propre, on peut écrire g(j) =n; ®p; ou n;
et p; sont deux sous-algebres de Lie de n™ et p respectivement. Appelons

P; le sous-groupe connexe de P dont ’algebre de Lie est p;. Soit & € SA']-_
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La sous variété flj = exp(Z,U N n]_) est transverse aux orbites de I’action a
droite de P, donc a celles de P;. Le saturé de X; par Py est une sous-variété
Mj C S’j difféomorphe au produit ﬁ)j x P;. On a wM(TMj) Cn; @ pj, et
il y a en fait égalité pour des raisons de dimension. Finalement, M, est une
feuille intégrale de (w™)~1(g\)) passant par &, et M; N S; est un voisinage
ouvert de & dans S’j. Par conséquent WM(M 5N Sj) est un voisinage ouvert
de z = my(Z) dans Sj, et ce voisinage est, par définition, un morceau de
sous-variété totalement géodésique conforme de M. Ceci étant valable pour
tout x € S;, on obtient que S; est elle-méme est totalement géodésique
conforme. <

5. DESCRIPTION DE L'ADHERENCE DE Conf(M, N) DANS C°(M, N) :
PREUVE DU THEOREME 1.2

Nous considérons toujours (M, [g]) et (N, [h]) deux structures conformes
pseudo-riemanniennes de méme signature (p, q), avec p + ¢ > 3. Nous sup-
posons qu’une suite d’immersions conformes fi : (M,[g]) — (N, [h]) con-
verge vers f € CO(M,N), uniformément sur les compacts de M. Par le
Théoreme 1.1, 'application f est en fait lisse, et la convergence de (fy) vers
f est C*° sur les compacts. Nous allons décrire précisément 1’application
f, et tirer des conséquences géométriques pour (M, [g]) lorsque la limite f
n’appartient pas a Conf(M,N).

Soit © € M. La convergence uniforme de (fx) sur les compacts de M assure
que (fx) est stable en x. Il existe donc en x une suite d’holonomie (h) qui
soit dans AT € R% x O(p,q). En particulier, hy, = diag(M (k), ..., A\ (k)),
et les suites ﬁ sont bornées. On reprend les notations de la Section 4.4, et
quitte & considérer une suite extraite de (fy), on fera les mémes hypotheses

simplificatrices qu’en 4.4 : les transformations Ad hj sont simultanément

diagonalisables, et I'on peut écrire g = g1 & ... @ g, avec (Ad hg)g,
vi(k)Idg,, ot v1(k) < ... < vp(k) sont des suites qui convergent dans R,
et qui satisfont vj(k) = o(vj41(k)). L’entier [ est toujours le plus grand entier
jde{1,...,m} tel que limy_, v;(k) soit fini. Observons que puique la suite
(fx) est stable, n~ C g¥). La suite Ly, := (Ad hi)n- est ainsi relativement
compacte dans End(n™). Quitte & considérer une suite extraite de (fx), qui
convergera toujours vers f, on peut supposer que (Lj) admet une limite
L € End (n7), et qu’il existe &) dans la fibre 77]741 (), qui converge vers &, de

sorte que la suite 2 == f(&y).h; ' converge vers £ € N au-dessus de f(z).
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Soient U et V comme en section Section 4.4. Quitte a rétrécir ces ouverts,
on supposera de plus que & — my(exp(z,€)) et ¢ — my(exp(2,¢)) sont
des difféomorphismes de & Nn~ et L(U Nn~) sur leurs images respectives.
On appelle U = exp(z,U) et U = mp(exp(z,Ud Nn7)). Siy € U s’écrit
y = mu(exp(Z,§)), avec £ € UNn~, on a fy(y) = mn(exp(Zk, Li(£))),
converge vers my(exp(Z, L(£)). On conclut que la restriction de f a U est
donnée par ’expression :

F(mar(exp(@, €))) = m(exp(2, L(€))), pour tout & € U Mn.

Nous alons a présent examiner les différents cas qui peuvent se présenter,

suivant la nature de ’application L.

5.1. Premier cas : l’application L appartient & GL(n™). Dans ce
cas, LU Nn~) est un ouvert de n~ qui contient l'origine, et f est un
difféomorphisme de U sur son image. Comme la convergence de (f) vers
f est C*°, et que les fr sont conformes, on obtient que f appartient a
Conf(U,N).

5.2. Second cas : ’application L est ’application nulle. Ce cas inter-
viendra lorsque chaque suite (A1 (k)), ..., (An(k)) tend vers I'infini. L’application
f est alors constante sur U. Ce cas a des conséquences géométriques intéressantes.
On va en effet montrer la :

Proposition 5.1. Si l'application limite f est constante sur U, alors il
existe un voisinage U’ de x dans U qui est conformément Ricci-plat.

Preuve : il existe un plus grand entier [y € {1,...,m} tel que pour
tout j € {1,...,lp}, on ait vj(k) — 0. Du fait que toutes les suites
(M (K)),...,(Au(k)) tendent vers l'infini, et que donc leurs inverses ten-
dent vers 0, on a linclusion n= C g) == g, @ ... @ g1,, et également
nt C giy+1 D ... D gm. En particulier, on conclut que gl) cn~@s (en
effet, on a a priori g0) C n~ @ 3@ s mais la composante selon 3 est triviale
puisque comme h; € AT, Ad hy, agit par I'identité sur la composante 3, et
ne la contracte donc pas). On va maintenant pouvoir montrer :

M)H

Lemme 5.2. Sur U, la distribution (w n~ @& s) admet une feuille

intégrale.



DEGENERESCENCE LOCALE 27

Preuve : d’apres la Proposition 4.8, si » > 0 est assez petit, alors S'lo =
exp(&, B(0,7) N gl0)) est une sous-variété de U, qui est une feuille intégrale
de (wM)=1(gl)). Quitte & choisir 7 > 0 encore plus petit, la sous-variété
= exp(&, B(0,7) Nn~) est transverse aux orbites de action & droite de
S C Psur U. Le saturé de 3. par cette action de S est une sous-variété
M,y C V, difféomorphe au produit 3 x S. Remarquons que si Yo € 3, alors
WwM(Ty, %) € gl0) C n~ @5, car 33 C S,. Soit maintenant § € My. On écrit
§=1q0p L oltgo € XetpeS. SiO désigne la S-orbite passant par 4, on
a le scindement TgMO = Tg(i.p_l) ®T;0O. Les propriétés d’équivariance de
la connexion de Cartan conduisent & w™ (T;(X.p~1)) = (Ad p).w™(Ty, %),
d’ou wM(TQ(f].pfl)) C (Ad p).g¥) c n~ @ 5. D’autre part wM(T;0) C s.
Finalement, wM(TMO) Cn” ®s, et il yaen fait égalité pour des raisons
de dimension : la sous-variété My est une feuille intégrale de la distribution
@)L~ @s). O

La Proposition 5.1 est maintenant une simple conséquence du lemme ci-

dessus et de la Proposition 3.4.

5.3. Troisieme cas : fibration sur une sous-variété totalement dégé-
nérée. Si I'on n’est pas dans les deux premiers cas L n’est ni inversible,
ni nulle. Par les deux cas traités précédemment, on vérifie que ceci n’est
possible que lorsque la signature n’est pas riemannienne, i.e p > 1. Remar-
quons que puisque h, € AT C R% x O(p, q), les suites ()\;(k)) s’écrivent
Ai(k) = opai(k), ou la matrice diag (ay(k),...,an(k)) est dans O(p,q).

En particulier, les «;(k) satisfont la relation «;(k) = pour tout

1
om—it1(k)
i€{l,...,p}. Lorsque ¢ > p,eti € {p+1,...,n—p}, on a o;(k) = 1.

Comme h, € AT, on a les inégalités ay(k) > ... > ay,(k), et ozf(kk:) > 1. On

conclut que si (o) est bornée dans [1, 4+o00[, il en va de méme pour (aq(k))

et 'on est dans le premier cas ci-dessus, ou L € GL(n™). Ainsi (oy) tend
vers l'infini. Comme on n’est pas dans le second cas ci-dessus, ou L est

constante, il existe n — p + 1 < r < n minimal tel que pour i € {r,...,n},
ora;(k) soit bornée dans [1, +o00[. Soit (€1, ..., €,) la base de n™ définie par :
0 —etJpy O
€ = 0 €i )
0
(e1,...,en) étant la base canonique de RP4. Comme l'expression de (Ad hy)jn-,
dans la base (e1,...,¢€,), est diag (a;—ik), cel aziik)), I'image Im L n’est autre

que Vect(€y, ..., €,), et le noyau Ker L est Vect(ey,...,€e—1).
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5.3.1. Description des fibres de f.

De V'expression f(mys(exp(z,€))) = mn(exp(2, L())), pour tout £ e U Nn™,
et de 'injectivité de ¢ — exp(2, () sur L(UNn~), on tire que la fibre F'(z) :=
{y e U | f(y) = f(x)} est donnée par mps(exp(Z,Ker L NU)). Comme
exp(#, Ker LNU) est transverse aux fibres de M, F(z) est une sous-variété
lisse de U. Le fait qu’elle est totalement géodésique conforme résultera du
Théoreme 1.4. En effet, dans le cas que nous sommes en train d’étudier,
Pentier s du Théoreme 1.4 est au moins 2 et la fibre F(z) est une feuille
intégrale de la distribution Fs_;. La propriété qu’ont ces feuilles d’étre

totalement géodésiques conformes sera montrée en section 7.3.

Nous avons déja observé que l’espace tangent a une sous-variété totale-
ment géodésique conforme a une signature constante. Ici, la signature
des fibres de f est celle de Ker L relativement a la métrique A4. Or
Ker L est l'espace Vect(eq,...,€.—1), ou r > n — p a été défini ci-dessus.
Dans la base (€1, ..., €,), la forme A9 (voir la Section 3.1) est conforme a
26180 + ..+ 25804+1 + Eg+1g§. Le sous-espace Ker L est donc dégénéré, et
son radical est Vect(eq,...,€,—r4+1). Observons que ce radical est de dimen-
sion n —r + 1, qui est exactement la dimension de Vect(e,,...,€,) =Im L.
Autrement dit, le radical de F'(z) a pour dimension le rang de f.

5.3.2. Description de l'image de fi;;. On s’intéresse a présent a I'image f(U)
de lapplication f. Il s’agit de ¥ = mn(exp(2, L(U Nn7))). Comme nous
lavons déja signalé, ¢ — mn(exp(Z,()) est un difféomorphisme de LU Nn~)
sur son image. Ainsi, ¥ est une sous-variété lisse de N. Nous allons en

déterminer la signature.

Soit y € U. On écrit y = mp(exp(z,€)), ou & € U Nn~. Pour k suff-
isamment grand, on peut également écrire y = mys(exp(Zx,&k)), ou (&)
est une suite de n~ qui tend vers £&. On pose Jx := exp(Z,&). Alors
2= fu(Ok).hy' = exp(@y, Lr(€)) tend vers 2/ := exp(2, L(£)). Soit
maintenant 0 < 7 << 1 trés petit, tel que & — my(exp(g,£&)) soit un
difféomorphisme de B(0,71) Nn~ sur un voisinage Uy, C U de y. Si y’ € Uy,
on peut écrire y' = mp(exp(9,£)), avec & € B(0,r1) Nn~. Pour k as-
sez grand, on aura aussi ¥’ = myr(exp(yx, &},)), avec (§,) une suite de n™ qui
tend vers &'. De larelation fi(y') = nn(exp(Z,, Li(€},))), on déduit que f est
donnée sur U, par f(mar(exp(9,&'))) = mn(exp(2’, L(£'))), & € B(0,r1)Nn~.
On en déduit que Pespace tangent & f(U) en f(y) est tz(Im L), et ce pour
tout y € U. La signature de ¥ est donc celle de Im L relativement a
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AP, Comme Im L coincide avec Vect(e,...,€,), donc est incluse dans
Vect(€p—p+t1,-.-,€n), € est un sous-espace totalement dégénéré de n™, rela-
tivement a AP4. La sous-variété X est également totalement dégénérée.

5.3.3. Conclusion. En chaque point x € M, on a décrit I'allure locale de f
selon que 'on était dans le cas décrit en 5.1, 5.2 ou 5.3. Ces cas s’excluent
mutuellement, et I’ensemble des points conduisant & un cas donné est claire-
ment ouvert. Aussi, par connexité de la variété M, I'un des trois cas
précédents décrit le comportement de f au voisinage de chaque point de
M.

e Si l'on est dans le cas 5.1, cela veut dire que f est localement une
immersion conforme d’un ouvert de M dans un ouvert de N. Ainsi
f€Conf(M,N).

e Sil’on est dans le cas 5.2, f est localement constante, donc constante
par connexité de M. Par ailleurs, la Proposition 5.1 montre chaque
point admet un voisinage ou une métrique de la classe conforme est
Ricci-plate. La variété (M, g) est localement conformément Ricci-
plate dans ce cas.

e Enfin, si 'on est dans le cas 5.3, la fibre passant par chaque point est
une sous-variété totalement géodésique conforme, qui est dégénérée,
et dont le radical a pour dimension le rang de f. Chaque point
x € M admet un voisinage U tel que f(U) soit une sous-variété lisse

totalement isotrope de IN.

6. CONSEQUENCES GEOMETRIQUES DE LA DEGENERESCENCE EN
SIGNATURES RIEMANNIENNES ET LORENTZIENNES

Considérons (M, [g]) et (N,[h]) deux structures pseudo-riemanniennes de
méme signature (p, q), p+¢ > 3. On aimerait caractériser géométriquement
les cas ott Conf(M,N) n’est pas fermé dans C°(M, N), autrement dit les
cas ol existe une suite (fi) d’immersions conformes qui dégéneérent vers
une application limite f : M — N qui n’est pas une immersion conforme.
Nous commencons par établir un résultat technique en Section 6.1, puis
nous répondrons, au moins localement a la question ci-dessus dans le cas

des variétés riemanniennes et lorentziennes.
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6.1. Uniformité de I’holonomie. Nous commengons par montrer qu’il
existe une méme suite d’holonomie, valable en chaque point de M, pour la

suite (f%)-

Lemme 6.1. On suppose que fi : (M,g) — (N,h) est une suite d’immer-
sions conformes qui converge dans C°(M, N) vers une application f. Alors
il existe une méme suite stable (hy) de P, qui soit une suite d’holonomie de
(fx) en tous les points de M. De plus, quitte a considérer une suite extraite
de (fy), il existe dans la fibre 3} (z) de chaque point * € M, une suite
convergente (i), telle que fy(iy).hy ' converge dans N.

Preuve : soit z € M. Comme (fi) est supposée converger vers f uni-
formément sur les compacts de M, (fx) est stable en z. Il existe donc en
x une suite d’holonomie (h;) qui soit dans AT C R* x O(p,q). En parti-
culier, hy = diag(A1(k),..., \p(k)), A(k) > ... Au(k) > 1. La suite Ly :=
(Ad hg)n- est ainsi relativement compacte dans End(n™). Par définition
d’une suite d’holonomie, il existe une suite (Z) relativement compacte de
M, dans la fibre de z, telle que fx (:%k).hlzl soit également relativement com-
pacte dans N. On se fixe U un voisinage de x suffisamment petit, de sorte
que pour tout k£ € N, il existe Uy C n~ un voisinage de 0 pour lequel
€ — mpr(exp(Z, £)) soit un difféomorphisme de Uy, sur U.

Soit y € U. 1l existe une suite & de n™, & € U, telle que pour tout k,
ma(exp(Zk, £k)) = y. On peut alors écrire :

(14) Fr(exp(y, &))-hy ' = exp(fr(@x)-hy ', (Ad hy).&k).

La suite exp(fi(dx).h; ', (Ad h).&k) est relativement compacte dans N, et
il s’ensuit que (hg) est une suite d’holonomie de (f;) en y.

On définit une relation d’équivalence sur M comme suit : deux points
x1 et x9 de M sont équivalents (on note 1 ~ m2) si et seulement si les
suites d’holonomies (hy) et (h}) de (fx) en z1 et x2 respectivement sont
équivalentes dans P (voir section 4.1). L’argument précédent montre que les
classes d’équivalence de la relation ~ sont des ouverts de M. Par connexité
de M, il ne peut donc y avoir qu'une seule classe d’équivalence, ce qui prouve

le premier point du lemme.

On reprend les notations ci-dessus. Quitte a considérer une suite extraite
de (fx) (et la suite extraite correspondante de (hg)), on peut supposer que
21, tend vers & dans la fibre au-dessus de z, que fk(i“k).h,;l converge vers
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z € N, et que Ly converge vers L € End(n™). Alors, siy € U, on peut écrire
pour tout k € N, mpr(exp(Zx, &) = y avec & € Ug. Cette fois, la suite
(&) tend vers € € n™. La relation (14) assure alors que fy(exp(#, &)).hy "
converge vers exp(Zz, L(£)). Notons que exp(&y, &) est une suite de la fibre
7y (y) qui converge vers § := exp(#,£). En résumé, nous venons de montrer
que chaque point x € M admet un voisinage ouvert U avec la propriété : de
toute suite extraite (fyxy) de (fx), on peut extraire une nouvelle sous-suite
(fo(k)), de sorte que pour tout y € U, il eviste dans la fibre W]T/Il (y) une suite
convergente (4,), telle que fu) (g}k).h;(lk) converge dans N. Comme M est
réunion dénombrable de compacts, un procédé diagonal standard permet
d’obtenir le second point du lemme. <>

6.2. Théoreme 1.3 : le cadre riemannien. Le Théoreme 1.2 donne les
différentes possibilités pour ’application limite f. Dans le cas riemannien, il
s’agit nécessairement d’une application constante. Quitte a considérer une
sous-suite de (f) (qui convergera toujours vers f), nous allons supposer que
les conclusions du Lemme 6.1 sont satisfaites. Par le Lemme 6.1, la suite
(fx) admet une méme suite d’holonomie stable (hy) en tout point de M,
et comme on est en signature riemannienne, la suite (hx) est de la forme
diag (M,...,\x) € AT, ot 1/\; — 0. Notons que pour tout £ € n~, on a
(Ad hg).£ = i.g. Soit x € M, et soit (#x) une suite de la fibre 7, (z) qui
converge vers z, telle que 2 := fk.(ﬁck).h,;l converge vers Z € N. Comme
Ad hy agit par 'homothétie de rapport 1/\; (resp. Ag) sur n~ (resp. sur
n™), et trivialement sur 3@ s, la relation d’équivariance sur la courbure (voir
(5) en Section 3.1.1) :

(Ad by ).k, ((Ad hy).€, (A hy).n) = kg, (€,7)

montre que £z(£,n) = 0 pour tout £, € n~. Ainsi la courbure de la connex-
ion normale de Cartan associée a (M, [g]) s’annule : (M, g) est localement

conformément plate.

Remarque 6.2. Dans [F2], J. Ferrand obtient, en supposant que les appli-
cations (fx) sont injectives, que (M, g) est en fait conformément équivalent
a un ouvert de R™. On pourrait retrouver ce résultat avec les méthodes
présentées ci-dessus, en s’inspirant de [Frl], Section 6.

6.3. Théoréme 1.3 : le cadre lorentzien. On suppose désormais que
(M,g) et (N,h) sont lorentziennes, de dimension > 3. La encore, par le
Lemme 6.1, la suite (f;) admet une méme suite d’holonomie stable (hy) en
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tout point de M, et comme on est en signature lorentzienne, la suite (hy) est
de la forme hy = diag (oA, 0k, - - -, O, U—:), avec 1 <\, < oy, et o, — oo.
L’action de Ad hj sur g est diagonale. L’espace n~ est la somme de trois

espaces propres ny, n, et n;, associés respectivement aux valeurs propres

11
OpAL’ Ok
et ‘;—: On en déduit aisément le :

et (’}—Z Sur p =3B sPDnt, les valeurs propres sont g, 1, )\—lk,ak)\k, Ok

Fait 6.3. Si (ng) est une suite de p qui converge vers n, alors il existe une
constante C' > 0, qui dépend de la suite (nx), telle que ||(Ad h;l).nkﬂg <
CAp.

1

Soit x € M, et soit (&;) une suite de la fibre 7, () qui converge vers z,

telle que 2, := fk(:i:k).h,;l converge vers 2 € N. Du Fait 6.3, on déduit le :

Fait 6.4. (1) Soit (&,m) € ny x ny ; il existe une constante C > 0 telle
que :

1
[(Ad hi ')k, ((Ad hy).£, (Ad hy).n)llg < C?.
k

(2) Soit (&,m) € n] x ng; il existe une constante C > 0 telle que :
1(Ad hiY).kz, ((Ad hy).£, (Ad hy).n)|lg < C =5
(3) Soit (&,m) € ny x ng; il existe une constante C > 0 telle que :

_ A2
1(Ad B sy (Ad he).£, (Ad hy)n)lg < Ok
Tk
Le Théoreme 1.2 donne deux posibilités pour I’application limite f : il s’agit
soit d’une application constante, soit d’'une submersion lisse sur un segment
géodésique de lumiere de (N, h).

6.3.1. Si f est constante, (M,g) est localement conformément plate. Dans
ce cas, la preuve du Théoreme 1.2 montre que les suites o et A\, vérifient,
outre les propriétés énoncées ci-dessus, K—: — 0. Réécrivons la relation

d’équivariance sur la courbure :

(Ad )iz (A )€, (Ad hy)n) = Kgy ().

2
. )‘—’5 et )‘—’5 tendent vers 0, le Fait 6.4 conduit
PRE” Tk

Comme les trois suites =
a kz(&,m) = 0 pour tout £, € n; la variété (M, g) est localement con-

formément plate.
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6.3.2. Si f est une submersion sur une géodésique de lumiére de (N,h),
(M, g) est localement conformément Ricci-plate. Dans ce cas, la suite (‘;—:)
admet une limite finie dans |0, 1]. Nous pouvons alors supposer, quitte &
multiplier & droite (hy) par une suite convergente de A", que A\, = o} pour
tout k € N, et que cette limite est 1. L’action adjointe de Ad hj sur g
est diagonale, avec pour valeurs propres vi(k) = Uii,yg(k) = é,yg(ki) =
1,v4(k) = oy, et enfin v5(k) = of. Les sous-espaces propres associés sont
g1,...,085, comme en Section 4.4. On appelle GT = g1 @ g2 @ g3, le sous-
espace faiblement stable associé a Ad hy. La Proposition 4.8 assure que pour
r1 > 0 choisi suffisamment petit, S, := exp(Z, B(0,71) N GT) est une feuille
intégrale de (w™)~1(G*). Appelons H* le sous-espace n~ + go. Comme
HT C G, la distribution H := {(w™)~'(H*) | § € S, } est une distribution
de TS,

Lemme 6.5. La distribution H C T§+ est intégrable.

Preuve : Soit &1,...,&, une base de H™, de sorte que chaque &; est soit

M

dans n™, soit dans gaNs, et X1, ..., X, les m champs w™ -constants associés

M

sur M. Rappelons que la courbure de la connexion w™, évaluée sur les X;,

est donnée par la formule dw™ (X;, X;) + [w™(X;), w™ (X;)], si bien que :

[6.65] — k(&) = WM (X0, X50(9), j=1,...,m.

L’objectif est de montrer que H est involutive, i.e pour tout § € §+,
wM([Xi, X5](9)) € HT.

Si (&,&5) €n™ x (92Ns), ou (&,&;) € (92 Ns) x (92N s), alors ry(¢, &) =0,
et donc wM([X;, X;](9)) € HT puisque [n™, g2 Ns] Cn~, et [goNs, g2 Ns] C
grCn .

Il reste a examiner le cas ou §; et §; sont tous deux dans n~. On écrit
g = exp(#,§), ot & € B(0,71) N G". Du fait que (Ad hy) g+ converge dans
End (G',g), on a que 2, := fk(exp(a%k,é’)).h,;l = exp(Zk, (Ad hy).£) con-
verge vers 2’ € N. Appelons gy := exp(&g, £). De la relation d’équivariance :

(Ad . t).rz ((Ad hy).&, (Ad By).&5) = kg, (&,€5),

et des points (1) et (2) du Fait 6.4, on tire que k4(&;, &) € g1 si (&,§;) €
ny X ny, et k5(6,&5) € g1 ®ga C HT si(§,€) € ny xng. On a encore
wM([Xi, X;](9)) € HT dans ces deux cas.
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Enfin, si (&,&;) € n] xny, alors la relation d’équivariance pour la courbure
s’écrit :

(&i,&5) = (Ad hy).kg, (&, &)

alpoyy
Ok Zk
Comme go N's est le seul sous-espace propre contracté de p, on établit facile-

ment le :

Fait 6.6. Si (1) est une suite de p qui converge versn, et si||(Ad hg).ng|lg —
0, alors n € ga.

Par le Fait 6.6, on conclut que k4(&,&) € go N's C HT, et finalement
wM([Xl,X]](Q)) € H* lorsque (§;,&;) € ny x ng. Ceci acheve la preuve du

lemme. <

On va en déduire que (wW™)~1(n~ & s) admet une feuille intégrale dans M,
passant par Z, et conclure qu’un voisinage de x est conformément Ricci-plat,
grace a la Proposition 3.4. La preuve est la méme que celle du Lemme 5.2 :
on commence par considérer H, la feuille intégrale de H passant par £. Pour
r > 0 assez petit, la sous-variété 3 := exp(&, B(0,7)Nn~) est transverse aux
orbites de I'action & droite de S sur N. De plus S est une sous-variété de
H; en particulier wM(TfJ) C HT Cn™ @s. Le saturé de 3 par Paction de
S est une sous-variété My, et on a wM(TMy) € (Ad S).HT +s C n~ @s.
On a égalité pour des raisons de dimension, et finalement My est une feuille
intégrale de (w™)~1(n~ @ s).

7. LE THEOREME DE STRATIFICATION DYNAMIQUE 1.4

Dans tout ce qui suit, on va munir la variété pseudo-riemannienne (N, h)
d’une métrique riemannienne auxiliaire A\, qui définit une distance d sur N.
Si w est un vecteur de T'N, on désignera par ||u|| la norme de ce vecteur pour
la métrique A. Bien entendu, les énoncés seront indépendants de ce choix
d’une métrique auxiliaire. On considére une suite d’immersions conformes
fr : (M,g) — (N,h), et Pon suppose que (fx) tend vers f € C°(M,N),
uniformément sur les compacts de M. La preuve du Théoreme 1.4 va étre
I'objet des trois sections 7.1, 7.2, 7.3 ci-dessous.

7.1. Définition des suites (1j(k))ren et des distributions F;. On com-
mence par remplacer (fx) par une suite extraite, renotée (f), qui satisfait
aux deux conclusions du Lemme 6.1. L’une de ces conclusions est 1’existence

d’une suite (ht) de AT qui soit suite d’holonomie de (f;) en chaque point de
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M. C’est cette suite d’holonomie qui, apres d’autres extractions éventuelles,
va déterminer les suites p1(k),. .., pus(k) du Théoréeme 1.4.

Ecrivons hy, = diag(A1(k), ..., A(k)), avec A(k) > ... > M(k) > 1. 1
existe s entiers non nuls nq,...,ns tels que pour tout [ € {0,...,s — 1},

et tout couple d’indices n; +1 < ¢ < j < nyyq, le quotient i’((]]z)) est borné
J

dans [1,400) (on a adopté la convention ng = 0). Quitte & remplacer (hy)
par une suite équivalente de P, on peut alors supposer que pour tout [ €
{0,...,5 =1}, et tout couple d’indices n; + 1 < i < j < myypq, Ni(k) = Aj(k)
pour tout k € N. Si j € {1,...,s}, on note p;(k) = ﬁ(k) On a pi(k) <
... < us(k) <1, et Paction de (Ad hy) sur n~ se fait par June transformation
diagonale de valeurs propres pi(k),. .., us(k). Quitte a extraire encore, on

peut supposer que chaque suite (p;(k)) admet une limite dans R™, et que
tj+1(k)

1 (k)
tendent vers 0, sauf éventuellement pour j = s.

— o0, pour tout j € {1,...,s —1}. Notons que les suites p;(k)

On décompose g/p en somme directe :
g/pz/\fl@...@/\fs,

ot (Ad hy)\n; = pj(k)Idy;. On pose de plus Ny := {0}. Si n; désigne la
dimension de N}, alors du fait que Ad hy, agit conformément pour AP?, on

a bien que la matrice

:ul(k)lnl 0

0 lu’s(k:)lns

2

préserve la classe conforme de 2z1x,, + ... + 22pxp—pi1 + Egﬂxi.
Soit & = {0} € & € ... C &1 la filtration définie par £ .= N1 & ... P
Nj_1 @ Nj pour j € {1,...,s—1}.

Soit z € M. Comme (fj) satisfait aux conclusions du Lemme 6.1, il existe
une suite (#4) dans la fibre 7,/ (z) qui tend vers & € 7} (x), de sorte que

2y, == fir(dx).h;, ' tende vers 2 € N au-dessus de f(z). On définit alors :
FJ(CU) = Lj(gj), RS {0, vy S — 1},

ou tz : g/p — T, M désigne I'isomorphisme défini en section 3.1. A premiere
vue, le sous-espace Fj(x) semble dépendre du point &, limite de la suite

(Zg). En fait, il n’en est rien, comme le montre le :



36 CHARLES FRANCES

Lemme 7.1. Soient (&) et (%) deuz suites de la fibre 7} (z), qui con-
vergent vers @ et 2’ respectivement, et telles que fk(fck)h,;l et fk(iz)hlzl
convergent dans N. Alors 13(E;) = 14:(&;), pour tout j € {0,...,s —1}.

Preuve : les points 2 et @’ étant dans la méme fibre, on écrit : 3/ =

Z.p, avec p € P. D’apres la relation (3), le lemme revient & montrer que
(Ad p).&j =& pour tout j =1,...,5—1.

On écrit &), = &.pk, ou (pg) est une suite de P qui tend vers p. On a alors :

Fie(@)-ht = fe(@r)pehyt = fu(@n).hy heprhy

Comme, par hypothese, fi (ik).hgl et fi (i;)h,;l convergent, la suite hkpkh,:l
doit converger vers p € P car I'action de P sur N est propre et libre. Sup-
posons par 'absurde qu'il existe & € N}, tel que (Ad p).§ & E&;,. Pour tout k,
(Ad pr).€ = Bisjo&ir + &, avec chaque &, € N, et & € &j,. Par hypothese,
il existe m > jg tel que &nk — Emoo # 0. Finalement :

_ ,ul(k) 7

Ad hyprht).€ = Disjo i + &L

( k ) >]0Nj0(k) ¥
Hm(k)

ol & € &j,. Comme NGRS la composante de (Ad hypih; *).€ selon

Ny n’est pas bornée, ce qui est absurde puisque (Ad hkpkhgl){ — (Ad Z)f
¢

7.2. Caractérisation métrique des F;. Pour ce qui suit, on va identifier
g/p an~, via un isomorphisme qui commute a I’action adjointe de Z x S. On
verra donc la filtration & C ... C &_1 dans n, et on considérera ¢z comme
un isomorphisme entre n~ et T, M. Apres cette identification, la relation :

(15) tip-1((Ad p).&) = 13(§)

est encore valable lorsque € € n", et p e ZxS CP. Size N, et 2 N
est dans la fibre au-dessus de z, on notera également ¢z 'identification entre
n~ et T, N. Rappelons que si f est une immersion conforme de (M, g) dans
(N, h), alors :

(16) Dy f(12(8)) = ty3)(§)-

On reprend les notations de la section précédente : (Zy) est une suite de M
qui tend vers & de sorte que Zj := fk(i“k).h,;l tende vers 2 € N au-dessus

de z := f(x).
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Par ailleurs, comme la suite (Z;) est contenue dans un compact de N , il
existe deux constantes strictement positives c¢; et co telles que pour tout
keN,et £ €n, on ait :

(17) c1lléllg < ez, (O < call€]]g-

On consideére pour commencer v € T, M non nul, et une suite (uy) de T, M
qui tend vers u. On écrit pour tout k € N, u; = 1z, (&), avec & € n™.
La suite & tend vers £ := L;l(’u,). Par définition des distributions Fj(z), le
vecteur u appartient & T, M \ Fs_1(z) si et seulement si £ € n~ \ Es_1. En
décomposant chaque & selon la somme N7 @ ... ® N, on voit aisément que

ceci est équivalent & :

(18) [1(Ad Poge) &xlg ~ s (F),

pour un certain réel ¢ > 0 (qui dépend de la suite (§)). Des relations (15)
et (16), on tire par ailleurs :

(19) Drfk(uk) = Lgk((Ad hk)fk)

Ainsi, la relation (17), jointe & (18) et (19), montre que u € T, M \ Fs_1(x)
si et seulement si || D, fr(ug)|| = O(us(k)). Ceci prouve le point 1, (a) du
Théoreme 1.4.

Soit a présent v € Fj(x) \ Fj_i(x), j € {1,...,s — 1}. On peut écrire
u=13(&) on & € &\ Ej—1. Soit (uy) une suite de T, M qui converge vers
u, et on écrit pour tout k € N : wup = 15, (&), ou & est dans n~ et
converge vers £. On décompose &€ = £ + ... 4 £6) selon la somme directe
N1 @ ... ®N,. On écrit également & = §,(€1) +...+ {,(:), oll f,(gj) appartient
a Nj. La suite (§l(€j )) a une limite non nulle, et par conséquent, on tire de
Pexpression (Ad hg).§k = ,ul(k:)flil) +...+ ,us(k:)fl(j) que :

(20) pj(k) = O([|(Ad hi)-Ekllg)-
Les relations (19) et (17) conduisent & :

115 (k) = O([| Dg fre(ur) 1),
et le point (1), (b), (7) est satisfait.

Considérons a présent la suite uy := ¢5, (). Il s’agit d’une suite de T, M qui
converge vers u. On a I’équivalence ||(Ad hy).£||g ~ cuj(k), ou ¢ > 0. Les



38 CHARLES FRANCES

relations (17) et (19) conduisent donc a :

1Dz fre (i) || = O (F)),
et le point (1), (b), (i7) est satisfait.

Réciproquement, considérons un vecteur non nul u € T, M, satisfaisant aux
conditions (1), (b), (i) et (1), (b), (#4) pour un certain indice jy € {0,...,s —
1}. Parle point (1), (a), u n’appartient pas a T, M\ Fs_1(x). Par conséquent,
w appartient a un certain Fj, (z) \ Fj,—1(x), j1 € {0,...,s—1}. Or, a cause
de la propriété p;(k) = o(p+1(k)), VI € {0,...,s}, les points (1), (b), (i) et
(1), (b), (74) ne peuvent pas étre vérifiés pour deux indices distincts jo # j1.
On conclut que jo = j1. On obtient ainsi ’équivalence (1), (b) du Théoreme
1.4.

7.3. Intégrabilité des distributions F; et caractérisation métrique
des feuilles locales. Il nous reste a prouver I'intégrabilité des Fj, le fait
que les feuilles F; sont totalement géodésiques conformes, ainsi que la car-
actérisation métrique locale. Nous gardons les mémes notations que ci-
dessus : pour z € M, on choisit une suite (2;) de M dans la fibre au-dessus
de z, qui converge vers T € M, et telle que 2 := fk(:?:k).hlzl converge vers

~

zZ.

On définit U, := my(exp(z,B(0,71))), o r1 > 0. Quitte & choisir r;
assez petit, U, est un ouvert contenant z, et { — mps(exp(z,£)) est un
difféomorphisme de B(0,r1) N n~ sur U,. Pour j = 1,...,s — 1, on définit
Nj(x) := mp(exp(z, & N B0, r1))).

Lemme 7.2. Pour j € {1,...,s — 1}, Nj(x) est une sous-variété lisse,
totalement géodésique conforme, contenue dans U, et est partout tangente
aFj.

Preuve : comme en section 4.4, en considérant éventuellement une suite
extraite de (fx), on a une décomposition g = g1 @ ... ® g, de sorte que
(Ad hg)jg; = vj(k)Idg,, ou chaque suite (v;(k)) admet une limite dans R4 U
{00}, et vj(k) = o(vj1+1(k)), pour tout 1 < j < m — 1. Il existe des indices
i1 < ... < tels que pj(k) = vy, (k) pour j € {1,...,s}. Silon se fixe un
indice j, alors la Proposition 4.8 affirme que quitte & restreindre r{, la sous-
variété Sj = exp(#, g%) NB(0,r1)) est une feuille intégrale de la distribution
(wM)~1(glis)). Maintenant, exp(#,E&; N B(0,71)) C 5’]’ est transverse aux
fibres de w7, donc Nj(z) est une sous-variété lisse de M. Par ailleurs, on
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montre comme dans la preuve de la Proposition 4.8, que g(%) est une sous-
algebre de g, qui s’écrit g(t) = n;j @pi;, ot n;j et p;; sont deux sous-algebres
de n~ et p respectivement. Par ailleurs, toujours comme dans la preuve de

la Proposition 4.8, on montre que N;(z) = mp(S;). 1l s'ensuit que N;(z)
est totalement géodésique conforme.

Nous allons maintenant montrer que N;j(x) est tangente a la distribution
Fj. Soit y € Nj(xz). On écrit y = mp(9) ot § := exp(Z,§), £ € &N
B(0,71). Alors T,N;(x) = DQTFM(Tygj) = 15(g"%) Nn~) = 14(&;). Rappelons
maintenant que I’on a extrait une sous-suite de (f;), de sorte que (Ad hy)jn-
converge vers L € End (n~). Il s’ensuit que fy,(exp (&, £)).hy * converge vers
exp(2, L(§)). Comme exp(Zy,&) tend vers g, on déduit du Lemme 7.1 que
1(&) = Fi(y). ©

On vient de montrer que la distribution F; définit un feuilletage pour j =
{1,...,5—1}, et que N;(z) est la feuille passant par  dans U, : on la note
désormais F]l-oc(x).

7.3.1. Caractérisation métrique des feuilles locales. Les distances induites
par deux métriques riemanniennes sur une variété sont localement équiva-

lentes; on a par conséquent :

Lemme 7.3. Il existe un voisinage compact K de Z dans N, et des réels

strictement positifs c1,co et ro, tels que si 2’ € K et &,& € B(0,79) Nn™ :

aillér — &llg < d(mn(exp(,&1)), v (exp(2,&2))) < ea|&1 — &2llq

On supposera par la suite que 'on a choisi g, 71 > 0 assez petits pour que
¢ — exp(Z, () soit un difféomorphisme de B(0,79) Nn~ sur son image pour
tout 2’ € K, et que l'on ait de plus, Vk € N :

(Ad hk).(B(O,Tl) N n*) C B(O,TQ) nn .

On commence par montrer le point 2, (a) du Théoreme 1.4. Soit y € Uy,
et (yx) une suite de U, qui tend vers y. Alors y = exp(%,§), avec & €
B(0,71) Nn~, et pour tout k, on peut écrire yr = exp(Zk, k), avec § — &.

loc (

Le point y appartient a U, \ F.;%4(z) si et seulement si £ € n~ \ E_;. Par

(18) et le Lemme 7.3, ceci équivaut a :
d(fr(), fr(yr)) = O (s (k).

Soit maintenant y € F}OC(:L‘) Fj‘icl(x), jge{l,...,s —1}. Alors y =
mm(exp(2,€)), on & € {&\ E—1} N B(0,71). Soit (yx) une suite de U, qui
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converge vers y, et on écrit comme ci-dessus y, = exp(Zg, &), avec § — &.
Nous avons déja vu que p;(k) = O(||(Ad hy).£k||g), ce qui, au vu du Lemme
7.3, conduit a :

pj(k) = O(d(fr(@), fr(yr)))-
Le point (2), (b), (i) est donc satisfait.

Considérons la suite de points yi := mar(exp(Z,€)), qui tend vers y. De la
relation ||(Ad hy).£||g ~ cpj(k), ot ¢ > 0, et du Lemme 7.3, on déduit :

(21) d(fr(x), fr(yr)) = O (u;(K)),

et le point (2), (b), (i) est satisfait.

Réciproquement, soit y € U, \ {x} satisfaisant les points (2),(b), (i) et
(2), (b), (4t) pour un certain indice jo € {0,...s—1}. Parle (2), (a), y € Uz \
F!°¢ (z). Donc il existe j; € {0,...,5—1} tel que y € F]lfc(x)\Fjlfil(x) Les
points (2), (b), (i) et (2), (), (i7) sont donc également vérifiés pour l'indice
Jj1, ce qui implique j; = jo. Ceci achéve donc la preuve du point (2), (b) du
Théoreme 1.4.

8. APPENDICE : UNICITE DES FEUILLES LOCALES Fjoc(x) ET DES SUITES
pj(k) DANS LE THEOREME 1.4

Soit & un point de M. Le Théoreme 1.4 assure l'existence d’une strati-
fication dynamique sur un voisinage U, de xz, définie par des sous-variétés
Fioo(a) = {2} € FI**(2) C .. C FI% (2) C Us, ot des suites iy (k), .. s (k).
qui satisfont aux conclusions (2), (a), (b) du théoréme. Nous allons prouver
I'unicité de cette stratification, au sens ot si HY® := {z} € HI**(z) C ... C
H!°¢ (z) C U, est une autre famille de sous-variétés, et si n1(k),...,n.(k)
sont d’autres suites, qui vérifient les conclusions 2, (a), (b) du Théoréme 1.4,
alors r = s, H]l-oc(ac) = Fjl-oc(a;), et n;(k) = O(u;(k)), pour tout j =1,...,s.

Commencons par choisir y et 3 non nuls, différents de x, dans Fll"c(x) et
H!o¢(x) respectivement. Le point (2), (b), (ii) assure quil existe une suite
(yk) qui tend vers y, telle que d(fi(z), fr(yx)) = O(ui(k)), et il existe
une suite (y;,) qui tend vers y’ telle que d(fx(z), fi(y,)) = O(mi(k)). Par
le point (2), (b), (i), on doit avoir ni(k) = O(d(fr(x), fr(yx))) et pi(k) =
Od(fu(x). f1(5}))) d'ott il ressort que s (k) = Oy () et s (k) = Oy (k).
On aboutit a n;(k) = ©(u1(k)). Cette information, jointe au 2, (b) assure
que y € HI*°(z) et y € Floc(x). Ainsi Hl*°(z) = Fi*¢(x).
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Supposons que pour j € {2,...,min(r,s) — 1}, on ait prouvé F}Ofl (x) =
HI%% (). Choisissons y € FI°°(z) \ FI*(x), et y/ € H**(z) \ H*|(z). Par
(2), (b), (i7), il existe (yx) qui converge vers y et telle que d(fr(z), fx(yx)) =
O(uj(k)). Par ailleurs, y € (Up \ H,l,‘fl(x))uz;jl Hl¢(z) \ H!(z). Les
points (2), (a) et (2),(b), (i) assurent que 7;(k) = O(d(fk(x), fr(yx))). On
conclut que 7;(k) = O(u;(k)). Le méme raisonnement appliqué & 3’ donne
que pj(k) = O(n;(k)), et finalement n;(k) = ©(u;(k)). Par le point (2), (b),
on obtient x € H]l.oc(m) \ Hjl.o_cl(x) et y € Fjoc(x) \ F;O_Cl(x). On conclut
finalement que F}OC(.%) = Hjl-oc(x).

Supposons que s = min(r,s). Alors, le raisonnement précédent permet
d’obtenir par induction que pour tout j < s — 1, p;(k) = O(n;(k)) et
FJZ-OC(IL‘) = H]l-"c(x). Le point 2, (a) du théoréeme affirme alors que pour tout
point y € U, \ F(z) (et donc pour tout y € U, \ H' (x)), et toute suite
(yx) qui converge vers y, on a d(fr(z), fu(yr)) = O(us(k)). On doit ainsi
avoir n;(k) = ©(us(k)) pour tout j = s,...,r. Comme n;(k) = o(nj+1(k)),
on obtient que r = s, et Ns(k) = O(us(k)). Ceci acheve la preuve de 'unicité.
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