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Résumé. Nous proposons de nombreuses constructions de variétés compactes lorentzi-

ennes pour lesquelles le groupe conforme ne préserve aucune mesure lisse. Ceci montre
que le théoreme de Ferrand-Obata ne se généralise pas au cadre lorentzien.

1. Introduction

Un des premiers exemples d’espace-temps proposé comme solution de
I’équation d’Einstein avec constante cosmologique positive, fut le produit
R x S? muni de la métrique —dt?> + gean (Ol gean désigne la métrique
canonique de la sphere). On le baptisa univers statique d’Einstein. Son
caractere statique, peu en accord avec les observations ultérieures, n’en
font pas un modele cosmologique réaliste, mais ceci n’affecte en rien son
intérét du point de vue géométrique. En effet, la structure conforme de
cet espace, ou plus exactement du quotient de S' x 8"~ (toujours muni
de la métrique —dt? + gean) par le produit des antipodies, que I'on note
Ein,,, possede des propriétés remarquables, qui en font ’analogue con-
forme lorentzien de la sphere S™. C’est d’ailleurs ce quotient que nous
nommerons univers d’Einstein. Parmi les analogies avec la sphere, on
peut commencer par dire que Ein, apparait comme le bord conforme
de AdS, 11, 'espace anti-de Sitter de dimension n + 1, qui est I’espace
modele lorentzien a courbure constante égale a -1. D’autre part, il ex-
iste sur Ein,, un analogue de la projection stéréographique qui identifie
conformément I’espace de Minkowski R1"~! & un ouvert de Ein,, (plus
généralement, tous les espaces modeles lorentziens a courbure constante
sont conformément équivalents & un ouvert de Ein,). Ainsi, I'univers
d’Einstein est conformément plat. On dispose également d’un analogue
du théoreme de Liouville pour les applications conformes de Ein,, qui
affirme que toute transformation conforme locale est la restriction d’une
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unique transformation globale. Enfin, un dernier point commun entre
la sphere conforme canonique et 'univers d’Einstein, est que ces deux
espaces admettent beaucoup de symétries conformes : leurs groupes con-
formes sont respectivement PO(1,n+1) pour S”, et PO(2,n) pour Ein,,.
On peut voir PO(2,n) comme le groupe de Mébius lorentzien.

Dans [D’AG], les auteurs font remarquer que génériquement, les struc-
tures géométriques rigides n’ont pas de symétries, et que par conséquent,
celles qui en possédent beaucoup (en un sens a préciser) doivent étre
suffisamment exceptionnelles pour que ’on puisse les “classifier”. Ils pro-
posent une belle illustration de ce principe pour les structures conformes
riemanniennes via le :

Théoréme 1 (Ferrand-Obata [Ob] [Fe2]).

St une variété compacte M de dimension n > 2 est munie d’une structure
conforme riemannienne 8 pour laquelle le groupe conforme est non com-
pact, alors M est la sphére S™ et la structure 8 est la structure conforme
canonique.

On peut énoncer ce théoreme en remplacant “groupe conforme non
compact” par “groupe conforme essentiel’, essentiel signifiant que le grou-
pe conforme ne préserve aucune métrique de la classe conforme considérée.
Remarquons que cette définition d’essentialité a un sens pour n’importe
quelle structure conforme pseudo-riemannienne. Il n’est pas difficile de
vérifier que pour une variété riemannienne compacte, dire que le groupe
conforme est essentiel équivaut a dire qu’il n’est pas compact.

Il est naturel de se demander si le théoreme de Ferrand-Obata se
généralise aux structures conformes pseudo-riemanniennes de signature
supérieure. Dans le cas de la signature lorentzienne, par exemple, est-il
vrai, comme cela fut brievement conjecturé dans [D’AG]|, que les seules
variétés compactes lorentziennes pour lesquelles le groupe conforme est es-
sentiel sont, a quotients et revétements finis pres, conformément équivalentes
a I'univers d’Einstein?

Notre but dans cet article est de répondre négativement a cette ques-
tion, et de construire de nombreux exemples qui montrent que contraire-
ment au cadre riemannien, il existe une relative abondance de variétés
compactes lorentziennes pour lesquelles le groupe conforme est essentiel.
On peut résumer cela par le

Théoréme 2. Pour tout entier n > 3 et tout entier g > 1, la variété
produit du cercle S' par la somme connexe de g copies de S' x S"2
peut étre munie d’une infinité de structures conformes lorentziennes es-
sentielles non équivalentes.
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Deux structures sont dites non-équivalentes s’il n’existe aucun difféomorphisme
conforme entre elles.

Les premiers exemples illustrant le théoreme précédent vont étre obte-
nus comme des variétés kleiniennes, c’est-a-dire des quotients 2/I" ou
2 est un ouvert de Ein,, (le produit R x S"~! muni de la structure
conforme associée & —dt2+ Jean) €t I un groupe discret de transformations
conformes de Ein,,. Dans le cas de la dimension 3, nous montrons qu’il est
possible de déformer des structures kleiniennes essentielles, pour obtenir
des structures conformes lorentziennes qui ne sont plus kleiniennes mais
restent essentielles. Nous obtenons le :

Théoreme 3. Soit Xy une surface orientable de genre g (g > 2).
Il existe sur la variété S' x Yy une infinité de structures lorentziennes
conformément plates non kleiniennes qui sont essentielles.

Ces procédés rendent tres hypothétique une classification globale des
structures lorentziennes sur les variétés compactes pour lesquelles le groupe
conforme est essentiel. Néanmoins, tous les exemples de structures essen-
tielles que nous construisons dans cet articles ont la particularité d’étre
conformément plats, et 'on peut conjecturer, & 'instar de D’Ambra et
Gromov dans [D’AG], que ce fait est général:

Conjecture. (Conjecture de Lichnerowicz généralisée)
Une variété lorentzienne compacte dont le groupe conforme est essentiel
est conformément plate.

Contrairement au cadre riemannien, cette conjecture est fausse sans I’hypo-
these de compacité : il existe des exemples de variétés lorentziennes non

compactes, homogenes, non conformément plates, pour lesquelles le groupe
conforme est essentiel (voir par exemple [A] [KR]).

2. Géométrie de ’univers d’Einstein

Nous commencons par une bréve description des principales propriétés
géométriques de 'univers d’Einstein. Le lecteur intéressé par une étude
plus détaillée pourra consulter [P], [HE] ou [Frl].

2.1. La structure conforme canonique de l’espace Ein,

On désigne par R*™ I'espace R"2 muni de la forme quadratique

2.n

2 2
q7" = 221%ng2 — 202Tpy1 + 23+ . T,
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et par 7 la projection de R"*2 sur P’espace projectif RP" 1,
Le cone isotrope de la forme ¢*>", que I'on note C>", se projette par 7
sur une hypersurface ¥ de RP"*!. Celle-ci est munie d’une structure
conforme naturelle. Pour le voir, on commence par remarquer que pour
tout x € C>, la restriction de ¢>™ & I’espace tangent en x au cone est une
forme quadratique dégénérée q}%’n, de signature (0, —, +...4+). Le noyau de
cette forme quadratique est précisément la droite de C*™ passant par 0
et par z et il coincide avec le noyau de I'application dym. Si C, désigne
le cone isotrope de ¢=", alors dxw(éx) est un cone sur l'espace tangent
a X en 7w(x) qui est défini par une forme quadratique lorentzienne. De
plus, si z et y sont dans la méme fibre de 7, on a d,m(C,) = dym(C,).
Ainsi, on vient de définir sur X une distribution lisse de cones tangents
lorentziens, ou de maniere équivalente, une classe conforme de métriques
lorentziennes. On appelle univers d’Einstein, noté Ein,,, I’hypersurface
2} munie de cette classe conforme canonique. Si I'on se place dans
une base (€, ...,€},,4) oll ¢>™ sexprime par —yi — y3 + y3 + ... + Y2 o
Alors I'intersection de C?™ avec la sphere euclidienne de rayon 2 (dans
la nouvelle base), que 1’on note ]*/E-i?ln, est topologiquement S' x S"~1.
La métrique que ¢>" induit sur Ei?ln est —dt? + gean ( Gean désigne la
métrique canonique sur 8"~ !). L'univers d’Einstein étant le quotient de
E;ln par le produit des antipodies, c’est un fibré en S"~! sur RP*.
Comme la structure conforme sur Ein,, est construite naturellement a
partir de la métrique ¢>", il est clair que toute transformation de PO(2,n)
agit conformément sur Ein,. Réciproquement, on a ([CK] [Frl]) :

Proposition 1. Le groupe conforme de l'univers d’Einstein coincide avec

PO(2,n).

Dans les deux références sus-citées, on trouve également une version
du théoreme de Liouville pour I'univers d’Einstein :

Théoréme 4 (Liouville). Tout difféomorphisme conforme entre ouverts
de Ein,, est la restriction d’un unique élément de PO(2,n).

2.2. Géodésiques et cones de lumiére

On appelle géodésiques de lumiere de Ein, les projetés sur Ein,, des
plans isotropes de R?>" (c’est-a-dire les plans ou la forme quadratique ¢>"
est nulle). Les géodésiques de lumiere sont donc des cercles et toute trans-
formation conforme de Ein,, envoie géodésique de lumiere sur géodésique
de lumiere. Notons que contrairement aux géodésiques riemanniennes ou
lorentziennes, il n’y a pas de paramétrage privilégié pour ces courbes.
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Soit maintenant p un point de Ein,. On appelle cone de lumiére de
sommet p I’ensemble des géodésiques de lumiere qui passent par p, et on
le note C(p). Le cone C(p) n’est pas lisse en p. L’hypersurface C(p)\{p}
est conformément équivalente au cylindre R x 8”2 muni de la métrique
singuliere 0 4+ gean.

2.3. Composantes de Minkowski, composantes de Sitter et anti-de Sitter

L’univers d’Einstein peut se voir comme la compactification conforme de
I’espace de Minkowski par un cone de lumiere. En effet:

Proposition 2. Pour tout point p de Ein,, le complémentaire de C(p)
dans Ein,, est un ouvert conformément équivalent a l’espace de Minkowski
Rl,n—l‘

On peut trouver une preuve de ce fait dans [P] ou [Frl], ainsi qu'une de-
scription du comportement “a 'infini” des droites de ’espace de Minkowski.
Par la suite, nous appellerons projection stéréographique de poéle
p tout difféomorphisme conforme entre le complémentaire d’un cone de
lumiere et RV~ 1,

Des procédés de compactification similaires existent pour les espaces
de Sitter et anti-de Sitter. Par exemple, I’espace anti-de Sitter, défini par
—2T1Tpq2 — 200Tn4+1 + 9:§ + .+ az% = —1, peut se voir comme le pro-
jeté des points de C>™ pour lesquels z, # 0. Son complémentaire dans
Ein,, est juste le projeté de l'intersection e N C*™ (et est I'orthogonal
de e, pour la forme ¢*>"), c’est & dire un univers d’Einstein de codi-
mension 1. Par homogénéité de 'univers d’Einstein, on obtient donc que
le complémentaire dans Ein,, de tout univers d’Einstein de codimension
1 est conformément équivalent & ’espace anti-de Sitter. On montre de
maniére analogue que lorsque v est un vecteur de type temps dans R>",
le projeté de v-NC?" sur Ein,, est une sphére riemannienne de codimen-
sion 1, dont le complémentaire est un ouvert conformément équivalent a
I’espace de Sitter de dimension n.

2.4. Complémentaire d’une géodésique de lumiére

Etant donnée une géodésique de lumiere Ay de 'univers d’Einstein, nous
appelons 24, l'ouvert Ein,\Ay. Nous disons ici quelques mots de la
géométrie de ces ouverts, géométrie qui nous sera utile en section 4.3.
On commence par remarquer que pour tout x sur Ag, 'intersection du
cone C(x) avec 24, est C(x)\ Ao, c’est a dire une hypersurface dégénérée



6 Charles Frances

de 24, difféomorphe & R™~!. On note cette hypersurface H, (). Re-
marquons que si  # 2/, alors Ha,(z) et Ha,(2'). En effet, il n’existe
pas dans Ein,, de triangle non trivial dont les cotés soient des segments
géodésiques de lumiere (si c’était le cas, ¢>" serait nulle sur des sous-
espace de dimension 3 dans R?"). Les hypersurfaces 3, (x) constituent
donc un feuilletage de {24, que l'on appelle H,. On a de plus:

Lemme 1. Il existe un difféomorphisme entre 2, et S* x R"~! qui en-
voie les feuilles de H a, sur les hypersurfaces {0} x R"1.

Preuve. On travaille dans la base (e, ...,en+2) et on prend pour 4y la
projection sur Ein,, du plan engendré par e et es. Soit xg un point sur Ag.
On note Hy la feuille de H 4, issue de xp. On choisit un difféomorphisme
¢ de R"! sur Hy. Si A est une matrice de SLy(R), la matrice

A
RA = Idnf2
A

de O(2,n) correspond & une transformation conforme de Ein,, préservant
24, Considérons maintenant A(f) un groupe a un parametre de rotations
dans SLa(R), et R4 le groupe a un parametre d’applications conformes
de (24, associé. Il suffit alors de considérer le difféomorphisme suivant
pour prouver le lemme :

Y :Stx RV — 2,
(0,2) = Ragp(o(z))

3. Dynamique conforme sur ’univers d’Einstein

Le groupe de Mobius lorentzien possede une dynamique bien plus riche
que son analogue riemannien. Nous avons mené 1’étude détaillée de cette
dynamique dans [Fr2] mais ici, nous nous limitons aux quelques propriétés
dynamiques utiles a la preuve du théoreme 2.

3.1. Décomposition de Cartan du groupe O(2,n)

Nous rappelons que O(2,n) désigne le sous-groupe de GL,+2(R) qui
préserve la forme quadratique ¢>"(z) = —2212p 10+ 2T220 11 +1:§+...+1:%.
On désigne par A™ le groupe des matrices diagonales de SO(2,n) qui sont
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de la forme

avec A > pu > 0.

Il existe alors un sous-groupe compact maximal K tel que SO(2,n) s’écrive
sous la forme K AT K ([B], [IW]). Sil’on choisit un élément gy dans O(2,n)
qui ne soit pas dans SO(2, n), alors quitte a remplacer K par K UgoK, on
obtient que O(2,n) s’écrit également sous la forme K AT K (attention, K
est toujours compact mais ce n’est plus un groupe). Cette décomposition
s’appelle décomposition de Cartan du groupe O(2,n).

Pour tout g € O(2,n), il existe un unique a(g) € A" tel que g € Ka(g)K.
L’élément a(g) s’appelle la projection de Cartan de g. Matriciellement,
il s’écrit sous la forme :

Les réels A(g) et u(g) s’appellent les distorsions de 1’élément g (as-
sociées a la décomposition de Cartan considérée).

Si (gx) est une suite d’éléments de O(2,n) qui tend vers l'infini, on
note Ay = A(gx), e = p(gr) et Oox = A\ — pii-
On dit que la suite (g;) tend simplement vers I’infini lorsque les suites
(M), (px) et (6x) admettent toutes trois des limites dans R que 1’on note
Aosos oo €6 000 €t que de plus, les facteurs compacts de la décomposition de
Cartan de (gr) admettent tous les deux une limite dans K. On remarque
que toute suite qui tend vers l'infini admet une suite extraite tendant
simplement vers 'infini.
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3.2. Dynamique a distorsions équilibrées

On dit qu’une suite (gi) de O(2,7n) qui tend simplement vers l'infini est
a distorsions équilibrées lorsque A\oo = fiooc = +00 €t Joo est fini. Les
propriétés dynamiques d’une telle suite sont résumées par la :

Proposition 3. Soit (g;) une suite de O(2,n) a distorsions équilibrées.
On peut lui associer deuzx géodésiques de lumicre AT et A~ appelés cer-
cles attracteurs et répulseurs de (gi), ainsi que deux submersions
oy 24 — AV (resp. m_ 1 Qa1+ — A7) dont les fibres sont les feuilles
de Hp- (resp. Ha+) de sorte que:

(i) Pour tout o, € 25—, et toute suite de points (xy) qui converge
vers Too, la suite gi(xy) converge vers mi(Too).

(ii) Soit U un petit voisinage tubulaire (ouvert) de A~ et U® son
complémentaire dans Ein,,. Alors limy_. gr(U°¢) = AT,

Preuve. 11 suffit de prouver la propriété pour une suite (gi) de A*. Pour
tout x = (21,2, ..., Tni2) dans R>", on pose B.(z) = [11 — €, 21 + €] X
[To—€,To+€] X ... X [Tp12—€, Tpio+e]. On note AT la projection sur Ein,,
du plan P engendré par e; et e,.o et A™ celle du plan P~ engendré
par ez et e;41.

Si l'on choisit x tel que w(z) € A~ alors

limg—oogrom(Be(z)) = B (x) = w([x1—€, x1+€] X [x2—€, xat€] x {0} X .....x {0}

Ainsi, B> (x) est un petit morceau du cercle A*. En faisant tendre € vers
0, on voit que toute suite 7(xg) qui tend vers 7(x) vérifie limyg_ o gx ©
7(zy) = limg_o0 grom(x) = 7(x1, 72,0, ...,0). On appelle 7 la projection
de R?" sur le plan P*. Elle induit une projection 7+ de Ein,\A~ =
24— sur A" dont les fibres sont les projetés sur Ein,, des fibres de 7.
Ces dernieres sont des hyperplans dégénérés de R*™, obtenus comme les
orthogonaux des vecteurs de P~ pour la forme ¢>". Les fibres de 71 sont
donc les cones de lumiere issus des points de A™, autrement dit, ce sont
les feuilles du feuilletage H 5. Ceci prouve le point (7).

Pour montrer le point (i), on recouvre U¢ par un nombre fini de 7(B,),
et on voit que limg_ 4o gr(U€) est un morceau de AT. Mais comme U*¢
rencontre toutes les fibres de 7T, on obtient qu’en fait cette limite est
I'intégralité de AT.

Soit (gx) une suite de PO(2,n) qui tend simplement vers l'infini. On
suppose que cette suite laisse invariant un ouvert {2 C Ein,. On dit
que (gr) agit proprement sur (2 si pour tout compact K C (2, on a
gr(K)N K = (), sauf éventuellement pour une nombre fini d’indices k. De
la proposition précédente, on déduit facilement le :
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Corollaire 1. Si une suite (gx) a distorsions équilibrées, de cercles at-
tracteurs et répulseurs A" et A~, agit sur un ouvert 2 C Ein,,, et que
2 ne rencontre ni AT, ni A~ alors (gx) agit proprement sur 2.

4. Construction de variétés compactes essentielles
4.1. Structures lorentziennes conformément plates

On dit qu’une structure lorentzienne sur une variété M est conformément
plate si elle est localement conformément équivalente & la structure con-
forme de l'espace de Minkowski R*!. On note M le revétement uni-
versel de M, que 'on munit de la structure conforme obtenue en remon-
tant celle de M. L’existence d’un théoreme de Liouville lorentzien et de
projections stéréographiques assurent qu’en dimension n > 3, une struc-
ture conformément plate équivaut a la donnée d’une (PO(2,n), Ein,,)-
structure sur la variété M. Rappelons qu’a une telle structure sont as-
sociés une application développante §, qui est une immersion conforme
de M dans Ein,, et un morphisme d’holonomie p : (M) — PO(2,n)
vérifiant, pour tout v € m (M), la relation d’équivariance oy = p(y)od.
On appelle H = p(w1(M)) le groupe d’holonomie de la structure con-
formément plate considérée.

On désigne par E:;ln le produit R x 8™~ muni de la classe conforme
associée a la métrique —dt? + Gean (gean est la métrique canonique de
Sn—1). Appelons 7 I’application de revétement de ]:];1“ sur Ein,,. Tout
élément de PO(2,n) se releve en une application conforme de EA)i;ln, et on
note Of(2\,/n) le remont/é\(k tout le groupe PO(2,n). On obtient un mor-

phisme naturel 7 de O(2,n) sur PO(2,n). Toute structure conformément

plate sur M peut également s’interpréter comme une (O(2,n), Ein,)-
structure, d’application développante § et de morphisme d’holonomie p,
tels que rod =d et To p = p.

Des exemples particuliers de structures conformément plates sont les
structures kleiniennes obtenues comme des quotient f)/ I, ot 2 est un

ouvert de Ein,, et I un groupe discret de O(2,n) agissant proprement
discontintiment sur 2. Pour de telles structures, Papplication & est un
revétement sur son image, et le groupe d’holonomie j(m(M)) coincide
avec I'; en particulier il est discret. Bien sir, toute structure Q/T" avec
2 ouvert de Ein,, et I" groupe discret de PO(2,n) agissant proprement
discontintiment sur {2 est un cas particulier de structure kleinienne. Nous
allons tout de suite en construire des exemples.
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4.2. Des groupes de Schottky lorentziens

Définition 1 (Groupes de Schottky de SLy(R)). On dit qu’un groupe
I'c SLy(R) engendré par g éléments 41, ...,7, est un groupe de Schottky
lorsqu’il existe 2g demi-disques fermés de H?, notés Df,...,D;,Dl_,...,Dg_,

qui sont deuz a deux disjoints, et tels que pour touti € {1, ...,g}: v;(H*\D; ) =
DF.

Rappelons (voir par exemple [Ma]) qu’un groupe de Schottky de SL2(R)
est toujours constitué d’éléments hyperboliques.

On travaille encore avec la base (e1, ..., e,12) dans laquelle g™ s’exprime
par qQ’"(a:) = —221Tp42 + 2222541 + aﬁg + ...+ x% et on appelle T
le tore d’Einstein obtenu comme projection sur Ein, du sous-espace
vect(ey, €2, €nt1, ent2). Ce tore est conformément le produit S! x S! muni
de la métrique dzdy. Il existe donc sur T deux feuilletages par géodésiques
de lumiere. Le premier, noté F; a pour feuilles les {x} x S! et le second
Fy est constitué des S! x {y}.

On considére les deux représentations pp et pg de SLa(R) dans O(2,n)

définies, pour tout A = <Ccl Z) dans SLy(R), de la manieére suivante :
A
pG(A) = I, 2
A
et
CLIQ b_[2
pp(A) = In—2
cl dls

Notons que pg(A) (resp. pp(A)) préserve To = S x S! en agissant
projectivement par A sur le facteur de gauche (resp. le facteur de droite)
et trivialement sur 'autre.

Considérons A présent un groupe de Schottky I" dans S Ls(R) engendré
par g générateurs 5q,...,55. On appelle I" le groupe pg(f), et on pose
si = pa(8i).

Si 4 est un élément hyperbolique de SLa(R), alors I’élément v = pg (%)
s’écrit dans une certaine base sous la forme
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et par conséquent (7*) est & distorsions équilibrées. Ses cercles attracteurs
et répulseurs sont disjoints et appartiennent au feuilletage F; de T. Ils
correspondent aux points fixes de 4 sur S'. Ainsi, pour tout i € {1, ..., g},
on note A} et A7 les cercles attracteurs et répulseurs de la suite (sF). Tls
sont tous disjoints deux a deux puisque les podles des §; sont eux-méme
disjoints deux a deux. Maintenant, d’apres la proposition 3 (et quitte &
remplacer s; par une certaine puissance s; ), on peut choisir pour chaque
ide {1, ..., g} un voisinage précompact ouvert U;" (resp. U; ) de A (resp.
A;") de sorte que :
(i) Les U sont d’adhérences disjointes deux & deux.
(i) Pour tout i de {1, ...,g}, s;(Ein,\U;" ) = U;" et s; ' (Bin,\U,") =
U, .
Autrement dit, le groupe I admet une dynamique de type ping-pong
sur Ein,, (voir par exemple [dIH], [Ma] pour ce type de dynamique). On
dit que c’est un groupe de Schottky de PO(2,n). Nous définissons
I’ensemble limite Ap de I' comme le fermé de T¢ donné par Ap x St ou

A poest I’ensemble limite de I" sur le cercle. Nous montrons alors :

Proposition 4. Soit 2 = Ein,\Ap. Le groupe I agit proprement dis-
continument sur {2r, et son action est cocompacte.

Preuve. On appelle D le complémentaire dans Ein,, de la réunion des Uii.
Il n’est pas difficile de vérifier que Uve (D) est un ouvert {2, stable par
I'. D’autre part, en regardant 'intersection de D avec T, et sa projection
sur le facteur gauche de S' x S!, on obtient un domaine fondamental D
pour l’action de I sur le cercle. Ainsi D ne rencontre pas A 7 et donc D ne
rencontre pas Ar. On en déduit que {2 est inclus dans 2p. Maintenant,
considérons (7), une suite de I" qui tend simplement vers U'infini. Alors
Yk = pa(Yk) pour une suite (9x) tendant simplement vers l'infini dans
SLy(R). Etant donnée I'expression matricielle de (), cette suite est a
distorsion équilibrée, et ses cercles attracteurs et répulseurs sont les cercles
At = {ptIxSlet A~ = {p~} xS, oup* et p~ sont les poles attracteurs
et répulseurs (sur le cercle) de la suite (4%). Ainsi A" et A~ sont dans Ap
et en appliquant le corollaire 1, on obtient que I agit proprement sur (2.
Comme il agit cocompactement sur {2 (D est un domaine fondamental),
on conclut {2 = 2, ce qui acheve la preuve.

4.8. Topologie des variétés quotients
Nous désignons par I" = {si,..., 5.} un groupe de Schottky lorentzien

comme dans la section précédente, et nous faisons I’hypothese supplémentaire
qu’il est contenu dans la composante connexe de l'identité. On note M
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la variété compacte 2p/I". En nous inspirant de I’étude des groupes de
Schottky complexes faite par Seade et Verjovsky dans [SV], nous allons
prouver le

Théoréme 5. La variété M est difféomorphe au produit S* x (S x 8"*2)(971)ti

o (St x S"_Q)(gfl)jj désigne la somme connexe de g — 1 copies de S' x
Sn—2,

Preuve. On désigne toujours par A7 et A; les cercles attracteurs et
répulseurs de s;. Les voisinages tubulaires UijE sont les mémes que dans
la section précédente et on appelle Zl-i leurs frontieres. Nous allons tout
d’abord montrer

Lemme 2. Toute géodésique de lumiéere de Ein,, admet une base de voisi-
nages tubulaires dont la frontiére est une hypersurface lisse de Ein,, de
stgnature lorentzienne.

Preuve. Dans le modele ﬂln (voir section 2.1), il est clair que toute
courbe de type 6 — (0, z) admet une base de voisinages dont les frontiéres
sont des hypersurfaces de signature lorentzienne. Il s’agit des voisinages
Ue = Upes: (0, De) avec D, la boule de centre z et de rayon e dans S" 1.
Bien siir, les projections de ces courbes sur Ein,,, ainsi que leurs images
par une transformation conforme ont la méme propriété. On vient donc de
montrer que les courbes, obtenues comme projection sur Ein,, des sous-
espaces de R?" de dimension 3 et de signature (— — +), possedent une
base de voisinages avec la propriété requise. Le lemme découle maintenant
du fait que toute géodésique de lumiere peut étre approximée par une telle
courbe.

On peut donc supposer par la suite que les Zii sont des hypersurfaces
lisses de Ein,, dont la signature est lorentzienne.
On considére maintenant I'ouvert (2 ,- = Ein,\A. Rappelons que le
1

feuilletage J AT (voir le lemme 1) est un feuilletage produit et que toute
géodésique de lumiere qui ne coupe pas A est une transversale totale
pour H A La projection le long des feuilles définit une submersion m AT
de 2 A7 Sur Al

D’apres le lemme 1, il existe un difféomorphisme qui envoie I'ouvert
P Ap Sur le produit S' x R™!. De plus, ce difféomorphisme identifie
Af & S! x {0} et les feuilles de H,o aux {6} x R""1. On s’intéresse a
présent au domaine fondamental D. Chaque surface Eii est transverse
a toutes les feuilles de H AL En effet ces dernieres sont de type lumiere
et ne peuvent pas avoir de points de tangeance avec une hypersurface
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de signature lorentzienne. Ainsi, il existe un difféomorphisme qui envoie
D sur le produit S! x X, ou X, désigne la sphere S"~! & laquelle on
a 0té 2g disques ouverts disjoints Df,..., Dgi. On appelle Sf,...,S;t les
frontieres de ces disques. Les hypersurfaces Z’;" (resp. X)) sont iden-
tifies par ce difféomorphisme aux S! x S (resp. S! x S;). La variété
M est obtenue en recollant les S' x S, avec les St x S;r via les ap-
plications s; : (0,x) — (t;(0,x),r;(0,x)). Comme les s; sont supposées
étre dans la composante neutre de PO(2,n), les applications ¢;(6, x) sont
homotopes a la projection sur S'. Ainsi, les s; sont homotopes aux ap-
plications de recollement (0, x) — (6,7r;(0,x)) (ou les r;(6,x) dépendent
différentiablement de #). Ainsi, M a toujours une structure produit de S*
par la variété obtenue a partir de M, en recollant deux a deux les Sj et
S; . On reconnait la la somme connexe de g — 1 copies de St x 8§72,

Remarque 1. La topologie de la variété M = (2r/I" dépend uniquement
du nombre de générateurs et pas de la configuration des Ali.

4.4. Une condition suffisante d’essentialité

Contrairement au cadre riemannien, on ne peut pas prouver qu’une struc-
ture lorentzienne conforme sur une variété compacte est essentielle en
montrant la non compacité de son groupe conforme. En effet, il existe des
exemples de variétés lorentziennes compactes dont le groupe d’isométries
lorentziennes est non compact et coincide avec le groupe conforme. Aussi,
pour montrer qu'une structure lorentzienne conforme est essentielle, nous
prouverons souvent qu’elle est fortement essentielle, c’est-a-dire que son
groupe conforme ne peut préserver aucune mesure absolument continue
par rapport a la mesure de Lebesgue.

On se place dans la base (eq, ..., €,42) et on considere les deux flots de
O(2,n) suivants :

1t et
01 et
= I ne I
1t et
01 et

Pour des raisons qui apparaitront plus claires en section 4.6, on appelle
le flot ¢! (resp. 1) ainsi que tout flot qui lui est conjugué dans PO(2,n)
un flot de type horocyclique (resp. de type géodésique).

En effectuant une décomposition de Cartan de la matrice (é i) dans

SLs(R), on voit aisément que ¢! admet une dynamique & distorsions
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équilibrées, dont le cercle attracteur et répulseur coincident avec le cercle
A des points fixes de ¢'.

Quant a 9, il admet clairement une dynamique a distorsions équilibrées.
Ses cercles attracteurs et répulseurs A' et A~ sont disjoints et leur
réunion constitue I’ensemble des points fixes de 3)°.

Les flots horocycliques et géodésiques fournissent un bon moyen pour
montrer qu’une structure sur M est fortement essentielle, donc essen-
tielle, comme le montre la :

Proposition 5. Soit M une variété munie d’une structure lorentzienne
conformément plate. Si le groupe d’holonomie H contient un flot ¢t de
type horocyclique (resp. géodésique) dans son centralisateur et que §2 =
(5(M) contient des points fizes de ¢t, alors il existe sur M un flot conforme

—t . . . . .
¢ fortement essentiel, qui s’envoie sur ¢ par le morphisme d’holonomie.

Preuve. On traite le cas ot ¢! est de type horocyclique (la démonstration
s’adapte sans probleme pour un flot de type géodésique).

Gréace a lapplication développante d, ¢! induit sur M un flot conforme at.
On appelle Aq le cercle attracteur et répulseur de ¢ et on choisit un petit
ouvert U de M tel que les applications 8 et 7 (m désigne lapplication de
revétement de M sur M) soient toutes deux des difféomorphismes de U
sur leurs images respectives. On demande de plus a ce que §(U) contienne
des points de Ay. Il existe alors un difféomorphisme conforme § de 7(U)

dans §(U) tel que § o @t = ¢! 0 § partout oll cette expression a un sens.
Rappelons que la dynamique de ¢! est & distorsions équilibrées et d’apres
la proposition 3, il existe une submersion 7 de {2, sur 4y telle que pour
tout z € 2x,, on ait lim;_, 1 o ¢! (z) = 74 (x). On considere alors un petit
intervalle I de Ay contenu dans §(U). On choisit V' un ouvert précompact
inclus dans U N ! (I). On doit alors avoir limy— o0 ¢*(V) C I. Si T et

W désignent les images de I et W par 571, on obtient également que

limy 400 ?(V) C I. On conclut que at ne peut préserver une mesure
1 absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue sur M. Si

c’était le cas, on devrait avoir ,u(qbt(V)) = u(V) pour tout ¢, mais comme

w(I) =0et u(V) # 0, on aboutirait & une absurdité.

4.5. Démonstration du théoreme 2

Si I' désigne un groupe de Schottky lorentzien comme dans les sections
précédentes, nous allons montrer que la structure 21 /1" est essentielle.
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Pour cela, considérons les deux flots ¢! = pp(¢!) et ' = pp(¢t) o
t

Pt = <(1) i) et ot = (eo €9t>. Leurs expressions matricielles montrent
immédiatement que ¢! et 1! sont de type horocyclique et géodésique
respectivement. De plus, les points fixes de ¢! constituent une géodésique
de lumiere Ag située dans le feuilletage Fo de Ty. Le flot 1! a quant & lui
deux géodésiques de lumiere de points fixes, Ag et Ay, elles aussi dans le
feuilletage F5. En particulier, A, A(T et A, sont toutes trois transverses
a Ap et par conséquent, elles rencontrent 'ouvert §2r.
D’autre part, comme pp(SL2(R)) centralise I', les flots ¢! et 1 induisent
deux flots ? et ﬂt sur 2p/I". 1l n’y a plus qua appliquer la proposition
5 pour conclure.

Remarque 2. Lorsque 1'on fixe le nombre g de générateurs, mais que ’on
choisit des groupes I' non conjugués entre eux, on obtient une infinité de

structures conformes essentielles non équivalentes sur S x (S x S”*2)(g —bi,

Remarque 3. Le groupe conforme de toutes ces structures est, a indice fini
pres, le produit SL2(R) x O(n — 2).

Remarque 4. Des constructions analogues sont possibles en toute signa-
ture pseudo-riemannienne, toujours en utilisant des groupes de Schottky.
Le théoreme de Ferrand-Obata est donc trés particulier au contexte rie-
mannien.

4.6. Interprétation géométrique des exemples précédents en
dimension 3

En dimension 3, I'ouvert Ein3\Ty est une composante Anti-de-Sitter
que l'on note (abusivement) AdSs. Le groupe I" agit proprement (mais
pas cocompactement) sur AdSs et le quotient U (qui est un ouvert de
M = 2p/T") s'identifie au fibré unitaire tangent & la surface hyperbolique

ouverte X = H?/ I". En restriction a U , les flots 5’5 et Et sont respective-
ment le flot horocyclique et le flot géodésique sur T'X. D’autre part,
I’action de I" sur Ty N 21 est propre et cocompacte. Le quotient consiste
en un nombre fini de tores T1,...,Ts et on a U = M\T} U ... U Ts.

On peut voir M comme la compactification conforme du fibré unitaire
tangent a la surface Y. Les flots horocycliques et géodésiques, qui préservent
une métrique lorentzienne sur 71X, s’étendent en deux flots conformes
sur M qui sont fortement essentiels.
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4.7. Exemples de structures essentielles non kleiniennes

On se propose de montrer a présent le théoreme 3.

Nous nous plagons en dimension 3 et considérons I" = (v1,...,7,), un
groupe de Schottky lorentzien a g générateurs agissant sur Eins. On
fait encore I’hypotheése que I' est contenu dans la composante neutre
de PO(2,n). En appliquant le théoréeme 5, on obtient que le quotient
M = Qp/T est diffSomorphe au produit S! x X4 ou X, désigne le tore
a g trous. La structure conformément plate obtenue sur M = S! x 2y
peut se voir a la fois comme une (Conf(Eins), Eing)-structure et comme
une (Conf(Eing), Eing)-structure. On désigne par 7 la projection de Eing
sur Eing et 7 la projection de Conf(Eing) sur Conf(Eing) associées. Les
applications développantes ¢ et ¢ sont liées par la relation d = wod et les
morphismes d’holonomie vérifient p = 7o p. On commence par expliciter
le morphisme p, qui est plus facile a décrire. Les groupes fondamentaux
71 (M) et m(£2r) agissent sur M comme deux groupes I" et I” de sorte
que M = M/T et 2 = M/I". On a alors la suite exacte:

10" T —-T—>1

Le morphisme d’holonomie p n’est autre que la projection de I sur I
On se fixe une fois pour toutes un point base xg de M et gy un point de
21 dans la fibre de x¢. Les éléments de 71 (M) qui sont dans le noyau du
morphisme d’holonomie sont exactement ceux qui se remontent dans {2
en des lacets basés en pg. On peut alors montrer:

Lemme 3. I] eziste des générateurs z,ai, b1, ...,aq,by de m (M) (z est un
élément central et [[7_,[ai, b)) = 1) tels que:

p(z) =1id

plai) =1id (i € {1) "'79})

Preuve. On appelle D un domaine fondamental du groupe I', et on peut
supposer que pg appartient & D. Comme nous ’avons vu lors de la propo-
sition 5, D est homéomorphe au produit S' x X, ot X, désigne la sphere
S? privée de 2g disques ouverts Dii. Le groupe fondamental 71(D) est
donc isomorphe au produit de Z par un groupe libre a 2¢g générateurs.
On choisit s,t1,...,tg,t541, ..., t24 le systéme de générateurs suivant:

- s est central. C’est un lacet qui part de py et fait une fois le tour du
facteur S' dans le sens positif.

- pour i € {1,...,g}, t; est le lacet qui part de py et fait une fois le tour
de D, dans le sens positif.

-pour i € {g+1,...,2g}, t; est le lacet qui part de pg et fait une fois le
tour de D;r dans le sens positif.
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On projette les lacets s, t1, ..., t, sur M et on appelle leurs images z, a1, ..., a4.
D’autre part, on considere g lacets b; (i € {1,...,g}) basés en xg dont
les remontés b; dans 2y a partir de pg vérifient b;(1) = ~;.pg. Alors
2,01, ..., Gq, b1, ..., by est un systeme de générateurs pour m1(M). De plus,
comme 2,dp,...,aq se relevent dans {2r en des lacets basés en po, ils
sont tous dans le noyau de p. D’autre part, p(b;) = ~; pour tout i dans

{1,...,g}.

Comme le groupe I” est dans la composante neutre de PO(2, n), chaque
7; est le temps 1 d’un groupe & un parameétre 7!. Les groupes 7} se re-
montent en groupes 7! de Conf(Ein3). D’autre part, le centre de Einj est
infini cyclique, engendré par un élément ¢ et on a Eing = Eins/({). On
peut maintenant décrire la représentation p :
-p(2) = ¢* pour un certain entier k.
-p(a;) = (™ (pour certains entiers m;).
-p(bi) = (™7} (avec n; entiers).

Nous utilisons maintenant un théoreme de déformation, que l'on at-
tribue & Ehresmann (voir [Th]) :

Théoréme 6 (Principe de déformation). Soit M une variété com-
pacte munie d’une (G, X)-structure de morphisme d’holonomie py. Il ex-
iste alors un voisinage U de py dans Hom(m (M), G) tel que tout p de U
est réalisé comme l’holonomie d’une (G, X)-structure sur M.

On considere la famille p,, de représentations de 71 (M) dans Conf(Eins)
définie par :
-pu(z) = ¢*.
-pulai) = ("
~pu(bi) = Cn“~77,1

Pour u petit, le théoreme 6 assure que p, est 'holonomie d’une struc-
ture conformément plate sur S' x Xy. Nous affirmons que pour u petit,
cette structure est encore essentielle. En effet, soit H, = 7T o py (71 (M))
le groupe d’holonomie dans Conf(Eing) de la structure déformée. Le flot
¢! de la section 4.5 centralise H,. D’autre part, pour u petit le domaine
fondamental D, pour 'action de H, est tres proche du domaine fonda-
mental D de laction de Hy = I'. Ainsi, comme D contient des points
fixes de ¢! dans son intérieur, D, fait de méme. La proposition 5 assure
alors que la structure déformée reste essentielle. Pour finir, si on choisit u
irrationnel, p,(m1(M)) n’est pas discret, et par conséquent, la structure
déformée n’est plus kleinienne.
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Remarque 5. Le procédé que nous venons de décrire semble tres particulier
a la dimension 3, et on peut se demander si la situation se rigidifie en
dimension supérieure. Autrement dit, les structures essentielles sont-elles
toutes kleiniennes en dimension > 47

Remerciements. Nous voudrions remercier le référé pour ses remarques.
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