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Introduction aux PINNS et Deep Ritz
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Objectifs

EDP elliptiques linéaires
On considérera ici des EDP elliptiques et linéaires de la forme:

Lu(x)) ==V - (AX)Vu(x)) + V- (B(X)u(x)) + c(x)u(x) =f(x), VxeQCR?
ux) =0, VvxeoQ

Numeérique Vs Apprentissage

L'apprentissage comme les méthodes numériques cherchent a construire des approximations de
fonctions.

Dans les deux cas on utilise des fonctions paramétriques. L'un contrains par les données, l'autre
par I'équation physique.

Idée

Utiliser les réseaux de neurones comme modéles paramétriques dans les méthodes numériques.
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Espace d’approximation

Linéaires

+ Espace d’approximation:

N
= {Z Bidi(x), O€VC R"}
i=1

« Opérateur de restriction R:

0" — meinjﬂ lu(x) — (0, ®(x)) [ dx,

- Lorsqu’on résout ce probléme on obtient:
M6 = b(u)
M= [, ®(x) @ ®(X)dx, b(u)= [, u(x)@dx
- Opérateur de reconstruction J:

N
I(u) = (0%, @(x)) = > 07 Pi(x)

- Projecteur: TTy, =Jo R

Nonlinéaires
+ Espace d'approximation:
My, ={nng(x), © €V CR"}

un réseau a L couche et n neu-
rones.

+ Opérateur de restriction R:

0" = minj | u(x) — nne(x) * dx,
o Ja

- Opérateur de reconstruction J:
J(u) = nng=(x)
« Projecteur: Ty, =Jo R

« Propriété du projecteur ?
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Espace d’approximation Il

Espace linéaire Espace nonlinéaire
+ On choisit fi, f, € Vy: + On choisit f1,f> € My !
X) + (X M
£ + fo(x ZGdD Jev, %) + (%) & My
+ M., n'est pas espace vectoriel mais une
- V, est un espace vectorlel. variété

+ Espace vectoriel Vs Variété

- Comment se comporte la projection sur une sous-variéte.
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Espace d’approximation IlI

- Sous-Variété: il s'agit d’'un espace courbe (généralisant les surfaces en dimension n, qui se
comporte localement comme un espace plat.

- Espace tangent: Il est associé a un point x de la variéte.
On peut le voir comme espace plat qui approche la variété localement autour de ce point.

(T e —
/ e G oG~ tups
@ -
: s
- o e

« Hyperplan: V ={x, tel que (x,a) = 0} pour un a < RY donné.
- Sous-variété gentille: M ={x, tel que F(x) = 0}.
Projecteur
- Est ce que le projecteur sur un espace vectoriel est unique ? oui, par le théoréme de projec-
tion sur un convexe dans un Hilbert.
« Est ce que le projecteur sur une sous-variété est unique ? non. Exemple: la sphére.

Emmanuel Franck | EDP elliptique et méthodes neuronales | Cours SciML 2 6/100



Espace d’approximation IV

Exemples d’espaces linéaires Exemples d’espaces nonlinéaires
+ Spectrale Fourier (globale): + Méthodes de tenseur:
n
(x) = Z o, sin(2R7tx) Z (Z &k Ppr (X ) (Z Birdr (X )
i—k
+ Spectrale Polyndmes orthogonaux (globale): avecx = [XMXZ)-
n + Spectrale Fourier (globale):
= aPe(x) n
i—k :Zo‘k sin (2w 7x)
+ Element finis (locale): i—k
n + Base radiales (locale):
= Z Pk (X) @
= =) onbler|x—x1)
avec ¢y  une fonction affine par morceaux. i=k
. Base radiales: + Base radiales anisotropes (globale):
= adlelx—xl) Zockqalz (x—x) )
i=k
avec & (r) = e, & (r) = /O F 7). - Réseaux de neurones type MLP (globale):
- Réseaux aléatoires: f(X) = nne (x)
= Z ocghney, (X) - Réseaux de neurones type KAN (globale):
ou les 0, sont choisies aléatoirement. f(x) = kano (x)
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Intégration

- Lintégration va dépendre de choix de l'espace. Pour les méthodes linéaires et tensorielles
on choisira des quadratures locales (dans chaque maille d’'un maillage) ou globales sur le
domaine selon le type de base.

- Onva t'intéresser ici au cas des espaces nonlinéaires notamment basés sur des réseaux de
neurone dont les caractéristiques sont:

» Modeéles globales qui ne nécessite pas de maillage.
» Bonne capacité d’approximation en grande dimension.
» Précision limitée.
Méthode d'integration
La méthode d’intégration la plus adaptée est la méthode de Monte Carlo.

L o (%) — u(X)[2dX = Eug(an) U0 (%) — u(x)|2]

avec U(Q) une loi uniforme sur Q. En appliquant la loi des grand nombres, on a

N
J 30—t 7 3 ) — w1
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Intégration et geométrie complexe

+ Onva donc résoudre en pratique
0" = [ 1l ual) — w2 o
[o}

« Comment échantillonner les points x; ?

+ Géomeétries tensorisées:

> Q = [a1,bq] X ... x [ag, bg]. On utilise une loi uniforme dans chaque direction.

> Le disque ou la sphére. On passe en coordonnées radiales ou sphériques et on utilise une loi uniforme pour
chaque coordonnée.

> Evidemment si Q est une somme/différence de géométries tensorisées on peut facilement échantillonner des
points dedans.

+ Géomeétries complexes ?

Méthode de "mapping”

On suppose que Q = m(Qy) avec Q, une geometrie simple. Dans ce cadre il suffit
d’échantillonner Q, et d’appliquer m a chaque point.

» On peut apprendre le mapping m(x)
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Intégration et geomeétrie complexe Il

Fonction Niveau
Soit une domaine Q de frontiére I', on appelle une fonction niveau une fonction ¢ tel que
<0, xe€Q
d(x) = =0, xeTl
>0, xcRY/Q
« Comment échantillonner ?
» On tire un point aléatoirement dans [a, d]9 tel que Q soit inclus.
» Si ¢(x) < 0 on garde le point sinon on recommence.
« Pas d'unicité des fonctions niveaux. Exemple le disque:

G1(X) = /X3 +X3—r1, di(X) =X+ X% — 1

+ La premiére est appelée La fonction distance signée car elle donne la distance entre chaque
point et T. Il s'agit d’'une fonction C° mais non C'. -

DQ
+ Somme de domaines: ¢1(x) < 0ou ¢dy(x) <0 , , @
+ Intersection de domaines: ¢1(x) < 0 et ¢p,(x) <0 ) . g5
- Domaines a trous: ¢ gomaine (X) < 0 €t oy (X) > 0 L | =
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Intégration et geométrie complexe Il

« Et si on ne connait pas la fonction niveau ? On la calcule ou on l'apprend.
- Approximation de la fonction distance dans le cas polygonal :

> On calcul
n
1 1 det(r;, ri4q)
wx) =y (- + t, ti=——DH
—\[ri i Tiligq + ¥ Tigq

avecr; =x; —xetr; = ||r;|.
2

> Lapproximation est donnée par ¢ (X) = 5y
- Approximation de la fonction distance dans le cas ou le bord est donné par une

courbe paramétrique c(t):

1 \¥¢ T (e(t) —x) - (1)
o0 = (g )+ Weto = | LEXe D

o lle(t) —x|)>*P
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Intégration et geomeétrie complexe IV

« Comment apprendre une fonction niveau ? On a une équation pour la fonction distance
signée appelée l'équation Eikonal.
Vo [=1, ¥xeQ
+ On soit aussi qu’elle est nulle au bord et que le gradient de la fonction distance définie la
normale au bord.
« Comment la résoudre ? Avec une méthode basée sur les réseaux (PINNs).
+ On se donne des paires (Xp, ny) aux bords. On résout:

mingcco(Jeq(d) +Jai(D) + Ineu (D))

avec

Jeg() = L

approchée par une méthode de Monte-Carlo et

Ve |1 o,
]

a,b

Np

Np
D o) Py DI Vo) —ny |?

i=1 i=1
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Intégration et geomeétrie complexe IV

« Exemples:

<0, parameters =

paramet
o o] W oo
2 o2 w0 "
02 et ~0.00100
a0 02 3
as 3 ~oanizs
oz N 7 oo e &
a2 e —oaotsa
as0
dlllni i w0 e “oauirs
o075 | - wixy) V. 000 08 wiy) )
1.00 = . 10 100 | Gy AT L oe “oome
- . . . . B B . - . . . i . B - . - B . . . B . 0.002 . . . B . 5 .
100 075 03 425 ob0 o3 030 0¥ Lie a7 03 03 oo Yoo 075 630 025 a0 035 030 of 1o G Gs o4 2 oo @ dr de
loss istory airchiet - mox = 1.99€.03  me i ichit : mox = 3.046.05  mean = 189e:05 1o
v 30
073 000175 102 075 ety
* 050 ~ 000150 107 — 050 \ ®
N N -
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Bh / w
- K | A 10
0. 5 0, “— -
N e 05
4

+ On connait les courbes paramétriques. On échantillonne des points et leurs normales sur le
bord.
- Simulations de F. Lecourtier (Ex CSMI).
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Adaptation

« Dans les méthodes d'approximation classiques on modifie souvent la discrétisation en raffi-
nant le maillage ou la quadrature localement pour améliorer la précision.

« Comment faire ici? Repartons de la méthode Monte-Carlo
N
1 _
J Fo = Eotfo = [ fooptoae = 3 1) =Ry

avec p(x) = 1xeq) Une densité de probabilité uniforme.
+ Les conséquence du théoreme centrale limite nous dit

E[ Ry — Bpif0)7] = YD
avec Var(p) la variance de la loi associée a p(x).
+ Méthode de 'échantillonnage préférentielle.
_ [ P {f(X)P(X)]
Blf(0) = | foopoaax = | TEBE B0 B, | T

- Si Var(f()gj(f(gx)) < Var(F(X)) on réduit U'erreur. On a envi de prendre p(X) ~ f(X)p(X).
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Adaptation Il

+ On pose r(x) = ug(x) — u(x)
+ On repart du résidu a minimiser et on applique la méme stratégie :

B 24 [ Lr(x) P
JQ luex u(x)szfoQ go(X)

+ On souhaite donc déterminer gg(x) =~ r(x) |?

go(X)dx = Ey, [I r(x) | }

go(X)

Remarque
Puisqu’on souhaite minimiser | r(x) |* et puisque go(x) > 0 on est pas obligé de minimiser

[ r(x) 2
Fo { go(X) }

On peut juste minimiser
Eg, [ r(x) P] = JQ | F(%) P go(x)dx

si go(X) ~| r(x) ?, les zones de haut résidu seront encore plus importantes dans l'intégrale et
donc seront minimisées en priorités.

« Comment calculer gg ? Plusieurs approches.

Emmanuel Franck | EDP elliptique et méthodes neuronales | Cours SciML 2 15/100



Adaptation llI

En général

Propriétés des méthodes:
> Explicite/implicite: selon elles construisent explicitement go ou échantillonne en mimant l'effet de gg.
> Re-échantillonnne (Re/Non-Re): on dit qu'une méthode re-échantillonne si on peut retirer 'ensemble des points
a chaque fois a l'inverse de celles qui piochent une portion de points dans un ensemble pré-déterminer Sp.
> Pondéré (P/non-P): si elle divise le résidu par ge (X) .

Méthode RAR

> Apres k itération on sélectionne m points de plus aux résidus et on les ajoute a 'ensemble des points d’échantil-
lonnages So.
> Méthode implicite, non-Re, non-P.

Méthode RAD
. 2 . .
» On construit ge (x) = M'z avec S l'ensemble des points d’origine.
Txeso T o)
> Aprés k itération on ré-échantillonne suivant gg (x)
> Méthode explicite, non-Re, non-P.

On peut rendre les méthodes plus efficaces en appliquant cette méthode par sous-domaine.

Le nombre de sous-domaines peut devenir grand avec la dimension.
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Adaptation IV

+ Méthode DAS/ASMM

> On construit ge, (X) un modéle génératif (modéles paramétriques pour estimer les lois de probabilités, cours fin
semestre) en résolvant

0g = mein Dk (ptarget(x] Il 90)

avec Prarget (X) =| r(X) 1> 1{ ¢ (x)<0}-
> Toutes les kitérations, on effectue un petit apprentissage de go, €t on ré-échantillonne les points.
» Méthode explicite, non-Re ou Re, non-P ou P.

+ Compatible avec des géométries complexes et la grande dimension.
+ Détails:
0 = min D (Prargc(X) | 90) = | Prrgs(10(Prage (X)X — |  Prrgesl09(gox)e
Q Q
Puisqu’on minimise il ne reste que

. rget(X) [0 X
0y = min | pase(x)log(ga(x)dx = | Prrse 10T R0 g, )
0 Ja Q ge(Xx)
et donc apres discrétisation

Prarget (Xi)[0g(ge (X;))
= min dx
I Z 9o xl)
ou les points sont échantillonner avec ge( ).
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Résumé: Géométrie, intégration et adaptation

Classique Réseaux
- Géometrie: - Géometrie:
» Element finis utilise des maillages. » Utilise des fonctions niveaux ou
Plus recemment: frontiéres im- des mapping et des échantillon-
mergeées et fonctions niveaux. nage de points.

» Base radiales utilise des fonctions

¢ b ; + Adaptation:
niveaux et des echantillonnages.

» On ajoute des points la ou l'esti-
mateur l'indique. Souvent liés aux
» Elément finis: On ajoute des résidus.
mailles suivant un estimateur d’er-
reur. Les estimateurs dépendent du
gradient (ou plus) et des éléments.

+ Adaptation:
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Comment calculer l'opérateur de restriction

Espaces linéaires Espaces nonlinéaires
+ Calcul du gradient: analytique, + Calcul du gradient: différentiation au-
- Résolution de V/ = 0: équation nor- tomatique
male. + Résolution de V) = 0: descente de
> Dans le cas linéaire: gradient stochastique/méthode de type
Newton

V)/]=0+—A0—-b=0
) . - Calcul des dérivées des fonction de
> on résout donc un systéme linéaire (LU, CG, b. 2 .. .
GMRES etc). ases: differentiation automatique

+ Calcul des dérivées des fonction de
bases: analytique
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Cas nonlinéaire: méthodes de Gradient et de Newton

+ On veut donc déterminer 0* solution de

N
Ved(6%) = ) Vadi(6*) =0
i=1
avec J; la fonction de codt locale (ici une norme [?) a chaque échantillon
« Puisque J est nonlinéaire on a potentiellement plusieurs solutions.
+ Le gradient est calculé par différentiation automatique.
- Méthode de Gradient:

Vod(0) =0 < —MVed(8) =0 <= —MmVed(6)+0=20

par méthode de point fixe on a: 0,1 = 0, —MVed(0).
+ Méthode de Newton:

Vod(0) =0 =  Jac(Ved(8,))(8 — 8o) + Vad(8o) ~ Vad(6) = 0
linéarisation
donc
Ho (J(8r)) (Bk11 — 6k) = —V0d(0r) <= Ops1 = 0r — Hy ' (3(61)) Ve (6r)
avec Ho(J(0¢)) la Hessienne de J.
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Cas nonlinéaire: méthode de. Gauss-Newton et Leverberg-Marquardt

- Méthode de Gauss-Newton:
> Onpose J(0) = (J(6),1). On propose de minimiser
mino [| 3(0) [13
> On linéarise autour de 0, ce qui donne
mine || 90d(00)(6 — 80) +3(6)(60) 13
> Ca donne un probléme aux moindre carrés sur (0 — 0q) qui peut définir l'incrément du méthode itérative:
Ohy1 = O+ 50k, avec minse, || (30 (0)(04))50, + J(04) |13

avec 0 J(0) la Jacobienne de 7.
> On résout le probléme aux moindre carrés par l'équation normale (cours 1):

Opy1 = O+ 56,, avecdoJ(04)700d(04)50, = —0o0d(0x)"T(6;)

- Méthode de Leverberg-Marquardt :
> Parfois la matrice 09 J (04)700J(0%) peut étre difficile a inverser.
> On utilise donc

Op1=0p+ 50, avec (d0(04)796d(0r) + Arlg)50, = —00d(04)"d(0r)

> Si l'erreur décroit vite on baisse a chaque itération A, on devient proche de la méthode de Gauss-Newton.
> Sila convergence est lente on augmente A. Puisque d¢J(0,)7d(0r) = Vo || J(0) ||3 on se rapproche d'une
méthode de gradient.
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Erreur de projection: cas général

+ On considére que u € H,(Q) avec Hy un espace de Hilbert. On chercher calculer U'opérateur

de restriction: A . } )
0 = ming £(0) =m|neJ | upg —u |5
(o]

« En pratique on calcul numériquement 0*(S) par un algorithme numérique qui minimise
En(0) = X1, wi || uo(x;) — u(x;) |2 avec S = {Xq, ....Xy}:
+ On chercher a estimer 'erreur du modéle calculé donc £(0%(S)).
Majoration de U'erreur

& < C( €®) +2supoco | €(8) — E(8) | + En(*) — ming Ex(8))
erreur d’approximation erreur d'intégration erreur d'optimisation

- On remarque facilement que €(0*(S)) = &(0) + (8(9*(5)) — 8(@))
+ On fait intervenir Uintégration
£(07(S)) = £(0) +E(07(S)) — EN(O*) + En(0™) — E(D) + min Ey(O) — min En(O)
\// 0 0

erreur d’approximation

+ On remarque l'erreur d'optimisation est donnée par: Ey(0*) — ming En(0). Il reste, aprés regroupement donc

€(07(5)) — &n(0™) + min En(0) — £(B) < 2supe | £(8) — En(O) |
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Erreur de projection: cas général Il

Erreur d’approximation

Elle quantifie la capacité de votre espace d’'approximation a approcher la fonction cible u. Si la
fonction cible est dans l'espace de dimension fini choisi cette erreur est nulle.

Erreur d'intégration ou de généralisation

Puisque la quantité [, || ug — u ||2 est approchée par une intégrale discréte, il s'agit d'une erreur
d’intégration. En apprentissage, on parle d’erreur de généralisation car les échantillons de
lintégrale discrete correspondent aux données et donc cette erreur a quel point le modéle peut
traiter de nouvelle données.

Erreur d’optimisation

Il s'agit de l'erreur induite par votre algorithme de résolution (souvent optimisation).
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Erreur de projection: espace linéaire

« Erreur d’approximation:

» Dans le cadre des méthodes basées sur des espaces approximations linéaires, l'erreur
d’'approximation Peut-étre déterminer analytiquement.

» La méthode élément finis utilise la convergence de 'opérateur d'interpolation. Pour
cela, on utilise des formules de Taylor.

- Erreur d’intégration/généralisation:
» La méthode d’intégration est souvent choisie tel que :
supe | €(8) — &n(6) |<< &(8)
» En élément finis, on utilise des quadratures suffisamment précise pour intégrer exacte-
ment les polynomes utilisées dans les bases.
« Erreur d’optimisation:

» Cette erreur est nulle si on utilise un solveur linéaire exact type LU.
» Avec les méthodes itératives, elle est donnée par la tolérance du solveur.
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Erreur de projection: espace non-linéaire

« Lerreur d'approximation est donnée par les théorémes d’approximation universelle des
réseaux de neurones.

« Lerreur d’'optimisation est trés difficile a analyser. On va donc ici se concentrer sur 'erreur
d’intégration.

+ Sion utilise une méthode de quadrature classique les théoremes d’approximation nous

donne naturellement:
‘ 8(6) - EN(G) |< CquadNﬂX

Cas Monte-Carlo
La difficulté vient du fait que 'apprentissage dépend du jeux de données (ici les points
d’intégration MC).

+ Pour traiter le cas, il faut donc considérer l'erreur
(o) = Esie(0(s) = | [ Nuo—ul?
oNJo

+ Enfaisant une analyse semblable a précédemment, mais plus technique, on aboutit.
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Méthodes d’approximation pour les EDP elliptiques
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Méthodes d’approximation

Espaces linéaires Espace nonlinéaires
- Ritz-Galerkin: - Deep-Ritz:
0" = ‘CQLQ(G(V,V) —fx)v) 0" = Vrgm(a[v, v) —f(x)v)
+ Least square Galerkin: « PINNs:
* . _ 2 R 2 _ 2
o —guin | 1)~ 0" = min | ILw)—f]

- Lidée est la méme. On restreint les fonctionnelles a minimiser a l'espace d’approximation.

+ Entre les méthodes classiques et les méthodes neuronales ce qui différe c'est l'espace d'ap-
proximation. Le choix de l'approximation des intégrales et de la résolution en découle.
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Cas nonlinéaire: Résolution, géomeétrie et adaptation

Résolution
Pour résoudre les problémes de minimisation des PINNs ou de Deep-Ritz, on utilise les mémes
méthodes que pour calculer 'opérateur de restriction :

- Méthodes de type gradient stochastique (Adam, ResProp, etc )

- Méthodes de Newton et Quasi-newton (L-BFGS, Leverberg-Marquardt).

+ Méthodes de type gradient stochastique Préconditionné.

« Il est assez fréquent de combiner deux méthodes. Les méthodes de Newton/quasi Newton
converge lentement mais sont moins robuste a une mauvaise initialisation et sont plus codi-

teuses.
+ Approche classique: On commence avec une méthode de gradient et on finit avec un algo-

rithme de type quasi-Newton.

Intégration, géométrie et adaptation

Les stratégies pour intégrer les fonction colits, traiter les geéométries complexe et faire de
l'adaptation sont les mémes que pour 'opérateur de restriction.

« Pour 'adaptation, on essaie de construire go(X) =| r(x) ||> avec r(x) = L(ug)(x) — f(x)
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Conditions limites faibles et équilibrage de coiits |

« Comme pour les méthodes linéaires usuelles on peut imposer les conditions limites faible-
ment.
+ Pour les méthodes EF on parle souvent de pénalisation.
« On nomme J,(u) la fonctionnelle @ minimiser (PINNs ou Deep-Ritz). On nomme le résidu des
conditions limites B(u) = 0 (Dirichlet, Neumann ou autre).
Conditions limites faibles pour les méthodes neuronales

Le probléme de minimisation devient

— (a,(u9> +2c [ 11Buo) B dx)
Q

+ Les méthodes linéaire prennent souvent A\, = % avec e petit. Ici 'optimisation étant non-

linéaire on utilise des coefficients plus raisonnable.

+ Echantillonnage: On doit échantillonner des points de bords. On peut faire ca avec des
courbes paramétrique h(t) avec t qui sera échantillonné uniformément.

Question
Comment choisir/adapter Ay ?
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Conditions limites faibles et équilibrage de coiits Il

+ Probléme d’entrainement avec les BC faibles. Exemple: Helmholtz equation.
* Référence: Understanding and mitigating gradient pathologies in PINNs.

102 Layer 1 102 Layer 2 102 Layer 3 102 Layer 4
10! 10! 10! 10!
100 10° 100 10°
0 ol ol— — T
-2 0 2 -2 0 2 -2 0 2 -2 0 2
— Voly, —— VoL,

« Sur cette exemple, le gradient de J,. est trés souvent localisé autour de zéro.
+ Si l'entrainement voit pas les BC on peut capturer des solutions triviales. Exemple:

—OxU=f, YxeQ
u=g VxeodQ
+ Si la solution est de la forme u(x) = sin(27tkx) la source est de la forme 47?R?u(x).

+ Supposons que ug(x) = hg(x)u(x) avec H ok he X)

< €. On obtient:
LOO

[IVodbe(8)] 100 < 2€||Voho(X)]| o0 [Ved(8) |, < O(167*R*) - €| Veoho (X) |,
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Conditions limites faibles et équilibrage de colits IlI

« Comment équilibrer les fonctions de colits ?
> Descente de gradient
On+1=0n—MmVed(0n) =0y *T'I[Vegr[en] + Vegbc(en)]

> Développement limité:
1
3(0n 1) = 3(0n) + (Bnt1—0n) - Vod(0n) + 5 (On 41— 0n) V5 I () (On 41— On)

avec & =t0, + (1—t)0, 1 ett € [0,1]
> On combine les deux expressions:

1
H(9n+1)—3(9n)Z—HVeH(en)-VeH(Gn)+fnzveﬂ(en)TV%H(i)nVeﬂ(en)
=-n[Ved(0 Hz+ Pl 2V03(0,) VHI(E)Ved(0n)

=-mllVed(0 Hz+ 5N 2V03(0,) V33(E)Ved(0n)

> On appelle Q la matrice de orthogonale qui diagonalise le Hessienne. Avec quelques calculs on obtient

Vod(0n)VEI(E)Vd(0n) = [[Vod(0n) |5y diag(A1, Az .. Am)y (4)
=[Ved(0 HzZM/, (5)
o Vgd(On)
avecy_Oiuveg(en)H.
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Conditions limites faibles et équilibrage de colits IV

« Suite:
> En appliquant au deux fonctions de coiits on a:

3(On41) —3(8n) = TIHVBH(en)H% (71 + %n Z )\iyi2>

i=1
avec A; les valeurs propres de V4 J(&) = V33, (&) + V3 dpc (&)

- Si les valeurs propres sont grandes et 1 pas assez petit le gradient peux remonter.

- En pratique on peut constater dans des cas non convergent qu'il y a des valeurs propres trés

grandes venant de V37, (&).

+ On consideére la fonction de colit u
, . £(0):=L,(6) + > AiLi(6)

+ Algorithme (étape k): =

> on recalculer les nouveaux poids

TBX%“Voar(en)\}y =1, .M

1 2i=11Vedi(8n)l

» On metajour les poids R .
A==+ aA, i=1...,M
» On fait la descente de gradient:

M
Oni1 =0, —1Vedr(0n) —M > AiVod;i(0n)

i=1
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Conditions limites fortes |

- En général dans les méthodes linéaires classiques, des conditions comme celles de Dirichlet

sont imposées en dur dans les fonctions de bases et donc dans l'espace.

« Comment faire de méme ici ?

Fonctions de Rvachev

On se donne une fonction niveau ¢. On introduit fonctions normalisés de Rvachev:

X) + Z + O™ (X)¥(xX)
avec Uy (X) = Pr(Xx— dVd) oup, et ¥ sont des fonctions inconnues. Elles satisfont

u(x) =1o(x), VxeoaQ
et .
o*u
% =1P(x), Vxe€oQ
avec v = Vo la normale rentrante dans le domaine.
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Conditions limites fortes Il

Condition de Dirichlet

Soit ug(x) un modéle paramétrique nonlinéaire. Une fonction normalisée de Rvachev avec
Po(X) = g(x) et P;(x) = up(X) satisfaisant une condition de Dirichlet du type u(x) = g(x) sur le
bord du domaine Q défini par ¢. En pratique on peut l'approcher a U'ordre un par:

u(x) = g(x) + d(x)ug(x)

+ On prend fonction normalisée de Rvachev avec m = 0 on a donc

ux) =Po(x— V) + ¢ (x)1(x)
u(x) = o (x) — (GV, Vibo (X)) + b (X)h1(x) + 0((dVH)?)
u(x) = o (X) = (GVd, Vo (X)) + G (X)W1 (x) + 0((HVP)?)
+ on utilise que V¢ = —n

w00 = o) + & 22200 4 ()41 x) +0((6VH)2).

Puisque est nul au bord on peut simplifier et obtenir:

u(x) = o (X) + G )1 (x) + 0((HVd)?).
et utiliser cette relation en négligeant les termes du second ordre.
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Conditions limites fortes Ill

Condition de Neumann

Soit ug(X) un modele paramétrique nonlinéaire. On se une fonction normalisée de Rvachev a
'ordre 2 satisfaisant les conditions de Neumann a“e = h(x). En pratique on peut 'approcher par:

) = (14900 31 )t s(x) = SKIAGC) + 87 Ko )
avec U 1(X) et up »(x) des modéles paramétriques

+ On commence par développer notre fonction de Rvachev:

u(x) =bo(x— &V ) + G (X1 (X — V) + d? (X)W (x)
+ On linéarise le premier terme
u(x) =Po(X) — (Vd, Vibo) +0(VH?) + G )1 (x — V) + b (X)W (x)
+ On utilise que n = —V ¢ donc

u(x) =P (X) + ¢ (Vibo,n) + 0(VH?) + b (X)W1 (x — V) + 2 (x) (x)
+ ce qui donne
aﬂ)o

u(x) =po(x) + ¢ (Vsz)+¢(X)¢1(X—¢V¢>)+¢2(X)MX)
Par définition des fonction de Rvachev on a 11)1 = a = —h donc

u0X) = Wox) + & 200 1 0(VH?) — H(OAX) + B2 (X)W (x)

+ Il suffit ensuite de paramétriser 1o et 1.
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Conditions limites fortes IV

- Les conditions de Robin peuvent se traiter de fagon similaire.
- Référence: Exact imposition of boundary conditions with distance functions in physics-informed deep neural net-
works. |l est détaillé le cas de multiples conditions limites sur le méme domaine.

- Est ce que toutes les fonctions niveaux fonctionnent ?

+ On résout
—Au=1, VXxeB(051), u=0, VxeodB(0.51)

On utilise la fonction distance signée ¢(x) = /x2 +y2 — 1 et on impose en dur les condi-
tions de Dirichlet.

loss history prediction, parameters = 0.50

— total loss us(x,y)

102
—— residual 1.25 g 020

-0.25

~0.50
0 100 200 300 400 500 -0.50 025 0.00 025 050 075 1.00 125 150
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Conditions limites fortes IV

« Les conditions de Robin peuvent se traiter de fagon similaire.
- Référence: Exact imposition of boundary conditions with distance functions in physics-informed deep neural net-
works. Il est détaillé le cas de multiples conditions limites sur le méme domaine.

+ Est ce que toutes les fonctions niveaux fonctionnent ?

+ On résout
—Au =1, Vxe B(0.51), u=0, Vxeo0B(0.51)
+ On utilise
la fonction distance signée ¢(x) = x*> 4+ y> — 1 et on impose en dur les conditions de Dirichlet.

loss history prediction, parameters = 0.50

102
— total loss 150
— residual 125

1.00
075 015
050
025 010
0.00

-025

050 us(x,y)

0 100 200 300 400 500 —0.50 —0.25 0.00 025 050 075 1.00 125 1.50

+ La dérivée seconde de la sdf est est singuliére. Donc le Laplacien de f u(x) = g(x) + ¢ (X)ug (X)
est singulier et 'apprentissage ne converge pas ca ils se concentre sur les points singulier.
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Conditions limites fortes V

« Comment apprendre une fonction niveau réguliére ?

Apprentissage de fonction distance signée régularisée
On se donne des paires (X, n,) aux bords. On résout:

mind:eco (3eq(¢) + 3d1(¢) + 3Neu(¢) + 3reg(¢))

avec

greg(d)) :J IA(bIde.
[a,b]d

- Apprentissage sans/avec régularisation

au_ay, paramaters =
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Résume sur les conditions aux limites

Classique Réseaux
- BCforte: V, construittel que fo (x) = 0, X € + BCforte: W, = {nng (x) x h(x)}avec h(x) = 0au
00, Vfe € Vp bords.
+ BC pénalisée: « Il faut une fonction niveau réguliére.

+ BC pénalisée:

5 _ ¢ 1 P
0 7Vr2wn(l(v)+€JQlu g\)

- 1 estremplacé par A. Il peut étre adapté automa-
tiquement pendant la descente de gradient.

— I
0 fvrguvr;(uvuejﬂwu g|)
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Problémes paramétriques et malediction de la dimension

- En optimisation, propagation d’incertitude etc on souhaite résoudre des problémes du type
La(u(x)) —f(x,B)
avec p = (&, ) des paramétres qui vivent dans un espace V,,.

+ Les méthodes usuelles sont trop couteuse en grande dimension donc on résout pas ce prob-
léme dans l'espace Q x V,,.

+ En général on fait des simulations pour different u et on construit un modeéle réduit.

Méthodes neuronales paramétriques
Les espaces de réseaux de neurones étant plus efficace en grande dimension ont peut essayer
de résoudre dans l'espace Q x V,,

+ Dans ce cas l'opérateur de restriction devient:

0" — minj J | u(x, 1) — nno(x, 1) P dx,
0 Jv,Ja

+ La méthodes PINNs devient:

o° — minj J | Lalu(x, 1) — f(x, B) 1 dx,
ve Ja

[¢]
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Erreur numérique et stabilité

- On considére que u € Hy(Q) avec Hy solution de L(u) —f = 0 avec f(x) € H,
6 = ming R(0) = minej | L(ug) —f le/
Q

« En pratique on calcul numériquement 0*(S) par un algorithme numérique qui minimise
Ru(0) = X1y w; || L(ue () —F(xi) |2 avec S = {Xq, ... Xy}
- On chercher a estimer l'erreur du modéle calculé donc £(0%(S)).
Stabilite

On dit que U'EDP est stable si: || u — v ||x< Cppg||£(u) — L(V) ]|y

Erreur numérique
Soit u la solution de 'EDP stable Lu(x) = f(x) alors on
£(67(S)) < CeonC(R(®) +25up | R(8) — R | +Ru(87) — min R(8))
€
+ Par continuité on a

8(9*(5))=JQ lu—uox Hﬁ\J (uo+) —L(u) lj= J L(ugx) —f IIf —R(67(S))

+ On applique ensuite le méme raisonnement a R(0*(S)) que pour €(0*(S)) dans la section projection.
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Méthodes d’approximation et espace linéaire de réseaux
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Méthodes des réseaux aléatoires |

Modéles linéaires basés sur des réseaux aléatoires

On peut aussi utilisées des réseaux de neurones comme des fonctions de bases globales. On
retrouve |'espace d’approximation

N
V= {Z Bidi(x), O€VC R”}
i=1

avec ¢;(x) = nng, ou les poids sont choisis aléatoirement. On parle d’extreme ML ou de méthode
"random features”.

+ Cela peut se combiner aux méthodes de Galerkin ou Galerkin-moindre carreés.

+ Puisque nos bases sont des réseaux on garde la quadrature de Monte-Carlo.

+ Les stratégies utilisées pour les BC fortes et faibles pour les espaces nonlinéaires de réseaux
marche aussi pour cette approche.

Résolution

Si le nombre de base et de points sont égaux on se retrouve avec une matrice a inverser sinon
avec un probléme de moindre carré a résoudre.
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Détails pour les méthodes des "réseaux aléatoire”

+ Premier choix de base:
di(x) = o(Ax + b;)
avec A;, b; choisis aléatoirement.
+ Deuxiéme choix de base:
Bi(x) = c(A,-}(x—x,») ; bi)
avec A;, b; choisis aléatoirement, x; des points du domaine, et r ¢ R,

- Partition de l'unité:
» On se donne une fonction support

> eniD
71+5?n2(27tx) % < X < 7%, 1.00 W ﬁ
8 ¥ 3 0.75
Bi(x) = 11751n(2m”<) ;Z §~X<5 © 050
— 2 = 3 SX< 025
0 sinon 000 -15 _15,0 -05 00 0.5 1.0 15
» en dimension d: .
Wn(x) = [T wh )
> Base multi-échelles: k=
M Mp
ug(X) =Y 0;d;(x)) + Y Wnlx Z 81 b nj (X
i=1 n=1
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