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Opérateur neuronaux pour les EDP elliptiques
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Objectif: inversion d’opérateur

+ Soit un probléme elliptique de la forme

—Au = f(x), XxeQ
u(x)=0 X €0Q

+ On voudrait prédire rapidement une solution pourr un f(x) ou un g(x) généraux.
+ Si la solution existe, on peut formellement dire qu'il existe G : Hy — H, tel que
u(.) =6"(f(.))
Idée
Peut t'on apprendre G—" avec un réseau de neurones ?

+ On peut généraliser en cherchant a approcher G™(a(.)) = u(.) avec a 'ensemble des fonc-
tions données du probléme (source, condition limite, coefficients de I'EDP).

+ Soit Gg un réseau on va résoudre
meinq \|u(.;a)—Ge(a]H§Cydu(a)>
A

+ Questions: Comment approcher p(a) et quelle architecture prendre ?
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Inversion d’opérateur et Vnet

+ On va représenter nos fonctions u(.) et a(.) sur une grille de taille N,.
+ On souhaite donc construire:
uy ~ Ge(ap)
« Il est assez naturel d'utiliser des réseaux de convolutifs.
+ Le modeéle de référence est le Vnet.
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Vnet et invariance a la résolution

+ On aimerait que le résultat de dependent pas de la résolution voir de la discrétisation.
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+ Pas le cas du Vnet.
Opérateur neuronaux

Il s'agit de réseaux dont les entrées et les sorties serait dans des espaces de Hilbert. En pratique
cela veut dire que ce qui est appris ne dépend pas de la résolution voir de la discrétisation.
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Réseau de neurones et espace fonctionnel

+ Questions:
> Comment construire des couches de réseaux de neurones en dimension infini ?
> Comment paramétriser/discrétiser les couches pour obtenir l'invariance par résolution.
» Comment apprendre ?

Couche classique
Une couche classique de réseau de neurones de R! dans R™*" est donnée par
y = o(Ax+ b)

On compose une application linéaire et une fonction nonlinéaire coordonnée par coordonnée.

» On généralise les applications linéaires par les opérateurs linéaires en dimension infini.

» Opérateur linéaire a noyau:
900 = | Kixyf(y)dy

» On se retrouve donc avec une couche de la forme:
g:(X) = o(g1(x)), VX € Q,  gi(x) = (J k(x,y)f (v)dy)
Q

avec o appliquée localement en chaque point g;(x).

Emmanuel Franck | Cours 12: Introduction aux opérateurs neuronaux | Cours SciML 2

6/1



Couche cachée

+ On peut maintenant construire une couche plus général pour un vecteur en fonction en en-
trée.
Couche interne d’opérateur neuronal

Soit une entrée v;(x) € H(RY)% et une sortie vi.1(x) € H(R¥)%+. Une couche cachée est définie
par

Vi) = ot (W) + | kO yviy)ay + i) )
Q
avec une matrice constante W € Mg, 4, (R), k(X,¥) € Mg, , 4, (R) et by(x) € R
+ Le domaine pourrait pratique d'une couche a l'autre mais en pratique c’est pas vraiment util-
isée.
« Le noyau pourrait avoir des dépendances plus compliquées ( en v, en paramétres) etc.

Remarque

On a donc une opération en espace locale qui mélange les fonctions et une nonlocale en espace.
Si on prend k(x —y) on retrouve sur une version continue des couches convolutives.
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Architecture compléte |

+ Avec les réseaux de neurones classiques on augmente souvent la dimension avant de la re-
descendre. On peut généraliser ici.

Couche d'extrapolation
Soit une entrée a(x) € H(R)% la couche d’extrapolation génére une sortie vy (x) € H(R?)% avec
do > m par la formule:

Vo(X) = MLPs (x,a(x))

Couche de projection

Soit une entrée v, (x) € H(RY)% la couche de projection génére une sortie u(x) € H(R9)%ut avec
doyt < d; par la formule:
u(x) = MLPg (X, V(X))

+ La couche d’extrapolation génére des fonctions d’entrées supplémentaire par des transfor-
mations locales en x

+ La couche projection combine les fonctions de la derniére couche par des transformations
locales en x
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Architecture compléte Il

Architecture compléte

Soit une entrée a(x) € H(RY)% et u(x) € H(R?)%:t |a sortie. Un opérateur neural est donnée par
la succession de couche suivante:

Go :=Poo (W, +Kp +by)o---00o(Wo+ Ko+ bg) 0Q

avec Q la couche d’extrapolation, P celle de projection et (W; + X; + b;) un couche linéaire.

@@ Layer1 (» Layer2 [>®@®@—» LayerL —)@

Neural Operator Layer

» S e yveIdue) + bix)
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Entrainement

- En pratique on veut minimiser:
30) = | | 1 6alatn) —ux |2 dxddua)
AJO

* Processus général:

> On géneére des données discrétes (source etc) (ai, ....,an) avec a; € Mg, ,n(R), dj vecteurs a n coefficients
> En utilisant un solveur on calcul les solutions associées:

(Ugyeeeyup) €ER"

avecu; € My, 5 (R) doyt vecteurs a n coefficients
» On assemble la fonction de cout

Mo

3(0) = JQ I G (a;(%)) — u(x) |2 dx

i=1

> On effectue une minimisation:
Ory1=0r—MVed(0)

« Pour échantillonner on utilise souvent des processus Gaussiens bien choisis.
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Fonctions de coiits physiquement informés

- On peut aussi utiliser des fonctions de colts tenant compte de l'équation (comme pour les
PINNS).

+ Cependant elles sont en générales pas suffisantes. Il faut les couplés avec les données.

+ Soit une EDP:
Ly(u(x)) =f(x), xeQ
u(x) =g(x), xe€oQ

+ Fonctions de colts physique:

Jeap (0 ZJ | Lb,(Ge(a szx+7\ZJ | Go(ai(x)) — gi(x) [13 dx

Remarque

Le calculs de fonctions de colit physique pour les opérateurs neuronales génére un colit mémoire
est trés importante. On détaillera les potentiels implémentations selon les architectures.
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