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Opérateur neuronaux intégraux



Opérateur neuronaux intégraux
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Opérateur neuronaux intégraux

Opérateur neuronaux de type Green



GreenNet et EDP linéaire |

+ On propose ici une premiére architecture qu’on va appeler GreenNet.
+ On consideére ici une équation linéaire de la forme:

avec u(x), f(x) € HS(Q)P
GreenNet
Il s’agit d'un réseau a une couche, sans couche d’extrapolation et de projection, ou la couche
principale est Gg : H5(Q)P — H(Q)P est paramétrée de la fagon suivante:
Golf) = | Rolx,y)fly)dy -+ us[x)
Q

avec kg un réseau de type MLP, Fourier etc.

« Puisqu’on paramétrise le noyau au niveau continue, ce qui sera appris sera Indépendant de
la résolution et de la discrétisation.

- Les intégrales peuvent étre approchées par Monte-Carlo.
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Théorie de Green |

GreenNet En pratique
La couche est donnée par:

m
Go(fr, ..., fm) = Z ke (%, yi)f(yi) + ue (x)
i=1
avec kg un réseau de type MLP, Fourier etc.
- Est ce que cette paramétrisation est une bonne idée ? Oui d’apreés la théorie de Green.

+ Considérons: —Au(x) = f(x).

> On pose AG(x,y) =d(x—vy)

> On rappelle les propriétés des Dirac:
[ sx=yirwiay 1)
> On introduit l'identité:
[PV —pVP] - ndS = J [V — V2 plaV

Q (o}

» Choisissons ¢ = u(x) et = (ai(x,y) Cela donne

A= J [u(x)VG(x,y) — G(x,y)Vu(x)] - ndS = J [u(x)V2G(x,y) — G(x,y) V2u(x)]dV
00 o

A:J [UKX)B(X—V)—G(x,y)f(X]]dV:u(v)—J G(x,y)f (x)dV.
(o} (o}
» Onadonc

uly) :J 6%, y)f (X)dV +j W(X)VG(X,y) — G(X,y)Vu(x)] - ndS
Q 200
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Théorie de Green Il

Théorie de Green
Soit le probléme

—Au(x) = f(x), vx e Q
u(x) = g(x), VX € 000

Soit

*AG(X»V) = 5(X*y), Vx,y €Q

G(x,y) =0, VX € 0QQ
alors la solution est donnée par

u(x) = JQ Glx, y)F(y)aV + j 9(x)(VG(x,y) - n)dS

00

« Par principe de superposition on a aussi

u(x) = j GX, V) (Y)Y + Unom (X)
Q
avec

—AUnpom (X) = Oa vx e Q
u(x) =g(x), vx € 0Q
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Théorie de Green llI

- Cette théorie peut étre généralisée a chaque EDP elliptique linéaire.
+ Ce résultat justifie l'architecture des GreenNet.

Théorie de Green
Soit le probleme

Au(x) = f(x), vx € Q
dnU(X) =g(x), VYxedQ
Soit
—AG(x,y) = 5(x—y), vxeQ
onG(X,y) =0, VX € 000
alors la solution est donnée par

u(x) = JQ Glx, Y (y)dV — J G(x,y)g(y)ds

00

« Un certains nombre de fonctions de Green sont connues (Wikipedia). Les GreenNet peuvent
en déterminer de nouvelles.
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GreenNet et EDP linéaire Il

+ Puisque le noyau de Green satisfait:
_AG(X) y) = 5(X - V)»
« Il s'agit d'une fonction dont les dérivées seconde sont singuliéres.

+ Un réseau étant une fonction réguliére il va mal capturé la fonction de Green.

A Exact Green’s function Learned Green’s function Exact Green’s function
0

10 025 0 10 010
08 020 02 08 005
; 5 s 06
y 08 o1 o1 oo ¥
04 04
02 02 005
00 00 ! 010
000 025 050 075 100 000 025 050 075 100 000 025 050 075 100
z z P
B Exact Green's function Learned Green’s function ReLU NN (4.2% error)
10 10 10 010
- 08
08 0z o8 : o5
06 —04 08 06
v v 000 Y
04 -6 o4 04
005
02 —0s 02 02 00"
00 00 0 010
000 025 050 075 100 000 025 050 075 100 000 025 050 075 100
x z z

+ Le GreenNet propose d'utiliser des couches d’activation rationnelles:
_ Z?:o ax’
1+ | T2 o]

+ Cela permet d’obtenir de mieux capturer des singularités.

Rational NN (1.1% error)
10

010
08 0.05
06

0.00
04
0.2 ~0.05
00 010

000 025 050 075 100
z
Tanh NN (2.7% error)

0 010
08 0.05
06

0.00
04
02 ~0.05
010

00
000 025 050 075 1.00
z
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GreenNet et EDP lineaire Il

+ Résumé de l'apprentissage:

A 6P covariance kemel
w0

-

samples from theory

lAlgonthmlcaHy informed

Unknown system

" Boundary
- conditions on a5

Plusieurs exemples: https://greenlearning.readthedocs.io/en/latest/guide/

gallery.html

Source/forcing

Response

D

Human readable features

E

Homogeneous solution
0

0
000 025 050 075 100

1
sty Z \u,um JACES

lTraln

Extract &
visualize

!

. 2
= .\‘L(n-u]mvldv) dz.
g

DL Green's
ction

Extract &
visualize
Green's function
10 025
o8 020
o5 015
04 010
02 005
00 o000
000 025 0530 075 100
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GreenNet et EDP lineaire Il

« Découverte de noyau

A Learned Green'’s function C Symmetries E Dominant eigenvalues
1.0 q 22 1.0 q 22 102
051 . 1 05 b u S * %,
100 4
Y 004 0 Y 00 0
10724
—0.5 -q —11 —0.5 4 q -1
—1.0 + —22 —1.0 4~ —22 1074

Extract features

A T
-1.0 -05 00 05 10 ; -1.0 -05 00 05 g 10° 10! 10%
x x n

B Homogeneous solution D Singularity location F Dominant eigenmodes
3.0 100 2
= Exact
15 ==+ Learned 50 - 14
0.0 04 0
—1.5 4 —50 o -14
-3.0 T T T ~100 T T -2 T T T
-0 -05 00 05 10 -10 -05 00 05 10 -10 -05 00 05 10
T T T

« Plusieurs exemples: https://greenlearning.readthedocs.io/en/latest/guide/
gallery.html
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GreenNet et EDP nonlinéaire |

+ La théorie de Green ne s'étend pas aux EDP nonlinéaires.

Idée de DeepGreenNet

on apprend une linéarisation du probléme puis un opérateur de Green.

NonlinearSystem NonlinearGreen'’s Function
l l G(z,6)
,n.;ﬁA ;.
5” 00 x
Encode :
V= V’(u) g ‘ : Decode
_ & A\ ° u= -1 v
f=9¢(F) 3 y(v)

Linear System L[v(’i)] :f(i)

—— Mode 1

ey Mode2 )
| === \lode 3

P s Mode 4

Green’s Function

v®) = [GER1E)E

-
05
00
03
LA .
x

¢ 00

Emmanuel Franck | Cours 13: Architectures d’opérateurs neuronaux | Cours SciML 2 9/t



GreenNet et EDP nonlinéaire Il

+ Pour le DeepGreenNet il est proposer d’apprendre un opérateur de Green Gg et deux auto-
encodeurs (Resnet).

» L'auto-encodeur Eq,, Do, S'appliquera a la source. L'auto-encodeur Eg,, Dg, s'appliquera a la
solution.

« Fonction de couts de base:

M

Joreen(0) = JQ | Go (%)) — () |2 dx

avec f;(x) = Eo, (fi(x)) et 0i(x) = Eo, (u;(x)).

S

M

2(0) = 3 | 1 Doy (g ) ~£(x) [3 e

il

Hu(e) =

M-

L | Do (Ea, (U1(X))) — ui(x) |2 dx

I
LN

+ Fonction de Codt additionnelle:

a(0) =

M-

J | Do, o G o Eo, (fi(X)) — ui(x) |2 dx

Q

i=1
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Opérateur neuronaux intégraux

Opérateur neuronaux bas rang



GreenNet bas rang |

+ Un des défauts du GreenNet est le colit d’évaluation. Si vous voulez calculer la solution en
m; points, chaque point nécessitera le calcul de l'intégral avec m, points.

« Colten O(mym,) .

GreenNet de Bas rang
On propose de prendre:

R
Ro(X%,Y) = ) doi(X)ei(y)
i=1

+ Simplification:
> Soit la formule de Green:

> Cela donne:

R
a0 = Y o0 | o )Fy)dy
i=1 @

R
ux) =Y (f, i) de,i(x)

i=1
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GreenNet bas rang I

Couche du GreenNet bas rang
La couche est donnée par: R
Z (fs Wi) 2 be k(Xi)
k=1

avec

(f e = %Zwe,i(xijj)
j=1

+ Le colt d’évaluation est en O(Rm, + Rmy).
+ on peut utiliser un ou deux réseaux pour les fonctions de bases.
+ Le rang R doit étre assez grand.

Remarque

Si vous apprenez G, effectuez un sampling aléatoire de x et diagonalisez la matrice, la
décroissance des valeurs propres donnera une idée du rang a viser.
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DeepOnet |

+ L'opérateur Neural DeepOnet un des premiers introduit dans la littérature.

Idee
Avoir un réseau qui prend en entrée f(x) évalué a des points appelés "senseur” qui va prédire les
coefficients (f, ;)2

DeepONet pour approcher la fonction de Green

Il s’agit d’'un réseau a une couche, sans couche d’extrapolation et de projection, ou la couche
principale est Gg : HS(Q)P — H°(Q)P est paramétrée de la fagon suivante:

f1) Z(leel

avec bg un réseau de type MLP de RY dans RR et
teo (f'], fm) — (0(1, ooy (XK)

un réseau de RP*™ dans RR
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DeepONet i

DeepONet Général

Il s'agit d’'un réseau a une couche, sans couche d’extrapolation et de projection, ou la couche
principale est Gg : H5(Q)9 — H*(Q)P est paramétrée de la fagon suivante:
R

Go (@, ....am) = »_ b i(X)
i1

avec bg un réseau de type MLP de R? dans RR et
to(aq,....am) — (0t ..y k)
un réseau de R7*™ dans RR

Branch Network Branch Network : discretize input function

b

Mininize Loss

Trunk Network
(z,y) = ¥(z,y)

N, e
o -

X
%Iﬁ

boy) —|

Trunk Network
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DeepONet Il

Approximation universelle

X est un espace de Hilbert, K; € X et K; R sont deux ensembles compacts. V est un ensemble
compact dans C(K7), et G est un opérateur non linéaire continu qui applique V dans C(K;). Alors,
pour tout e > 0, il existe n, p,m > 0 et des constantes c¥, z,,l,ef?, ik € R, wy € RY, X; € K tels que :

-3 3 do Za () + 6 | oty -y + G)| < e
k=1 j=1
avecu € Vetyek,.

Shift-DeepONet

Il s'agit d'un réseau a une couche, sans couche d’extrapolation et de projection, ou la couche
principale est Gg : H5(Q)9 — H°(Q)P est paramétrée de la fagon suivante:

G a1) :E: CKIbG o Xy )

avec by un réseau de type MLP de RY dans RR et
to(Q1,....am) = (01, ooy o)y Qo(Q1y.ec@m) = (Bay ey Ba)y  bo(@1y..cdm) = (Bay .oy Ba)

Emmanuel Franck | Cours 13: Architectures d'opérateurs neuronaux | Cours SciML 2

15/41



Approche physiquement informés

Remarque

Les réseaux de type GreenNet et DeepOnet peuvent étre évaluée en tout point x. On peut donc
facilement ajouter une fonction de cout physique. Par-contre l'apprentissage devient trés
couteux.

DeepONet
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Opérateur neuronaux intégraux

Opérateur neuronaux intégraux



Opérateur neuronal sur graphe

+ Jusqu’a présent on a vu que des opérateurs neuronaux a une couche. On va introduire des
réseaux multi-couches utilisant des idées similaires.
+ Onva supposer que 'entrée et la sortie sont discrétisées sur un maillage.
Opérateur neuronal sur graphe

Il s’agit d’'un réseau multi-couche dont une couche de R% dans R%+ est donnée par

Vin(V) = o | Wa(0) + e Z o (%, y,a(x),a(y))vi(y)

yeN(x
avec kg un réseau de type MLP, Fourier etc et

N(x) ={y,telque ||y—x < r}

- Le voisinage doit étre choisi dans 'espace = indépendance a la résolution.
+ Cette couche est une discrétisation de:

G(Wvl(x) + JQ ko (x,y,a(x), a(y))lg(x,r)v,(y)>

+ On peut utiliser 'ensemble des voisins du maillage ou sous-échantillonner.

Emmanuel Franck | Cours 13: Architectures d’opérateurs neuronaux | Cours SciML 2 17/41



Opérateur neuronaux Spectraux



Opérateur neuronaux Spetraux
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Opérateur neuronaux Spectraux

Opérateur de Fourier



Méthodes spectrales

Idée
On effectue un changement de base et on apprend dans la nouvelle base.

+ On se donne une base (d4(x), ...., dn(x)) orthogonale.

- Dans la nouvelle base on a R

u) ~ Y (U, &)z dilx)
i=1
« Pour apprendre une transformation dans une base on apprend une fonction de la forme

o = (U, dj)z — Bi

+ Un changement de résolution spatiale va peu changer 'approximation de (u, ¢;)2

+ Sion a assez de points les «; bougent peu et la transformation dépend peu de la résolution.

Couche spectrale
On propose la couche a noyau suivante:

JQ Ro (X, Y)V(Y)dy = (B 0 &g o B)(V)

avec B un changement de base dans une base (¢4(x), ...., (X)) orthogonale et kg une
application paramétrique qui transforme les modes de la fonction.
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FNO

+ Les réseaux de Fourier sont les opérateurs neuraux les plus communs.
FNO
Les opérateurs neuronaux de Fourier utilisent comme base B, la base de Fourier, utilise la FFT
comme opérateur de changement de base et utilise:

Rg =K

avec K € C%+1>9<"r yne matrice entrainable avec n; le nombre de fréquences de Fourier quon
va consideérer.

« Sivos d| signaux ont n points spatiaux le colit de la FFT et FFT inverse est en O(d;nlogn) et

O(d1nlogn)
- Le colit de 'application du filtre est de l'ordre O(d,d;1nf). Ce colit est raisonnable si ny << n.

@
@a(rouricr IaycrlHFouncr |aycrz|—» oo —»FounerlayerT
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FNO en pratique

+ Hyper-parameétres du FNO:

» Nombre de couche (en général entre 3 et 5),
> Largeur: nombre de fonctions générées par la couche d’extrapolation.

> Nombre de modes: nombre de modes de Fourier sur lequel on va appliquer les filtres. Entre 20 et 40 en général.

+ FNO et la dimension:

> Le nombre de modes augmente vite avec la dimension. Les FNO deviennent couteux en grande dimension d’es-
pace.
» Le nombre de modes est en O(n}’x) et donc la cout de la couche devient O(d,d,Hn}’X)

FNO vs FNO Factorisé
Le FNO en dimension d utilise:
|, ralxyviy)dy = (5,7 o Rago T W)
Q

Le FNO factorisé utilise: d
[, ok yviy)dy =3 (5 o ka0 5)W)
Q i=1
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FNO physiquement informés

« Comment étendre un réseau a des fonctions de colt physiquement informés ?

Remarque
Le FNO utilise des FFT donc on récupere la solution que aux n points ou est localisé le signal
discret d'entrée. Comment calculer la dérivée ?

+ La sortie est donnée par
u(x) = Plv)(x) = PU(WLvL1) (X) + K vi—q (X))
- Idée: on va faire une transformée de Fourier inverse continue a la fin.

« Onadonc:
» 1 Rmax k i2mtk
U(x) =PoF (ke - (?qu)])(X) =P i Z(Ke(?qu)k) exp D (x)
max k:()
+ etdonc Rmax 27tk
W)= QW) = ) (<h(Tw),) e’ o (x)
max k:O

+ On peut aussi calculer la dérivée dans l'espace de Fourier:

u = ?/(VL) Sl (IZTTCK (?VL))>
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Geométries complexes: LNO

« Comme on a vu dans le cours sur les GNN, on peut généraliser Fourier sur des géométries
complexes.

+ On va donc calculer les modes de Fourier de la géométrie (FE) puis construire une transfor-
mée de Fourier associée.

Function a(x) X > R defined on Function u(y): Y - R defined on
Riemannian manifold X — Opera(or Riemannian manifoid Y

b The framework of NORM

e [ ERET, TEEN . ..

input

L p

d LBO eigenfunctions | clL-layer

Manifold: X =Y “
Laplace-Beltrami operator (LBO): & ‘
Solving A(x) = A¢ (x), x € X l
g 49(x) 40, Encoder Approximator Decoder
=T @ s
LBO eigenfunctions of X'

Truncated LBO
eigenfunctions
(Pre-computed)
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Geométries complexes: GNO

Idée
On apprend une déformation du domaine physique vers un domaine rectangulaire, on applique
une FNO classique et on applique la déformation inverse au résultat.

CEC-OEC-@*

Input

(a) Geo-FNO architecture

W<

Physical space (x) Latent space (§) Latent function u() Physical function u(x)
(b) Deformation

+ On définit un domaine physique Q et un ensemble de point Q, = {Xi,...,X,}. On définit le
domaine de calcul D et un ensemble de point D, ={&4, ..., &}
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Géomeétries complexes: GNO Il

Apprendre la déformation
La deformation est construire a partir d’un réseau inversible (par rapport au premiére variables)
bal&iy e Edyd) = (X1 o0y Xa)
avec a les paramétres de la géométrie. On choisit un réseau MLP ou de Fourier de la forme:
b5 (X) =x+fo(x,a)

+ On va construire la transformée de Fourier sur le domaine physique.
+ On le fait par changement de variable:

(Fav)(k) = [ viee =W e
D
:J V(x)e_zm<¢>51(x),k>|det (Vg (%)] }dx ~ g Z m(xjv(x)e—zin<¢51(x),k>
1) |Qp] b
« Linverse se définit pat l'identité F5'o T = Iy

(Fo0)(X) = (F0) (dg'(x) = Z\?(k)eZ’“<¢ﬁ1("1»k>
: R

+ Réseau final:

o= o (WL_._SFQ_]OKG o?"'bL) ®ooo@ (W1+?_10Keoffg+bL) o®
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Géomeétries complexes: GINO

Idée
Construire une grille qui contient Q et apprendre une transformation locale entre la grille et Q.

query

discretize
M =
Operates on Operates on (latent) Projects to
input geometry regular geometry output geometry
=

=

Couche de projection géométrique
Pour passer d'une géomeétrie physique Q a un domaine de calcul on va utiliser la couche suivant:

vo(x) :L | RotRy)aldy, ol ZKe x;,y2)a(y?)

On peut inverser le role de Q et D
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Opérateur neuraux spectraux

Idée
On peut utiliser une autre base que Fourier: Chebyshev, Legendre et garder l'architecture
précédente.

Autre architecture

On fait 'ensemble des transformations dans 'espace spectral. On parle de SNO (spectral neural
operator). On a donc
Go =B "oMLPy 0B

- En pratique on enchaine donc les couches en restant dans 'espace spectral.

+ Les couche linéaires sont donc, comme précédemment, apprisent dans l'espace spectral. Les
modes des différents signaux sont totalement mélangeés.

« Les activations sont aussi appliquées dans le domaine spectral.
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Opérateur neuronaux et attention



Opérateur neuronaux et attention
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Opérateur neuronaux et attention

Attention et transformeur



Introduction

Introduction
Les transformers sont un type de réseaux de neurones introduits pour le traitement du langage
naturel (traduction) puis étendus aux problémes de traitement du signal.
+ Traduction 1er stratégie: le modéle SeqtoSeq.
« Il s'agit d’'un modéle qui va transformer une séquence (une phrase en francais) en une autre
séquence (en anglais).
+ Sion se donne comme séquence d'entrée (X4, ...,X,) €t (V1,...,¥n) cOmme séquence de sortie
alors l'objectif est de construire la loi de probabilité:
P((yay ey ¥n) | (X1y ey Xn))
Modéles SeqtoSeq
Deux réseaux: I'encodeur et le décodeur. Le rdle de I'encodeur est de transformer
E:(X1,X2y...,Xn) = C
la séquence en un vecteur c (longueur fixe), le vecteur de contexte. Réle du décodeur :

D:(cyyr,YayeeesYia) = Vi

est de prédire la suite de la séquence de sortie en utilisant les éléments précédents et vecteur
de contexte.
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SeqtoSeq

Encoder She (= is = eating~ a = green — apple

Context vector (length: 5)
g ™
l—i [0.1,-02,0.8, 1.5,-0.3] _/,;—l

Decoder | ith H Ea |"| 72 H—’I‘H Eod H$§|

+ Aprés le décodeur on applique un MLP afin d’obtenir la loi de probabilité finale.

- En pratique;
> Pour chacun des 1 < k < K valeurs que pourrait prendre y, le réseau dense va calculer
p
[IPoe=kihyiye, oy 1),
t=1
en appliquant un softmax dont on apprendra les poids (w;);<j<k:

eV Wr

Z;(:1 ev-wl-
+ Ensuite on maximise le maximum de vraisemblance et cela revient a minimiser l'entropie

croisée classique en classification multi-classe.

P(y; = R | v) = Softmax(v - wy) =
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1er Attention

Remarque

+ Encodeur et le décodeur des réseaux de type LSTM/GRU,

- Défaut: si la séquence d’entrée est longue, le fait que le vecteur de contexte soit de taille fixe
fait que les informations situées a la fin de la séquence vont avoir tendance a avoir un poids
trop important dans le vecteur de contexte.

Idée

L'idée de l'attention consiste a créer des raccourcis entre le vecteur de contexte et tous les
éléments de la séquence. Les poids associés aux raccourcis sont personnalisables pour chaque
élément de sortie. Comme le vecteur de contexte a accés a 'ensemble de la séquence d’entrée,
nous n'avons pas a nous soucier de l'oubli.

« 1er construction: I'encodeur est un RNN bi-directionnelle. Deux RNN qui parcourent les don-
nées dans les deux sens

— —
h:= ch(Wﬁxt+U7 h:_, +b?>
— <
h[ = Uh<W<FXt+U<F ht+‘l +b<ﬁ>
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1er Attention Il

s P h - =
« On construit l'etat lalent comme concaténation des deux états hy = [hy, h{]

+ Le décodeur prendre une forme classique:
St = fo(St—1, Yt—1, Ct)
avec s; 'état latent du décodeur.
- Comment construire le vecteur de contexte:

n
G = E (Xt,ihi
i=1

Cela revient donc a dire que le vecteur de contexte est une combinaison linéaire des états
cachés de l'encodeur.

- Les coefficients «; ? L'idée est de construire le coefficient «; de facon a ce qu'il mesure a
quel point la sortie y; et U'entrée x; se correspondre bien ( on parle d’alignement).
« Pour cela on utilise les états cachés associés a y; et x;
score(s;_1, h;)
- S k_,score(s; 1, hy)’

X score(si_1, hj) = v; tanh(Wq[s;_q, i)

avec vt, W, des paramétres entrainables.
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1er Attention Il

Interprétation

Lensemble des coefficients oy; forment une matrice qui mesure l'alignement entre tous les états
cachés du décodeur et encodeur et donc entre tous les éléments des séquences. On peut
Uinterpréter comme une matrice de corrélation entre les éléements des deux séquences.

© @

« l'attention au contenu: score(s;_+, h;) = cosine([s;_1, h;])

- l'attention basée sur le produit scalaire: score(s;_q, h;) = 2 10

NG

- Lattention dite générale: score(s;_15,) = si—1Wsh;, avec W, une matrice entrainable.
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Intra Attention

Principe de l'auto-Attention

Un mécanisme d’auto-attention est un mécanisme qui met en relation différentes positions
d’'une méme séquence afin de calculer une représentation de cette méme séquence.

Opérateur d’auto-intention

On se donne une entrée X € R™9. Soit Wq, Wy, Wy, € R%? des matrices de poids entrainable. On
définit trois quantiteés:

- Larequéte: Q = WyX

« Laclée: K = WgX

+ Lavaleur: V= WyX

L'auto attention est donnée par Att(Q, K, V) = Softmax[Q—fnt)V

+ Qreprésente l'information que l'on souhaite corréler avec les autres. On parle de requéte (comme une information que
l'ont souhaite chercher dans un dictionnaire).

+ Lenjeu est d’aligner Q au mieux avec des clés qui indexent les données de la séquence X (comme si on cherchait la clé
a une requéte dans un dictionnaire).

+ Softmax: transforme cela en loi de probabilité ou plus une clé est alignée a la requéte plus la probabilité est grande.

+ On va donc renvoyer une matrice qui privilégie au mieux les valeurs dont l'alignement avec une donnée cible est le
meilleur .
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Transformeur

Auto attention multi-téte
On se donne une entrée X € R™4. Soit Wi, Wi, W), € R4, Vi < n des matrices de poids
entrainable. La transformation d’attention multi téte est donnée par

MTATT (X) = concat(ATT(Qq, K1, V1)y ety ATT (Qpyy Ky Vi) ) Wo
avec W, une matrice de poids entrainables.

+ L'encodeur d'un transformeur est composé de
plusieurs blocs qui enchainent deux sous blocs,
un mécanisme d’attention multi-téte et un MLP.

+ Le décodeur prend la séquence de sortie, applique
aussi une série de blocs qui enchaine des mécan-
ismes d’attention. Le premier sous-bloc d’atten-

tion est dit masqué, car il utilise les données du

fur de la séquence (ya,...yn), le second sous bloc
utilise aussi les résultats de l'encodeur.
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Transformeur Il

« La position des mots sont les éléments essentiels de toute langue. Les (RNN) analysent une
phrase mot par mot de maniére séquentielle.

« Larchitecture Transformer évite la méthode de récurrence des RNN ce qui permet d’accélérer
le temps d'apprentissage et de capturer des dépendances plus longues dans une phrase.

+ Le transformeur traite 'ensemble de la sequence donc ignore la position des mots. Pour
ajouter cette information on commence par un encodage positionnel.

a_moaer =+

Ong P A\

Encodage de positions P(0) = [#in( ) cont ), sin( ) con(=L1)]
+ Les mots sont encodés par un P() = [sin( ) cos( L) sin(—L) cos(—L)]

. , ey = sin(—22.
vecteur de taille d. Lencodage de P = o 4 PO = [ty conl i) sin( o) con( Siop)]
positions du mot k est donné par un PByaisy = oL P(3) = [sin(iop)rconlop),sin( ), cos(2p)]
vecteur de taille d donnée par P(8) = [pin(Guip) con(Guip) sint o), cont )]
P(5) = [sin(—2op), cos(—Eop), sin(—Er), cos(—Er)
P —sin(L),  PEpais —cos( L) e ]

s i=0 i=0 i=1 i=1
d d
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Transformeur Il

Bloc d'un transformeur
Soit x € R"*4 alors la transformation fy (X) = z est donnée par:

QM (x) =W xi, K" (x)=W] xi, VO (x)=W] X, Whgq,Wnp,Ws, R,

w5

(h)y _ .
= softmax; 75

ij
ui = Zﬁ:1 WcT,h Z}f’:1 “},TVM) (xl)» Wen € RI,
u; = LayerNorm (X; + uf; v1,B1), v1, B1 € RY,

z, = Wo(Wju), W;eR™™ W, e R™,

z; = LayerNorm (u,~ + 2}, 72, Bz), Y2, B2 € RY,

X

Les étapes de normalisation par paquet sont définies par

LayerNorm(z; v, B) =y 2% + B, v, € R®.

kR kR 2
Uz = %Z{:1 Zj, 0z=1/ % D i (Zi— 1)
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Opérateur neuronaux et attention

Transformeur et opérateur neuraux



Attention continue

+ On propose d'utiliser les transformeurs pour construire des opérateurs neuronaux.
+ Onva commencer par construire des opérateurs d’attention continue

Probabilité pour l'attention
Soit u: Q — R une fonction indexée par x € Q (pas forcement 'espace). On définit une mesure
de probabilité sur Q, paramétrée par (u, x), via la densité p(-; u,x) : Q — R* définie par
K
py; U, X) = exp((Ou(x), U(V)hw) ,
o exp({Qu(x), Ku(s))gay )ds

vy e Q

Attention continue
On définit 'opérateur d'auto-attention comme une transformation de fonctions de Q vers R%
vers les fonctions A(u) de Q vers R%

A(u)(x) = Eypyux Vuly)l, vxeQ

équivalent a exp((QuIX), Ku(y)) oy )

Ipexp((Qu(x), Ku(s))ga, )ds vuly)dy, ¥y eD

AU)(x) = L
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Attention continue Il

+ On peut la réécrire comme:
AW = | Rolubx), uly)uly)dy, vy €D

avec 0 = (K, Q, V) des opérateurs linéaires. On va discuter les choix de (K, Q, V) en dernier.
+ On a donc une couche d'opérateur neuronale mais nonlinéaire.
Lien avec I'attention

L'attention peut étre vu comme une discrétisation de Monte-Carlo de l'attention continue.

Attention multi-téte continue
Elle est donnée par

(Amuttitiead (V) (X) = Wiyttinead (A(V; 81)(X), ..., A(v; Oy) (X)),
avec Wyyiinead Une matrice de poids.

Opérateur neuronal transformeur
Il s'agit d'un réseau de la forme

G(u,8) := (Tou 0o EL 0 Ty )(u,0),
Les opérateurs sont des opérateurs de projection et extrapolation.
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Opérateur de type transformeur |

« Comme chez les transformeurs classiques, on ajoute des couches de normalisation et un

MLP.

Bloc d'un opérateur neuronal de type transformeur
X) < W1V“71)(X) + AMultiHead (V(liﬂ)a

)

X)«F vED (x

Le bloc est donné par ) Layer:“orm ( ( )))1 avec
X) < WovEV™ 4 By (v (x)),

)

X) < Flayernorm (VU?U(X))»

-
-
(11(
O

(v(x))r —m(v(x))
(FLayerNorm (V;Y) B)(x))k =Yk - W 4 Bk)

« T, et Toyu sont des MP locaux de la forme:

MLP(X, U (X)) — V°
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Opérateur de type transformeur Il

Attention 1er choix
Soit vi(x) € HP On va apprendre les matrices:
V,Q,K € Mj ,(R)

Attention 2éme choix
Soit vi(x) € HP On va apprendre les opérateurs linéaires:

V,Q,K = J R (% y)V(y)dy
Q

Transformer Encoder

in Wou
> Lo e e e, T,

A(v": 01K, V)
= «»E AGO; 0Ky Vs) lw_. i_.c_.'f_u.
+
03 Oy Ky Vi) ] i +]

Figure 1: Transformer Neural Operator.

2(x)
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Opérateur de type transformeur Il

Attention 1er choix
Soit vi(x) € HP On va apprendre les matrices:
V,Q,K € Mj ,(R)

Attention 2éme choix
Soit vi(x) € HP On va apprendre les opérateurs linéaires:

v, o,K:J R (% y)V(y)dy
Q

Transformer Encoder Layer
JESS S P
' L]
VW) — | F Ry, 71— ()
N —— Ry, F1— x(00)
W — [ & Ry, F1— vi(0)

Figure 5: Encoder Layer of the Fourier Attention Neural Operator
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