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Principe de la réduction d’ordre

+ On considére l'équation elliptique:

L(U(t,X; IJ')) = atu(tax) H) —eAuta- VU(t,X, H) + CU(t,X, H) :f(X)
avec u 'ensemble des paramétres de 'EDP (paramétres de la source, coefficients physiques

etc).
Méthodes numériques Réduction d’ordre
+ On se donne un espace d'approximation de + On construit un espace d’approximation de di-
dimension n mension d a partir de simulations précédentes

+ On écrit un probléme d’optimisation ou un (PO GERENNES (PEVENIEES (%

systéme linéaire sur les parameétres 6 + On écrit un probléme d’optimisation ou un

+ Objectif: choisir un espace d’approximation Syt [ea e s rliss prlmneiies

assez riche pour approcher la solution pour + Objectif: construire un espace d’approximation

n'importe quelles données du problémes/- de trés basse dimension pour un nombre ré-

paramétres et avoir de la convergence. duits de données associées aux méme type de
paramétres.

- Point clé: On construit 'espace d’approximation a partir de données. Deux étapes:

» Comme construire U'espace d’approximation ?
» Comment construire le model sur les variables latentes ?
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Variéeté des solutions

Variété des solutions

Soit V,, 'ensemble de parameétres considéré. L'espace des solutions de 'EDP associés aux
paramétres p € V,, est noté:
M= {u(, t,n) € L*(Q), peVv.}

est une variété de dimension m qu’on appelle la variété des solution.

« Déterminer la variété en essayant de déterminer u(.,t, u).
« Si cette variété trés assez plate on peut l'approcher par un espace vectoriel de dimension
d < m. On parle de réduction linéaire. On parle de réduction nonlinéaire.
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Réduction linéaire vs nonlinéaire pour lelliptique

Méthodes numériques linéaires

+ Espace d’approximation:
n

ux) =) 0;di(x)
i=1

avec ¢;(x) des bases éléments finis ou autre et
0 € R".

Méthodes numériques nonlinéaires
+ Espace d’approximation:

u(x) =nn(x;0)

avec (x; ©) un réseau de neurones ou un autre
modéle nonlinéaire.

Réduction d’ordre linéaire

+ Espace d’approximation:

M= {u(., p) =3 0i(w)di(x) €L’(Q),me vu}

i=1

avec ¢;(x) construites a partir de données. K << n. Les
paramétres seront a déterminer pour chaque p)

Réduction d’ordre nonlinéaire
+ Espace d’approximation:

M= {U(., p) =nn(x,0(pn)) € LZ(Q)s pe Vuse S RK}

avec nn(.) construites a partir de données. K << n. Les
paramétres seront a déterminer a pour chaque p)
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Réduction linéaire vs nonlinéaire pour le temporel

Méthodes numériques linéaires

+ Espace d’approximation:
n

u(t,x) =Y 0;(t)d;(x)
i=1

avec ¢;(x) des bases éléments finis ou autre et
0 € R". Les paramétres seront a déterminer a
chaque temps.

Méthodes numériques nonlinéaires
+ Espace d’approximation:
u(t,x) =nn(x; 0(t))
avec nn(x; ©(t)) un réseau de neurones ou

un autre modéle nonlinéaire. Les paramétres
seront a déterminer a chaque temps.

Réduction d’ordre linéaire
+ Espace d’approximation:
K
M= {u(., p) =) 6i(t,mdix) €L’(Q),pe vu}
fi=1l

avec ¢;(x) construites a partir de données. K << n. Les
paramétres seront a déterminer a chaque temps et pour
chaque p)

Réduction d’ordre nonlinéaire
+ Espace d’approximation:
M = {u(.,t,n) =nn(x,0(t,pn)) € L>(Q),n € V,,0 € R¥}
avec nn(.) construites a partir de données. d << n. Les

paramétres seront a déterminer a chaque temps et pour
chaque p)
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En pratique

+ Pour construire I'espace d’approximation on va utiliser des simulations.
+ On ne pourra donc pas construire, en général, un espace réduit analytique en x.
+ En pratique on discrétise en espace puis on construit l'espace d’approximation.

Réduction linéaire elliptique Réduction nonlinéaire elliptique
+ On se donne des donnéesu(u) € R" une + On se donne des données u(n) € R" une solution
solution discrétisée en espace associée aux discrétisée en espace associée aux parametres p
paramétres p u(p) = G(u(p))
u(p) = U + Pli(u) avec U, € R" a déterminer et i(n) € R€ avecK << n
avec Ugs € R™ a déterminer et @i(n) € R avec
K <<<n.
Réduction linéaire temporelle Réduction nonlinéaire temporelle
+ On se donne des données u(t, u) € R" une + Onse donne des données u(t, u) € R" une solution
solution discrétisée en espace associée aux discrétisée en espace associée aux parameétres p
parametres u(t, 1) = G(i(t, b))
u(t, p) = U + Pt 1) avec u,,s € R"adéterminer eti(t, u) € R¥ avec
avec U,; € R" a déterminer et Gi(t, u) € RX K<<<n

avec K <<< n.
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Réduction linéaire



Réduction linéaire
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1er objectif

- On se donne des m données issues de simulation.
» Cas elliptique:
X = [up(m) — Urefy «oy Up(m) — Uper]
» Cas temporelle:
X = [Up(tr, 1) — Urefy ony Up (tm, m) — Urer]

+ En general uys est construit facilement. Par exemple ce la peut étre la moyenne des Snap-
shots

Objectif
On souhaite construire, a partir des données, ® € R™€ avec n la dimension de l'espace
d’approximation et K la dimension de l'espace réduit.
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Réduction linéaire

POD



Decomposition en mode orthogonaux

- OnadoncX € M, (R note de matrice contenant les simulations spatiales. On parle matrice
de snapshots.

- Comment construire ® € M, x ? Premiére solution: la POD.

POD
La méthode de POD consiste a construire 'opérateur ®x comme la solution du probléme de
minimisation:

ming, cpnxk||X — CDKCDLXHi, sous contrainte Of Dy = Iy

avec ||A||r la norme de Frobenius sur les matrices.

+ On chercher donc a construire une compression/decompression linéaire optimal de la ma-
trice X et composeé de vecteurs orthogonaux.
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Lien entre la POD et la SVD

Théoréme de la SVD

La decomposition en valeur singuliére (SVD) d’une matrice X € M, »(R) de rang r est donnée par

.
X=ULV' =) o
i=1

avec U € M, ,(R) orthogonal, V € M, ,(R) et X une matrice diagonale dans M, ,(R) avec
01 > ... > 0, > 0. Soit la troncature:

K
X = Z ()‘,‘U,‘V,-t
i1
avec K < r est la meilleur approximation de X (au sens de la norme de Frobinus) parmi les
matrices de rang K. Cela équivaut a:

X=X Jlr=, I X—B s

min
€Mn,m,RgB=K

+ On peut obtenir U et £ en diagonalisant XX'. U sont les vecteurs propres et £ contient les
racines carrés de XX*.

Emmanuel Franck | Cours 10: Réduction de dimension pour les EDP | Cours SciML 2

1/33



1er objectif

Solution de la POD

La solution @y € M,k (R) est donnée par
(DK - UK

avec Uk les K premiers vecteurs de la matrice U de la SVD de la matrice de snapshots X = UZVt.

- Démonstration:
> On prend la matrice X pour lequel on calcul une décomposition en valeur singuliére
X =UzV!
> Le théoréme de la SVD nous indique que
Xg = UxZ Ve
ou il s'agit de la restriction aux K premiers éléments est la meilleure approximation possible de rang K de la
matrice X donc on a
min kX =Bl = |IX — X«||2
> On voit que si on prend ®x = Ug on a Broce) =« =1 Iz
D DXp = UcUXp = U UbUx ZiVE = X¢
~—~—

=Ip
> On voit donc que le choix de ®x = Uk correspond a prendre la meilleure approximation de rang K de X et est
donc la solution du probléme d’origine.

- Exemple de POD: Lien
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Réduction linéaire

Réduction et algorithme Glouton



Méthode Gloutonne pour les problémes stationnaires

Principe
L'idée de construire itérativement une base qui définira notre opérateur ® en sélectionnant a
chaque étape le snapshots qui permet de minimiser l'erreur d’approximation.

+ Algorithme Glouton:
» On choisit un premier vecteur
up (1)

_ M, (R
Tun(uoy | € 1 (®)

b1 =
> Pourl=2etl <K
+ Pour chaque i on construit
e =|l up (1) — g (up (1)) |3
avec T3 (f) la projection de f sur la base B = (b1, .. 1)

+ On définit
& = argmax; e;
+ Avec une itération de méthode de Gram-Schmidt on calcul ¢ un vecteur de Vec(n, .., b4, d[) tel que
$1, .., ¢ forme une base orthonormale pour le produit scalaire (X, (.,.)).
> Notre opérateur final est composé des vecteurs de bases calculés donc @y = [P, ..., Prl.

+ La projection orthogonal est donné par Ty (f) = Zf;(f, &) by
- L'étape de calcul de e; peut étre accélérée par des estimateurs d'erreur.
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Méthode Gloutonne pour les problémes temporels

- Idée: Soit on voit le temps comme un paramétre et on applique une méthode Gloutonne.
Soit on combine POD et méthode gloutonne.

+ Algorithme POD-Glouton:
» 0On choisit un premier paramétre pq associé a des snapshots.
> On se donne comme base initiale B composé de Ny snapshots orthogonalisés temporels associé a

B = [X(to, 1),y --, X(tng, k1))
> Pourl=1etl<K:

+ On se donne comme base local B une version orthonormalisée de

B = [x(to, 1), -, X(tng, 1))
+ Pour chaque i on construit

Nt
e =) [Ix(t, ) — Ty (x(t, ;) |13
avec T4 (f) la projection de f sur la baste:]B
+ On définit
& = argmax; e;
+ On calcul pour tout t:
s(t, pui) =x(t, ui") — s (s(t, 1))
+ On calcul la POD sur [s(t, ui), ..., S(Nt, u*)] et conserve le premier mode qui devient ¢ le 'éme mode
de la base B
> Notre opérateur final est composé des vecteurs de bases calculés donc @k = [Ppr, ..., dkl.
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Réduction nonlinéaire



Réduction nonlinéaire
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Limite de la reduction linéaire

+ Jusqu’a présent on a supposer qu'un espace vectoriel de faible dimension suffisait a ap-

procher la variété des solutions. Est ce toujours le cas ?
- On va regarder des résultats de compression + reduction (cours suivant) pour Burgers

visqueux:
2
P 1
atp(tyx) s ax = || = *axxp
2 Re
-+ On prend R = 40, (5 et 10 modes):
rho(t) modes rho(t)
osa0 \ osat0 206
05150 002 y \ 05150 ez
osus 0wy 2 o 0so]
05075 o 05075 oo
an o
o0 -008
.
Conclusion

Pour les EDP de transport et fortement nonlinéaire, il est difficile de trouver une espace vectoriel
de basse dimension pour approcher les données. Pour cette raison on considére des méthodes
de reduction nonlinéaires
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Limite de la reduction linéaire

+ Jusqu’a présent on a supposer qu'un espace vectoriel de faible dimension suffisait a ap-
procher la variété des solutions. Est ce toujours le cas ?
- On va regarder des résultats de compression + reduction (cours suivant) pour Burgers

visqueux:
P’ 1
atp(t>x) s ax (?) = R*eaxxp
-+ On prend R = 4000, (5 et 20 modes):
00 //\
- "‘""\Y /_
Conclusion

Pour les EDP de transport et fortement nonlinéaire, il est difficile de trouver une espace vectoriel
de basse dimension pour approcher les données. Pour cette raison on considére des méthodes
de réduction nonlinéaires.
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Limite de la reduction linéaire

+ Jusqu’'a présent on a supposer qu’un espace vectoriel de faible dimension suffisait a ap-
procher la variété des solutions. Est ce toujours le cas ?
- On va regarder des résultats de compression + reduction (cours suivant) pour Burgers

visqueux:
0 1
atp(t>x) s ax (7) = Eaxxp
+ On prend R = 400000, (5 et 20 modes):
Conclusion

Pour les EDP de transport et fortement nonlinéaire, il est difficile de trouver une espace vectoriel
de basse dimension pour approcher les données. Pour cette raison on considére des méthodes
de réduction nonlinéaires.
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Limite de la reduction linéaire

+ Jusqu’'a présent on a supposer qu’un espace vectoriel de faible dimension suffisait a ap-

procher la variété des solutions. Est ce toujours le cas ?
- On va regarder des résultats de compression + reduction (cours suivant) pour Burgers

visqueux:
0 1
a[p(t,X) s ax (7) = R*eaxxp
+ On prend R = 400000, (40 et 60 modes):
Conclusion

Pour les EDP de transport et fortement nonlinéaire, il est difficile de trouver une espace vectoriel
de basse dimension pour approcher les données. Pour cette raison on considére des méthodes
de réduction nonlinéaires.
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Réduction nonlinéaire

Méthodes de réduction quadratique



Réduction quadratique

+ La premiére idée étre de ce restreindre a des variété quadratique donc a des décodeur

quadratique.

+ Décodeur linéaire:
u(t, u) = Uper + @U(t, 1)

- Décodeur Quadratique:
u(t) H) = Uref + @l,,\l(t, H) + Cf)(ﬁ(t) H) ® ﬁ(t) H))

® trajectory s(t) ® trajectory s(t)

approximated trajectory approximated trajectory
linear manifold quadratic manifold

« Comment déterminer ® et @ ?
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Réduction quadratique Il

Idée
Le terme linéaire est obtenu par POD et le terme quadratique par apprentissage linéaire.

+ On prend donc ® = @y issu de la POD. A partir de la on peut construire des snapshots ré-

duits: N
) U =0 (U — U)
Il nous reste a resoudre:

m
s . ~ =/~ ~ 2
V = arg min ZHU; — Uper — OU; — CD(U; ® u;) ||2,
eRnxK2 3
avec m le nombre de données.
+ On le reformule comme un probléme aux moindre carrés auquel on ajoute une pénalisation
_ 1 — 2
® = argmin fHWTVT &7,
5ER”XK22
| \ \ i
W .= ﬁ1®ﬁ1 ﬁz®ﬁ2 GK®GK ERme.
| \ \
E:=(1—0D")(U—U,.)
le terme d’erreur sur les données.

F
avec

et
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Réduction nonlinéaire

Méthodes d’apprentissage de variété



Réduction de dimension et apprentissage de variété

+ On souhaite maintenant aller au dela de variété quadratique.

+ On peut utiliser des méthodes de réduction de dimension issue de 'apprentissage machine
appelées: apprentissage de variété.

+ On va comparer
2 méthodes classiques: ACP (équivalent a la POD en statistique) et MDS (qu’on introduira):

LT
s o -- o

20 05

w

S W -

190 -5 \

& ki ;

ﬂz‘%«; ¢

5 3V

+ Ces deux méthodes qui propose un plongement linéaire ne permettent pas de capturer la
variété dont sont issues les données.
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Méthode MDS

+ On suppose que on a nos données (uy, ....,U,) ou u; € R".
+ On souhaite déterminer des représentants en petite dimension (0, ...., (;,) et des opérateurs
qui permet de passer de la 'un a lautre.
Idée de la méthode MDS
Proposer un opérateur de réduction de dimension qui préserve les distance des données entre
elles lors du plongement.

Matrice de distance et de Gram
Soit une matrice D € My m(R). On dit qu'elle est une matrice de distance euclidienne si il existe
d>0etX = (uy....,up) € R" tel que

Dj = dy (uj, u)
et la matrice de distance carrée euclidienne est définie par S;; = d, (u;, u,-)z. On appelle la matrice
de Gram associée, | a matrice G € Mpy m(R) tel que:

Gy = (uj, uj)

Cette matrice est symétrique positive. Si elle est de rang r il existe une décomposition de
Cholesky G = X'X avec X = (uy,...,U,) € M p(R).
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Méthode MDS II

+ On nomme une matrice centré A° = HAH avec H la matrice de centrement:
1
H=1,——-1&1
n
ou 1 le vecteur remplit de 1.
« On rappelle que

da(X%,¥) = (X, X) + (¥, ) — 2(x,y)

D§ = /G5 + G5 — 2G5
- Théoréme: G, = —1S. (admis).

+ On peut montrer (voir cours) que pour calculer un plongement qui préserve les distances on
diagonalise G = X'X la ou la POD/ACP diagonalise XX!.

Algorithme
+ On connait en entrée une matrice de distance D

donc

+ On calcule la matrice de Gram centrée G = —%HDZH,

- On fait une décomposition spectrale de G = ®A®! avec ® = [, ... oyl et Diag([Aq, ..., Aq])

+ On se restreint a avec @y = [d1,... Oyl et Ay = [Aq,...,A¢] et on obtient la projection Y =
VA(D
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Méthode ISOMAP |

Idée Isomap

Pour obtenir un plongement qui détermine variété sur lequel vivent les données on va cherche
un plongement qui préserve les distance au sens de la variété. On parle de géodésique.

+ Distance géodésique et voisinage:

+ Algorithme:

> Onva construire un graphe qui va essayer de capter la variété,
> 0On calcul une approximation des distances geodésiques de la variéte.
» On applique MDS.

Emmanuel Franck | Cours 10: Réduction de dimension pour les EDP | Cours SciML 2 22/33



Méthode ISOMAP I

Graphe des plus proches voisins

Le graphe des plus proches voisins est le graphe a poids §(V, E) avec V = (uy,...uy,) les données

et E 'ensemble des arétes reliant tous les points tels que les poids sont donnés par

d(u,—,u,-) Si uj € KNN(X,'),

Wi = 4
g o0, sinon.

avec KNN(u) 'ensemble des voisins de u au sens de l'algorithme des k plus proches voisins.

.................

& "\‘ f’(. ;\‘.
‘--'-" .=~ 1/‘
\‘..‘\"' {\\i}‘/
o 2.0

© \@ ©

9@
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Méthode ISOMAP I

Chemin le plus court sur un graphe
Soit G = [V, A] un graphe. On définit un chemin entre x et y par:
Y(%,¥) = (X, 21), (z1,22), . . -, (Zn, V)
une succession d’'aréte qui relie les deux point. On définit la distance par
dis(x,y) = myin byl

avec |y|. La longueur du chemin est donnée par la somme des poids sur les arétes du chemin.
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Méthode ISOMAP IV

+ ISOMAP et découverte de variété.

+ 5voisins et 10 voisins.

+ 20 voisins.
« Il existe d’autre approches comme Eigemaps ou LLE.
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Apprentissage de variété et reduction de modéle

- Comparaison entre la ses solutions de références, la POD avec plusieurs modes, ISOMAP et
EigenMaps avec un mode.

the reduce order model using POD

+ Les méthodes ISOMAP/EigenMaps compressent les exemples mais ne permet pas de com-

presser de nouveaux exemples.
+ Siona (uy,....,uy) on calcul (d, ...., ty,) par ses méthodes. Ensuite on construit les opéra-

teurs de décompression et compression par apprentissage supervisé.
N N
g A 112 g ~ 2
P § 1 [[Eo. (ui) — |5, rrg;n z 1 [|ui — Do, (01)]5
1= 1=
+ Merci a C. Schnoebelen pour les simulations.
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Réduction nonlinéaire

Auto-encodeur convolutif et sur graphe



Architecture CNN

Couche de sous-échantillonnage

Soit un signal x en dimension d avec n données par dimension. Lopérateur de pooling est un

0 d
opérateur de R™ vers R(E) ou k x d pixel sont transformés en 1 pixel. Si on prend la moyenne
on parle pooling moyen local. Si on prend le maximum on parle pooling maximal local.

« Architecture globale:

Max
Pooled

Kernel/Fliter - 2x2
Stride 2

o s, [ s, m n
input feature maps _feature mapsfeature mapsfeature maps output
32x32 28

3\

56
convolution

AN
A A

5 = &
subsampling  convolution 2 1

N\ comnected
subsampling

feature extraction classification

N O oy N\
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Auto-encodeur convolutif et reduction de dimension

« L'idée est de voir un snapshot d’'EDP comme une image et d’appliquer des réseau CNN pour
construire des opérateurs de compression/décompression.
Auto-encodeur

Soit X ¢ R" et Z c R¥ avec K << n. On nomme encodeur une fonction paramétrique Eq, : X — Z
et on nomme décodeur une fonction paramétrique Do, : Z — X. Soit (uy,...u,) de R". On nomme
auto-encodeur un couple encodeur-décodeur solution du probléme de minimisation:

m
2
D ||ui — Do, (Eo,) (uy)][; + R(Be, 84)
i=1
avec R un terme de régularisation.

Tax1a32

. s
3x3x128 0 33128

3
— @i;
Conv3 ' Reshape
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Polling sur graphe/maillage

+ Ces réseaux peuvent traiter des maillages. Suffisant pour construire un auto-encodeur ?
« Pour appliquer ses réseaux a de la reduction de dimension ou les solutions vivrait une mail-

lage général on a besoin de "pooling”.

Remarque

La plupart des "pooling” de la littérature ne sont pas adaptes car ils proposent un graphe plus
grossier en fonctions des données x. Pour la réduction de dimension on a juste envie de
fusionner les noeuds geométriquement proche.

+ Exemple de stratégie:

> on enléve aléatoirement des noeuds,
> on fait du clustering,

+ Dans le deux cas on stocke les graphes intermédiaires. Pour la remonter on peut faire des
interpolations naives pour récupérer de l'informations aux nouveaux noeuds.
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Réduction nonlinéaire

Autres approches



POD-NN auto-encodeur

+ Les approches basés sur les réseaux ont des limites

» Elle ne sont pas forcement adaptés a tout type de données d'entrées. Par exemple con-
struire des auto-encodeurs pour des nuages de points (méthodes particulaires) est diffi-
cile.

» Les approches type GNN peuvent devenir trés couteuses notamment appliquées aux
maillage fins.

Auto-encodeur POD-NN

L'idée est de mélanger une approche POD avec une approche neural. On propose donc d’abord
de construire ¢, par POD avec n >> L >> K. Ensuite on propose

D(.) =®,0nnge, E()=DNneeo®}

qu’on peut entrainer avec une fonction de colt d'un AE classique.
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Representation implicite neuronales

- ldée: représenter les objets discret (image, function video) qu’on cherche par des réseaux
type MLP baseé sur les coordonnées.

- Les opérations sur ses objets peuvent devenir des opérations sur les poids.

Ground WIRE ReLU + Pos. Enc SIREN Gauss MFN
truth (43.2dB) (32.1d8) (42.448) (40.0d8) (32.1d8)

WIRE (0.99)  RelU + Pos. Enc (0.98) SIREN (0.97)  Gauss (0.97)

WY W N

« Utile en compression, en geométrie numeérique.
+ Les PINNs c’est une représentation implicite neuronale.
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Auto encodeur et représentation neuronales

« Sion reprend l'idée des representation neurales, l'idée est d'avoir a la fin un objet dépen-
dant continuement de x

Auto-encodeur basé sur les représentations neuronales implicites
Si on appelle G les variables latentes, 'idée est d'utilisé un décodeur de la forme

Do (x; 0)

avec Dy un MLP, KAN, réseau de Fourier ou une base de fonctions ( réseaux, Sindy etc)

+ Cela revient de connaitre le décodeur partout et d’étre invariant a la discrétisation.

+ On peut ajouter une fonction de cout physique a l'entrainement. On se rapproche des PINNs
paramétriques mais ici les parameétres sont découvert par 'encodeur a partir de données.

- Reste 'encodeur ? LUencodeur prend une fonction et la transforme en un vecteur. Il ne peut
pas étre local en x. On va proposer deux familles de méthodes.
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Auto encodeur et représentation neuronales Il

Encodeur global
On va se donne une fonction u et des valeurs d’une fonction a des points (qu’on peut appeler
senseur):
{u(x), ...u(Xm)}
L'encodeur sera un réseau de la forme:
Eo(u(xq),....u(Xp)) — G, oU Eg((Xqyeeey Xm), U(Xq), ....U(Xp)) — @
Typiquement cela peut &tre un gros MLP (les positions des points seront fixe), un encodeur CNN
ou GNN etc
Encodeur par entrainement
Pour chaque donnée on calcule un code latent en inversant le décodeur.
Algorithme:
+ Ve < Nepochs

> Vi < m: on on résout
0 = mmZ | (u — Do+ (z:%)) |13

*—manZH x; 7D9 unxj HZ

i=1j=1

> On résout
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