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Modeéles réduits et projection



Modéles réduits et projection
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Principe de la réduction d’ordre

Hypothése
Dans la suite on va considérer qu’on a construit ® ou G a partir de données (uy, ..., Up)

Objectif
Etre rapidement capable de calcule une solution spatiale ou temporelle pour un nouveau
paramétre u. Pour cela
+ On calcule @(p) ou G(t, 1)
+ On décompresse avec ® ou G
Comment calculer la solution dans 'espace réduit ?

Solution
Construire un modéle réduit en petite dimension dont Gi(u) ou G(t, u) sont solutions.

Offline/Online

La construction du modeéle peut étre couteuse et est faite une seule fois. On parle de la phase
offline. Le modéle réduit peut étre résolu un nombre important de fois. On parle de phase
online. La phase online doit étre trés peu couteuse.
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Modeéles réduits et projection

Projection de Galerkin pour les EDP elliptiques



Méthode de projection |

Idée
Comme pour les méthodes numérique on restreint/projette les équations sur l'espace
d’'approximation.

+ On considere
r(x)u(x) + adxu — dogu = f(x)
ux=0)=u, ux=L)=u,
« Aprés discrétisation spatial le probléme se réécrit
r(v,ry, fo, 1) := RV + aDpv — dDppV — fjy := Lgq,uV —F1 =0
avecr: R"xR"xR" x D — R" correspond au résidu de notre probléme en grande dimension.
+ On définit notre espace d’approximation Linéaire:

VK:{ﬁ(H}:uref+q)ﬁ(U)) a(p) ERK}
Projection de Gakerkin moindre carrés

Il s’agit de la solution du probléme:

i = argmin || r(¥, Ry, fy, 1) [|5= argmin || r(ures + @k, Ry, i, 1) |3
veVy VERK

Emmanuel Franck | Cours 11: Réduction de modéles, construction des modéles réduits | Cours SciML 2 4127



Méthode de projection Il

Solution de LS Galerkin
La solution de la minimisation du résidu sur V, est donnée par:

(Lrya,u @) (LR,a,n @k )0 = (Lr,a,u @) (Fh — Lr,a,uUref)

- Demonstration:
» 0On chercher a minimiser le probléme:

) (@) =|| Lr,a,u Px¥— (fs — Lr,a, u (Ures)) 13
» On développe:

h(‘A/) = <LR,a,pq)K‘7> LR,a,pCDK‘7> - 2<LR,u,|u(DK‘A’»fh - LR,(MLL“ref)Jr || fh - LR,U,uurEf H%

> On calcul le gradient

dh(¥) N
v = 2(D}<LIL:?,G, LILRyay m DV — Zd);‘(L}?,a, In (fh - LR»G» uuref)
> On résout maintenant 24") — 0. On obtient donc

v
2(Lp,a,u Pk)'Lr,a, u PV — 2(Lg,a, u Pk)* (Fh — Lr,a, u (Urer)) = 0
donc:
(Lrya, 1 @) (Lrya, u k)T = (Lrya, u @k) (Fr — Lr,a, u (Urer))
- Si la dépendance aux parameétres est affine on peut pré-calculer les matrices. Dans le cas
général on aura besoin d’hyper-réduction (cours ROM).
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Méthode de projection IlI

+ Le schéma peut réécrit sous forme énergeétique;
miny ry (U, Ry, fpy 1) := minu<LR,a,uu> u) — (fy, u)

Solution de Galerkin
La solution de la minimisation du résidu sur Vi est donnée par:

i= minVevK(<I—R,a,u‘7> ‘~’> - <fh>‘~’>)
équivalent a

0= min\?EvK[<LR,a,u(uref + OV(u)), (uref + Q)Q(U)» — (fy, (uref + d)‘?[u)»)

+ On retrouve la forme des élément finis standard.

+ On est entrain d'appliquer les méthode de Ritz Galerkin et Galerkin moindre carré a l'espace
réduit.
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Méthode de projection IV

Solution de Galerkin
La solution de la minimisation de l'énergie sur Vi est donnée par:

((DE(LR,a,p(DK)ﬁ = (D}( (fh - I—R,a‘puref)

+ Demonstration:

> 0On chercher a minimiser le probléme:

h(¥) = (Lr,a, u (PkV + Uper ), V) — (fy, DY)
> On réécrit cela:

h(V) = (Lr,a, u PV, V) — (f, — Lg,a, uUref, PkV)
h(\?) = <®§<LR»G,HCDK‘A’V ‘7> - <C])}?(fh - LR‘a,uuref)s‘7>
On calcul le gradient qui donne

oh(v*)
ov*

= (D;LR,G,MCDK‘A’* - (Dﬁe(fh — LR, a, uUref)

> En cherchant a l'annuler on conclut la preuve.
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Méthode de projection pour décodeur non linéaire

+ Dans le cadre nonlinéaire on peut aussi proposer une projection de Galerkin et Galerkin

moindre carrés. On va détailler le cas de la Galerkin moindre carrés.
Projection de Gakerkin moindre carrés

On se fixe 'espace d’approximation nonlinéaire:

Wy = {@i(n) = (G(p)), i(p) € R}
Il s’agit de la solution du probléme:
ﬁ = argmin || r(‘-i) Rh)fh) U) H%: argmin H r(G(‘A’)) Rh)ffh M) H%
VeWwy VERK
Solution de LS Galerkin dans le cas nonlinéaire

La solution de la minimisation du résidu sur Wy est calculé par un algorithme de
Levenberg-Marquardt de la forme:
Op 1 =G, + 00
avec
((Lr,a, (03, G))" (Lr,a,u (34, G)) + Mlg) 88 = (Lg,a,u (34, G))Fh

+ L'encodeur peut permettre d’encoder une condition initiale physique.
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Modeéles réduits et projection

Projection de Galerkin pour les EDP temporelles



Méthode de projection |

On peut aussi procéder a une projection de Galerkin dans le cas temporel (Ex Neural

Galerkin).
+ On va considérer ici: ,
0ip + axf(p) = Feaxxp
p(O»X) = p(X) 0()

p(tasz):rla p(t>le-):rr
+ Comme précédemment on introduit le résidu:

du u
r(Evuatv ) = E_f(x)tr p) =0, u(0;u)=ug(p)
Projection de Galerkin

La projection de Galerkin est donnée par la solution du probléme

fi = argmin|[r( 29,7, ;)

d ey,
S P 2 . dt K
Ce probleme est équivalent a

d .

— argmin[F(@y 20, 1 )
VERK

avec

(0; ) = fig (1) = Qi (uo (k) — Uref).
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Méthode de projection Il

Solution de l'approche de LS Galerkin
La solution du probléme de minimisation précédent est donnée par:
dii = A - "
dat = O f(uper + Ol t; ),  (0; p) = ()
+ On chercher a minimiser le probléme:
h(@) =[] k¥ — F(uper + Db, t; 1) |13
+ On développe:
h(A) = VT(DL(DK\/; = ZVT(DLf(Uref + (DK\7, t; }1) + f(u,ef + (I)KQ, t; p.)Tf(uref + (DK\’;, t; u)

+ On calcul le gradient

dh(v N "
a&? ) _ 204 Okl — 20} f(ups + Ok, t; 1)
+ On résout maintenant a"ag’:) = 0. Pour cela on utilise le fait que @ est orthogonale, ce qui donne comme solution

0=v"— CD}}f(u,ef oty (D)(\’;*, t; p)

« Il existe des variantes ou on minimise le résidu du schéma. On parle de méthode de Petrov-
Galerkin.
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Méthode de projection pour décodeur non linéaire

+ On peut procéder de fagon similaire pour un espace réduit nonlinéaire.

Méthode de Galerkin nonlinéaire
La projection de Galerkin nonlinéaire est donnée par la solution du probléeme

@i = argmin||r(V, i, t; w) |2
VeWwy

qui est équivalent a:
2 .. da N
u = argmin||r ( u) s Urer + G(U), t; p)H%

veeRK dt’
avec Jq la Jacobienne de G et
Wk = {‘N’(t» 1) = Urr 4+ G(U(t, 1)), Ve RK}

avec (0; u) = E(uo(p)).
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Méthode de projection pour décodeur non linéaire Il

Solution de Galerkin nonlinéaire
La solution de I'équation de la projection de Galerkin nonlinéaire est donnée par:

Q.
o=

ot = Jo(0) " F(ures + G(0), t; ),  G(0; p) = Uo(p)

avec le pseudo-inverse Jo(0)" = (Jg(0)Yq(G)) g ()"

+ On chercher a minimiser le probléeme:
h(@) =| Jg (D)7 — F(urer + G(9), t: ) |13
+ On développe:
h(0) = 97)g (9)7Jg (R)T — 207 Jg (1) F(ures + G(V), t; ) + F(Xper + G(V), ; u)Tf(u,ef +G(V),t;p)

+ On calcul le gradient
oh(¥)
ov
= 0. Pour cela on inverse Jg (1*)7)4 (¥*) ce qui donne

0 =0 — (Jg (W) g (¥%)) g (W) F(upes + G(V*), t; )

= 2Jg (1) g (9)0* — 2g (V) F(Ures + G(V), t; 1)

dh(v*)

+ On résout maintenant—z%

ce qui conclut la preuve.
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Modeéles réduits et projection

Hyper-réduction et fermeture pour la réduction nonlinéaire



La projection de Galerkin est t'elle suffisante ?

+ Suite a notre réduction de modéle on dot résoudre

dii N
gt = <I)Lf(uref + Okl t; )
ou
da ) A )
g = o) Flurey +G(0), i), 0(0; 1) = to(u)

« Pour évaluer le flux de 'équation on doit repasser par la grande dimension. Le cout va donc
rester trop important. En effet: ®xii ~ O(nK), ®if ~ O(nK) et f(ii) ~ O(n?).

« Cas particulier :

du(t
TE:) =Au(t) + Blu®u) + C(u® u®u)
avec des matrices A € My 5, B € M, » et C € M, 3. Dans le cas le modéle réduit est donné
par
di(t Ay A, PO
‘:j(t] —Ab+ Bt +Cioixi)

avec A = OTADy, B = OFB(Dx @ O) et € = OIC(Dy @ Dy @ D)
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Gappy POD |

Hyper-réduction
Il s'agit d’'une seconde phase pour obtenir un modéle réduit dont le colt d’évaluation est en
O(KP).

+ On va traiter d'abord le cas de la réduction linéaire.

Gappy POD

La méthode Gappy-POD est la premiére approche pour estimer une nonlinéarité en dimension
réduite en évitant un calcul colteux

+ On commence par construire une matrice de SnapShOtS nonlinéarité:
Xf = [f(u(thl'M))» ----- )f(u(tNlauNu)H

+ On peut appliquer une POD a ces nouveaux snapshots qui est solution du probléme de ré-
gression

2
min ,  sous contrainte @Y @ = |,
F

Xp— ‘Dﬁ@ffxf’

@f ernxk
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Gappy POD I

- Maintenant on va donner une matrice d'échantillonnage Z = [e;,, ...e,»J € Mp,(R). Cette
matrice a pour role de sélectionner [ indices du vecteur qu’elle multiplie.

+ L'idée de la méthode Gappy-POD est de trouver la représentation dans 'espace réduit d'un
vecteur fy qui minimise U'erreur de reconstruction seulement sur certains indices. On a:

f— argmin || Zt(q){ea*fx) &
aeR!

« Il s'agit d'un probléme de type moindre carré donc la solution est donnée par:

(Z' R ) (Z'O))F = (Z' ) 2,

(Dh'zzt0))f = of'zZ'F,
- La nonlinearité réduite ici est donc estimée
f= (oh'zz'0)) o)t z2',

+ En grande dimension on obtient l'approximation

f= ot (0)'zz ) 027,
+ On obtient donc la formule d’hyper réduction qui estime la nonlinearité de la méthode de

Galerkin.
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Gappy POD Il

Hyperduction Gappy-POD
Le vecteur nonlinéaire de dimension K du modéle réduit est estimé par le terme:

.
DLF(Uyer + Dyll) ~ D (ztcpr) 7 (Ures + i)

avec AT = (A'A)~'A le pseudo-inverse de Penrose.

« Il reste une dépendance en O(n) a l'intérieur de la nonlinéarité.
+ On peut, a ce moment-1a, différencier plusieurs cas:
> Lecasouf(u) = (f(u1),....,f(uy))t Cest typiqguement le genre de non-linéarité qu’on obtient lorsqu’on discré-
tise une source nonlinéaire. Ici on peut remarquer que si on applique une méthode POD Gappy a f, on a:
Z‘f(u,ef o (I)Kﬁ) = u(Zl(uref 9P (DKﬁ))
On a donc, dans ce cas, une complexité en O(lK) pour estimer la non-linéarité.
> Lecasouf(u) = Bf avecl(u) = (f(u1),....,f(un))!. Exemple: une discrétisation centrée d'un terme du type
0Pg(p). Dans ce cas on réécrit la réduction sous la forme:
(D)t?Bfloc(uref + (Dkﬁ(t)y p) = é(D)t?floc(uref + (Dkﬁ(t)» u)

avec B = DLB®D, et on applique la stratégie du cas précédent a fi,c. On a dans ce cas une estimation de la
nonlinéarité en O(IK3).
> Cas plus général: On effectue que les calculs qui seront utile pour les lignes sélectionnées par Z.
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DEIM

DEIM

L'approche est similaire. Au lieu d'imposer par régression la valeur aux points sélectionnés on va
le faire par interpolation.

. ~Cela veut dire que pour certains points (représentée par Z que une nonlinéarité approchée
f(u): )
Z'(u) = Z'f(u)
+ On applique une POD au snapshots de la non-linéarité qui donne (D’,:. On a donc
Z o f(u) = Z'f(u)
+ avec | = K le nombre de points d’interpolation. Si on suppose que la matrice est inversible.
On obtient
f= (Z'0))"Z'f(u)
et donc
f= @} (Z'0)) ")
- On va maintenant appliquer cela a notre non-linéarité @ f(u, + @0).
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DEIM I

Hyper-réduction DEIM

Le vecteur nonlinéaire de dimension K du modéle est estimé par

DLF(Ures + D) ~ OLTToF (e + Dicld)

avec Z € M (R), TT, = (D’;(thbﬂ)”zt la matrice qu'on appelle le le projecteur oblique. Le terme
@ O] (210} ) " est pré-calculé et stocké.

- ldée pour construire Z: On va faire une approche gloutonne. Le premier indice sera choisi
pour minimiser Uerreur de reconstruction du premier mode de @y puis le second indice pour
reconstruire au mieux le second mode, etc.

+ Algorithme:
> On initialise la base : ®f = [¢p1].

» On initialise la matrice des indices: Z = [e,-w] avecip = argmax | (d1); |

> Pourl=2etl<K: i€{1,...,n}
+ On calcul linterpolation du vecteur ¢, en résolvant
Z'ofs = 7t

+ On calcul le résidu sur Uinterpolation de ¢,

ii = argmax | cb} — ofs|
ie(t,...\0)

> OnaZ=l[e, ...e;l] et on incrémente la base ®f = [, .., ¢/]
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DEIM 1II

+ Exemple de DEIM

DEIM général
Soit une fonction f: V € RY — R". On se donne des vecteurs de R” ® = (¢, ..., px) linéairement
indépendant. Pour un point u € V l'approximation DEIM est donnée par
fo(x) = f(x), T, =®(Z'®)'Z
etZ=(ey,...,e,). Ona

1 2n)k50
1= F ll<l] (Z0)" [ (g — Y [ L T27)

e I Ug—@@9f ||
| @1 [loo ’
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Fermeture |

+ POD: dans ces régimes nonlinéaires la décroissance des valeurs propres est lentes. En

prenant peu de modes on tronque donc une partie de la physique non négligeable. On se
trouve dans le régime dit sous-résolu.

Exemple: On suppose que nos données s'explique avec 3 modes.
X~ X (t) b1 + X (t) o + X3(t) b3

avec un modeéle qui décrit la propagation en temps qui est obtenu par projection de

Galerkin:
d& (t)

) (o o o
d#t() = Fy(X1, X2, X3)
% (t & & &
= F3(%a, %0, %3)

+ Maintenant on tronque en gardant 2 modes. Le modéle le plus complet pour les décrire est

tout naturellement

dat IS

)j:ji) :F1(X1)X2)X3)
dXéEt) = FZ()?’I))?Z))?:‘I)

Il est méme exact si on connait X3(t). Pour le moment le modéle n’est pas résolvable, car on

ne connait pas Xs(t).
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Fermeture ll

Notion de fermeture

Une fermeture pour le modeéle précédent est une relation du type

+ Une projection de Galerkin revient a

{fg%_ﬁmjbm

+ Soit le modéle complet

du(t
U — fue)
+ et que une méthode de projection donne le modéle réduit:
da(t) o .
o = faw)
« La construction d’une fermeture revient a chercher t() tel que le modéle suivant
dic(t) . -
®) _ §@c(0) + <lie(t)

dt
soit plus précis que le modeéle réduit.
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Fermeture Il

Fermeture ideale

Soit le modéle % — f(u(t)). Soit la projection de Galerkin:
da(t) N
T DL f(Drl(t))
Alors une fermeture est un terme t({i(t)) qu’'on ajoute pour obtenir 'équation suivante
di(t)

Elle est dite idéale si

+ Pour l'équation de Burgers le modéle réduit fermeé s'écrit:

~

du(t)
dt

PPN 1 ~4 N
=Bl ®X) + —-Lu+ C(0)
Re

- La fermeture consiste souvent a ajouter de la viscosité C(u) = vDLu. Exemples:

k p
D = (E) ) Dre = Xk=m

avec R le numéro du mode.
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Modeéles réduits et apprentissage d’'EDO



Modeéles réduits et apprentissage d’EDO
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Modeéles réduits et apprentissage d’'EDO

Hyper-réduction et fermeture



Hyper-réduction et apprentissage

« Pour la réduction nonlinéaire on peut aussi construire une hyper-réduction de type Gappy. Il
s'agit de construction difficile qu’on ne traitera pas ici.

« Autre solution: L'apprentissage.

+ Onva ici considérer une réduction nonlinéaire. Le cas linéaire s'obtient avec G({i) = ©«l
Hyper-réduction par apprentissage
On considére le modéle "

a . N
dat = jg(u)+f(uref + G(0), t; u,

On appelle hyper-réduction par apprentissage de modéle la résolution suivante
m
. 0.+
meZ ng(ul) uref+G(ul full:) fe Hz
avec 0; = E(u;) et E l'encodeur associé.

+ On peut utiliser des modéles paramétriques comme des réseaux de neurones ou des mod-
éles de type Sindy.
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Fermeture et apprentissage

+ On peut construire la fermeture par apprentissage. En pratique c’est utile en cas de réduc-
tion linéaire. Les méthodes de réduction nonlinéaire évite en général ses difficultés.

Fermeture par apprentissage de modéle

. On considére le modéle i
1} N
E = (b;(f(uref + ¢y (), t; p),

On appelle hyper-réduction par apprentissage de modeéle la résolution suivante
m
i tf(u) — i) — (i) 12
meln; | @ (Flu;) — Furer + Ol;)) — () ||
avec U; = E(u;) et E 'encodeur associé.

Fermeture par apprentissage de trajectoire
On appelle hyper-réduction par apprentissage de trajectoires la résolution suivante

m
mei”Z H dluk — Gtk H%
i=1

sous la contrainte G7fF = So ... o S(li', T9) avec S le schéma. On retrouve l'apprentissage d’EDO
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Apprentissage de modéles

+ Plus généralement on peux apprendre le modéle que ce soit en linéaire ou nonlinéaire.
+ On perd les garanties théoriques type DEIM mais on apprend un modéle potentiellement
plus efficace (il contient 'hyper-réduction et la fermeture).

Modéle réduit par apprentissage de modéle
On appelle réduction par apprentissage de modéle la résolution suivante

4 di
min Y_ 1| (G —Ja(0)*Fol0 1
=
avec i; = E(u;), E 'encodeur associé et (%)i estimeée a partir des données.

Modéle réduit par apprentissage de trajectoire

On appelle réduction par apprentissage de trajectoires la résolution suivante
m

mmZ | Eu™®) —@F 5, oumin } || u™* —D@"*) |3

i=1
sous la contrainte G't% = Se o...0Sp(0) avec S le schéma. Apprentissage d’EDO par DpO.

+ En basse dimension on peut apprendre I'EDO, le flot, par des réseaux, des modéles Sindy etc.
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Apprentissage de bout en bout

« Pour plus de simplicité en cas de décodeur nonlinéaire on va souvent apprendre le modéle.

Entrainement "end-to-end”

consiste a effectuer l'apprentissage du modele réduit, de 'encodeur et du décodeur en méme
temps. On peut mettre des fonctions de codit sur la partie AE, sur la dynamique latente ou sur
l'ensemble

- Exemple d’entrainement global:

inference | t training
a;)dr
| [v6@)
Neural ODE | Neural ODE
) | ) &
E E £
g g g
5 E g
H I 3 * = °
-~ ° ° °
Vo| |\ o | o °
. | o e o e
|

- 4 - ~ 4 = 2
- - -
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Apprentissage de bout en bout

« Pour plus de simplicité en cas de décodeur nonlinéaire on va souvent apprendre le modéle.

Entrainement "end-to-end”

consiste a effectuer l'apprentissage du modele réduit, de 'encodeur et du décodeur en méme
temps. On peut mettre des fonctions de codit sur la partie AE, sur la dynamique latente ou sur
l'ensemble

- Exemple d’entrainement global:

B 12243 1zzmzmainz 24 &6&

Z o(z) =
7= Vap(xi)%  O(a]) = O(p(x:)T)

Elx — V@34 X [[x = (Vav(@)) (OGN)E) [} + s [[(Vx2) %~ O+ o "Eﬂ
reconstruction loss

SINDy loss in % SINDy loss in & Dy
regularization,
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Apprentissage de bout en bout

« Pour plus de simplicité en cas de décodeur nonlinéaire on va souvent apprendre le modéle.

Entrainement "end-to-end”
consiste a effectuer l'apprentissage du modele réduit, de 'encodeur et du décodeur en méme

temps. On peut mettre des fonctions de codit sur la partie AE, sur la dynamique latente ou sur

l'ensemble
- Exemple d’entrainement global:

encoder function of a convolutional autoencoder

un(ti ) £ (un(t; 0), 01)

Tn(t; 1, 0) H
L :
— ] - H
I S lhan(ts 1) — Bt 1,808, 6)|*

Pl H
§ g it 05) — (s . O

@ (t; 00, 0p)

un(t; 1, 0pF) eshape
—

decoder function of a convolutional autoencoder

deep feedforward NN
£ (un(t5 1,005);01)

27 (t51,00r)
Deep Learning-based Reduced Order Model (DL-ROM)
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