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TD-TP1. Rappels d’algébre linéaire

1 Normes vectorielles et matricielles

Exercice 1 : Construction de norme subordonnée
Soit || - || une norme matricielle et b un vecteur non nul de R¥.

1. Que vaut zb ?

2. Montrer que N := x + ||zbT|| est une norme vectorielle "compatible" avec la norme matricielle
(ie N(Az) < ||A||.N(z), pour tout vecteur x € RY et toute matrice A € My (R)).

Exercice 2 : Norme non matricielle, norme non subordonnée
1

3
Pour A = (a;)i,; € Mn(R), on pose ||A||r = (szzl af,]) .
1. Montrez que || - ||F est une norme matricielle mais n’est pas une norme subordonnée (pour n > 1).
2. Montrer que ||A||% = tr(ALA).
En déduire que ||A||2 < ||Al|lF < ||v7]]All2 et que ||Az||2 < ||A]|F||z]|2 pour tout A € M, (R) et
tout z € R™.

3. Soit I la matrice identité de M,,(R). Montrez que pour toute norme subordonnée, on a ||I]| = 1
alors que pour toute norme matricielle, on a ||I|| > 1.

4. En déduire une norme non matricielle.

Remarque. La norme || - || s’appelle la norme de Frobenius.

Exercice 3 (implémentation Python) : Calcul de normes sous Python

1. Définir (et afficher) une matrice A de taille 4x4 a termes aléatoires. On pourra s’aider de la fonction
np.random.rand.

2. Que renvoient les fonctions numpy suivantes : np.linalg.norm(A), np.linalg.norm(A, np.inf),
np.linalg.norm(A, 1)7?

2 Valeurs propres et rayon spectral

Exercice 4 : Disque de Gerschgorin
Soit A une matrice carrée.
1. Montrer que Sp(A) C D(ai;, ;) avec r; = 3., |a; |, Sp(A) le spectre de la matrice A et D(ai;, ;)
le disque de Gerschgorin associé a la ligne 7.

3 2 0
. . .
2. Montrer que B = est inversible.
. .2
0 1 3

3. Trouver D diagonale telle que DBD™! soit symétrique. Retrouver l'inversibilité de B.



Exercice 5 : Décomposition SVD
Soit A € M,,, o(R) de rang r > 0.

1. Que peut-on dire sur *AA, notamment sur ses valeurs propres ?

2. Pour A valeur propre strictement positive de AA, on pose ¢ = v/A. Soit alors ¥ la matrice
01
g9 0
diagonale > = . Montrer que A = V (% 8) tU avec U et V des

Or
matrices orthogonales.

X0 ”» . .\
) tU s’appelle décomposition en valeurs singuliéres

Remarque. La décomposition de A en V ( 0 0

(Singular Value Decomposition en anglais).

Exercice 6 : Rayon spectral
Soient les trois matrices carrées suivantes

1 1 -1 0
(P ) () cmarn

. Calculez le rayon spectral de chacune des matrices A, B et C.
. En déduire que le rayon spectral n’est pas une norme sur espace vectoriel des matrices M., (R).

. Pour A € M,,(R). Montrer que p(A) < ||A|| pour toute norme subordonnée || - ||.

= W N =

. Montrer que p(-) est une norme sur l’ensemble des matrices normales (A*A = AA*).

Exercice 7 : Rayon spectral et séries matricielles
Soit A € M, (R).
1. Montrer que si p(A) < 1, les matrices I — A et I + A sont inversibles (avec I la matrice identité).

2. Montrer que la série de terme général A* converge vers (I — A)~! si et seulement si p(A) < 1.

Exercice 8 : Rayon spectral et limites matricielles
Soit A une matrice carrée, montrez que les assertions suivantes sont équivalentes :

1. lim AF=0

k— o0

2. lim A*z =0, pour tout z € R®

k——+oco
3. p(A) <1

. ||A|| < 1 pour au moins une norme matricielle subordonnée.

>~

3 Conditionnement

Exercice 9 : Le conditionnement n’est pas le déterminant !

Soit A = (a; ;)i ; la matrice diagonale telle que a1 1 =1 et a;; = 0.1 pour i = 2,...,100. Calculer ||A]|o,
[|A71]|2, conda(A) et det(A).

Remarque. La valeur du déterminant ne donne pas d’indication sur le conditionnement !

Exercice 10 : Conditionnement et valeurs propres
Soit A une matrice carrée quelconque, supposée inversible.



l’lmaX(A)
#min(A)
et la plus petite valeur singuliere de A en module (u;(A) = \/\i(*AA) avec \;(*AA) les valeurs
propres de AA).

1. Montrer que conds(A) = O fimax(A) et fimin(A) désignent respectivement la plus grande

2. Montrer que si A est une matrice symétrique réelle, conds(A) = M Ol Amax(A4) et Apin(A)

désignent respectivement la plus grande et la plus petite valeur propre de A, classées en valeurs
absolues.

Exercice 11 : Conditionnement du Laplacien

Soit A € My(R) la matrice du Laplacien : A = %

0 -1 2

1. Vérifiez que les éléments propres (A%, v(*)) sont donnés par

ki 1 "
vz(k) = sin (NTI) ,pouri=1,.,N et A% = ﬁst (2(1\711)> .

2. Calculer ||4]|1, ||A4]|s ainsi que le conditionnement en norme 2 de A.

Exercice 12 : Préconditionnement

: (1 0 _(107% 0
Soient A = <0 10_6> et AA= ( 0 10_14) .
1AAllz o

1. Calculer conds(A). Que vaut ATl

2. Soit Az = (A + AA)(z + Az). Que vaut 12212 2 Comparez-le avec condy(A) IIAHz(lH—AlliuzlAAHz)'

B
3. Soit D = (3) 186 . Exprimez DA et DAA. Que vaut condy(DA)? Comparez ”@Tllk avec
IDAA]|
conds (D A) [T D A4) 08T

Remarque. La matrice D a permis de mieux conditionner la matrice A.

Exercice 13 (implémentation Python) : Matrice mal conditionnée
Soit A la matrice

0 7 8 7
A= ; 2 160 S
7T 5 9 10
1. A laide de la fonction np.linalg.inv de python, affichez 'inverse de A.
32
2. Résoudre Ax = b avec b = gg . On pourra utiliser la fonction np.linalg.solve.
31

3. Résoudre A7 = b avec b = b+ ¢ ol € est un vecteur "tout petit".

4. Afficher les erreurs relatives ”ﬂ;ﬁ” et ”ﬁ;ﬁ” I et vérifier numériquement que ”ﬁ;ﬁ Il < Cond(A) ”H;ﬁ”.

On pourra utiliser la fonction np.linalg.eigvals pour calculer les valeurs propres.




4 Annexe : quelques rappels sur les commandes python

Python est un langage trés utilisé & la fois par les entreprises et également dans ’éducation. Pour pro-
grammer en Python, vous pourrez au choix utiliser I’éditeur Geany / Pycharm / Pyzo / Spyder ou bien
Jupyter, contenu dans la distribution Anaconda de python.

Afin de sauvegarder les codes, on les regroupe en script avec pour extension *.py.

Exercice 14 : Prise en main de Python

1. Les gpémtz'ons de base. Tapez les commandes suivantes
a=

b=2

a+=1

print(a)

b-=3

print(b)

ax=4

print(a)

print(a/b)
Notez que le résultat ne s’affiche dans la console de python qu’avec le mot clé print. Il est intéres-

sant que les résultats ne s’affichent pas automatiquement (notamment quand un calcul nécessite
beaucoup d’étapes intermédiaires). Les commandes +=, -=, *= sont des raccourcis.

En fonction des différentes versions de python (2.* ou 3.*), le cas de la division est un peu par-
ticulier : si a et b sont des entiers, python 2.* va faire la division entiére (par exemple 1/2=0).
Pour que la division soit réelle, il faut que a et b soient des réels, pour cela, on rajoute un . (par
exemple 1./2.=0.5).

2. Les commentaires. Si une ligne n’a pas vocation a étre exécutée par spyder, elle doit étre précédée
du symbole diése #. Si plusieurs lignes ne doivent pas étre exécutées, au lieu de les faire toutes
précéder du symbole diése, on peut les encapsuler entre trois jeux de guillemets

3. Affichez dans la console python : Ceci est mon premier programme, grace a la commande print.
Attention, lorsque vous voulez afficher toute une chaine de caractére, il faut I'encadrer par des

guillemets
H print("ma chaine de caractéres")

mon commentaire
nnn

4. Commentez cette ligne de code dans I’éditeur pour qu’elle ne s’exécute plus par la suite.

Exercice 15 : Les fonctions
Il est possible de créer des fonctions grace aux mots clefs def et return, de la maniére suivante

def nom_de_ma_fonction(paramétres):
ce que fait ma fonction
return resultat

Attention, les indentations en python sont trés importantes. Toutes les lignes du script doivent commen-
cer le plus & gauche possible, sauf les lignes & l'intérieur de la fonction. L’indentation se fait automati-
quement par spyder, ne la changez pas.
Les deux points «:» a la premiére ligne sont trés importants aussi, ne les oubliez pas!
1. Codez la fonction carré : x — x>
‘ def carre(x):
return x**2

~

Notez que la puissance s’écrit en python ** et non
Pour l'instant, on a juste défini la fonction, donc rien ne s’affiche lorsque vous exécutez votre code.



Pour faire appel a cette fonction, il faut écrire
| print(carre(2))

2. Codez les fonctions x — 5, z 23, -2 +9.

3. Testez-les sur quelques valeurs.

Exercice 16 : Les boucles if, while, for
Python permet de faire des boucles conditionnelles avec les mots clés if, elif et else

if condition_1:
resultat_1

elif condition_2:
resultat_2

elif condition_3:
resultat_3

else:

resultat_n

Le mot clé elif n’est pas obligatoire et peut étre utilisé plusieurs fois. Par contre, au sein d’'une méme
boucle conditionnelle if et else ne doivent étre utilisés qu'une seule fois.

Notez I'importance de I'indentation et des deux points «:».

Attention, il n’y a pas de commande du type «fin if», seule I'indentation permet de savoir si la ligne de
commande fait partie de la boucle ou non.

égalité ==
différence 1=
supérieur | > ou >=
inférieur | < ou <=

TABLE 1 — Les différents symboles conditionnels

1. Codez la boucle suivante

a=235
if (a%2==0):

print("le nombre est pair")
else:

print("le nombre est impair")

Notez que le reste de a modulo b s’écrit
H a’%b

2. Testez si 6728 est divisible par 3, par 8 et par 11.

Python permet aussi de faire des boucles for ou while. Dans une boucle for, 'utilisateur sait a priori
le nombre de fois ou l'instruction est réalisée, alors que dans une boucle while, 'instruction est réalisée
tant qu’une condition est vraie. On ne sait pas a priori combien de fois cette condition sera vraie. La
syntaxe est la suivante

while condition:

resultat ou resultat

for i in I:

Notez I'importance encore une fois de I'indentation et des «:»
Dans une boucle for, I'intervalle I peut étre



— une liste écrite a la main : [1, 5, 8, 0, 2],

— des entiers compris entre ng et ny par pas de N : range(n_0, n_1+1, N),
Attention de ne pas oublier le +1 dans le range pour inclure quand méme n; puisque range ne prend
jamais en compte le dernier point.

3. Affichez a 'aide d’une boucle for tous les entiers pairs de 0 & 100.

4. A l'aide d’une boucle while, affichez les élements de la suite u,+1 = 3u, avec ug = 1, plus petits
que 40.

On peut bien str imbriquer les boucles for, while et if entre elles, dans ce cas, il faut faire attention
de toujours indenter un cran de plus.

Exercice 17 : Les modules

Le langage python dispose d’un certain nombre de bibliothéques (appelées des modules) pour pouvoir
étendre les fonctionnalités. Pour pouvoir utiliser une fonction d’un de ces modules, il faut au préalable
I’avoir importé grace a la commande :

import nom_du_module as alias

Pour structurer sons code, cette ligne de commande est & mettre en haut du programme, avant toutes
les instructions. alias est un nom plus court que l'on utilisera toujours pour faire appel & ce module.
Pour utiliser une fonction d’un module importé, on écrit

‘ ‘ alias.nom_de_la_fonction

Par exemple, pour utiliser la fonction racine carré (qui se nomme sqrt) et qui se trouve dans le module
numpy (que l’on renommera avec l’alias np pour simplifier), il faut écrire

import numpy as np
a=np.sqrt(2)
print(a)

Testez ce code sur v/3, V5...
Parmi tous les modules existants, nous en importerons deux essentiellement :

import numpy as np # pour utiliser des tableaux
import matplotlib.pyplot as plt # pour tracer des figures

Exercice 18 : Les tableaux
Dans tout ce qui suit, nous supposerons que le module numpy a été importé sous l’alias np.
H import numpy as np

1. Initialisation. Pour initialiser un tableau (ou vecteur), il existe la commande np.array. Il faut
ensuite mettre les valeurs du tableau selon les lignes en séparant les lignes par des [ | et en encap-
sulant le tout dans des [ | extérieurs. Par exemple, pour écrire le vecteur (1.4 7 0.9), il faut écrire
H np.array([1.4, 7, 0.9])

14

Pour écrire le vecteur | 7 |, il faut écrire
0.9

H np.array([[1.4], [7], [0.911)

. . 1 2\ . .
Pour écrire la matrice (O >, il faut écrire

4 6 0
| np.array(L[0, 1, 2], [4, 6, 0]1)



1.4
1
3 7 1 2 3 4
oo | 3 o . _
2. Définissez les vecteurs a = 5 | b= (3> et la matrice A = <5 6 7 8>
V3

3. Tableaux particuliers. Pour créer un vecteur X de taille NV avec seulement des 0, il existe la com-
mande
H X=np.zeros(N)
Que font-les commandes suivantes ? (affichez les différents tableaux X, Y, Z et I)
X=np.zeros(3)
Y=np.zeros((2,4)) # attention aux doubles parenthéses
Z=np.ones(5)
I=np.eye(3)

2

4. Tableaux linspace. Le module numpy posséde la fonction linspace qui permet de discrétiser un
intervalle [a, b] en N valeurs équidistantes :
H X=np.linspace(a, b, N)
A Daide de cette fonction, créez un vecteur de taille 27 avec des valeurs équidistantes comprises
entre 10 et 99.

5. Accés G une valeur. Pour avoir accés a la valeur d’indice i du tableau X, on utilise des crochets :
| xri]
Affichez la 14éme valeur du vecteur précédent. Attention, les indices en python commencent par
0!! Puis insérez v/7 a la place de X[2].

6. Opérations. Les opérations usuelles +, -, * et ** sont des opérations termes a termes. Testez les

opérations suivantes
a=np.ones(3)

print(a+4)

b=np.array([[2, 4], [8, 9.71, [V5, 3.211)
print(5./2.%b)

print (b**2)

7. Produit scalaire. Le produit scalaire s’écrit np.dot (A,B). Attention, * est un produit terme a terme.
a=np.array([1, 2, 3])

b=np.array([2, 3, 4])

print (a*b) # produit terme & terme

print(np.dot(a,b))# produit scalaire

8. Produit matrice vecteur. Le produit matrice vecteur s’écrit aussi np.dot (A,B). Testez le code sui-

vant
a=np.array([[1, 2, 3], [4, 5, 6]])

b=np.array([[1], [1], [111)
print (a*b) # probléme de dimension
print(np.dot(a,b))+# produit matrice vecteur

Exercice 19 : Les figures

Le module & importer pour pouvoir tracer des figures se nomme matplotlib.pyplot, que 'on utili-
sera toujours sous l’alias plt. Nous supposerons & partir de maintenant que les deux modules numpy et
matplotlib.pyplot sont importés.

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

Pour tracer une fonction, il faut d’abord discrétiser I’axe des abscisses grace a la commande np . linspace,
vue a l'exercice 18. Ensuite, il faut calculer 'ordonnée de toutes ces abscisses ponctuelles (x;);cr et tra-
cer le nuage de points (z;, y;). Le script pour visualiser une fonction s’écrira toujours de la forme suivante :



plt.figure(1) # on numérote ses figures au fur et & mesure
plt.clf() # on part d’une figure vierge

x=np.linspace(a, b, N) # on discrétise I'abscisse [a, b] avec une précision de N
y=f (x) # on calcule les ordonnées de chaques points
plt.plot(x,y) # on trace le nuage de points

plt.title("mon titre") # titre de la figure

plt.show() # pour visualiser la figure.

La fonction plt.plot posséde des arguments facultatifs (couleur du graphe, marqueurs pour les points,
ligne brisée ou continue, légende des courbes ...), elle s’utilise comme suit

H plt.plot(x, y, ’ro’, label=’ma courbe 1)

Le r correspond a la couleur (rouge ici) et le o correspond aux marqueurs des points (des cercles ici).
Ce choix peut étre remplacé par

couleurs marqueurs

T : rouge o : cercle

g : vert * : étoile

b : bleu | - :ligne continue
k : noir -~ : pointillés

TABLE 2 — Différentes options de plt.plot

Pour les légendes, il faut donner un label a chaque courbe et avant la ligne plt.show(), écrire
H plt.legend ()

1. Définissez la fonction x + sin(x) + 3z (le sinus se trouve dans le module numpy) a 1’aide du mot
clé def vu a 'exercice 15.

2. Tracez cette fonction sur [0, 27], par une ligne continue en vert (7 se trouve aussi dans le module
numpy).

Par défaut, toutes les courbes seront affichées sur la méme figure, si vous ne changez pas de numéro de
figure. Il est parfois intéressant de garder la méme figure, mais de séparer les courbes dans des fenétres
différentes. C’est la commande plt.subplot (& insérer avec plt.plot) qui permet cela

| plt.subplot(i, j, k)

Cette commmande crée 7 fenétres verticalement et j fenétres horizontalement et place la courbe sur la
fenétre numéro k (sachant que la premicre fenétre est en haut a gauche et qu’elles sont parcourues ligne
par ligne)

3. A laide de la commande np.subplot, affichez la fonction @+ cos(%) sur [0, 2r]pour plusieurs
précisions N en abscisse.



