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Contextes physique et mathématique

m Equation de transport linéaire : soit f(t,x, ) > 0 la fonction de distribution des particules
(photons ou neutrons) localisées en x € R? et de direction Q = W €S4=1. On

considére I'équation de transport

0uf(tx, )+~ (tx ®) = 5 [ (flex ) = flox,9)) ast
€ e“ Js

avec € €]0,1] et o > 0.
® Limite de diffusion : pour € — 0, I'équation de transport tend vers |'équation de diffusion

o E — div (iVE) =
30

avec £ = / f(t,x,92)dQ2, F = / Qf(t,x,Q)dQ et
Sd—1
Sd= 17{\|n\|71 Qe R},
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Contextes physique et mathématique

m Equation de transport linéaire : soit f(t,x, ) > 0 la fonction de distribution des particules
(photons ou neutrons) localisées en x € R? et de direction Q = W €S4=1. On

considére I'équation de transport

0uf(tx, )+~ (tx ®) = 5 [ (flex ) = flox,9)) ast
€ es Js

avec € €]0,1] et o > 0.
® Limite de diffusion : pour € — 0, I'équation de transport tend vers |'équation de diffusion

o E — div (iVE) =
30

avec £ = / f(t,x,92)dQ2, F = / Qf(t,x,Q)dQ et
Sd—1
Sd= 17{\|n\|71 Qe R},

m Le coiit de calcul étant trop important on résout des modéles approximant I'équation de
transport.
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Approximations de |'équation de transport

m Modéles hyperboliques, dépendant uniquement de x et ¢.
® Modéles simplifiés :
— Modéles P, : développement de I'équation de transport sur une base d’harmoniques
sphériques.
— Modéles S;, : approximation de I'opérateur intégrale a I'aide d'une formule de

quadrature.
— Modéles M, : extensions non linéaires des modéles P, .

Modéle Py :
1
0E+ —divF =0,
€

(e

1
oF+ —VE=——F.
¢ 3e g2
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Approximations de |'équation de transport

m Modéles hyperboliques, dépendant uniquement de x et ¢.

® Modéles simplifiés :
— Modéles P, : développement de I'équation de transport sur une base d’harmoniques

sphériques.
— Modéles S;, : approximation de I'opérateur intégrale a I'aide d'une formule de
quadrature.
— Modéles M, : extensions non linéaires des modéles P, .
Modéle Py :

1
OHE + =divF =0,
€

(e

1
oF+ —VE=——F.
¢ 3e g2

m Méthodes numériques adaptées : schémas de volumes finis « asymptotic preserving »
(AP) capturant la limite de diffusion.

Objectif :

Construction de schémas de type volumes finis pour les modéles simplifiés capturant la limite de
diffusion sur maillages non structurés.

Soutenance | PAGE 3/31






Schémas « asymptotic preserving »

Schémas « asymptotic preserving »

® Un schéma (P5) est dit « asymptotic preserving » lorsqu'il tend vers un schéma limite
(P?) consistant avec le modéle limite (P°) quand € tend vers zéro avec h > 0 le
paramétre de discrétisation fixé.

B Un schéma est dit uniformément « asymptotic preserving » si I'estimation d’erreur et la
condition CFL associées sont indépendantes de e.

c—0

PO

h—0 h—0

0
B

e—0
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Schémas « asymptotic preserving »

Schémas « asymptotic preserving »

® Un schéma (Pf) est dit « asymptotic preserving » lorsqu'il tend vers un schéma limite
(P?) consistant avec le modeéle limite (P°) quand e tend vers zéro avec h > 0 le
paramétre de discrétisation fixé.

B Un schéma est dit uniformément « asymptotic preserving » si I'estimation d’erreur et la
condition CFL associées sont indépendantes de e.

Contraintes

B Schémas « asymptotic preserving » basés sur le schéma de Godunov ou upwind (bonnes
propriétés en régime de transport).

& Schémas centrés aux mailles (pour compatibilité avec les schémas hydrodynamiques).
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Exemple numérique

m Test de validation des schémas AP : les données sont E(0,z) = G(x) avec G(z) une
Gaussienne, F(0,z) =0 et o0 =1, e = 0.001.

Schéma AP Schéma Godunov

Bt
Bt

Schéma Erreur LT temps
Godunov, 10000 mailles 0.0366 1485m4.26s
Godunov, 500 mailles 0.445 0m24.317s
AP, 500 mailles 0.0001 0m15.22s
AP, 50 mailles 0.0065 0m0.054s
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Exemple numérique

m Test de validation des schémas AP : les données sont E(0,z) = G(x) avec G(z) une
Gaussienne, F(0,z) =0 et o0 =1, e = 0.001.

Schéma AP Schéma Godunov

Bt
Bt

Schéma Erreur LT temps
Godunov, 10000 mailles 0.0366 1485m4.26s
Godunov, 500 mailles 0.445 0m24.317s
AP, 500 mailles 0.0001 0m15.22s
AP, 50 mailles 0.0065 0m0.054s

m Le schéma AP est bien plus précis que le schéma de Godunov.
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Schémas AP de type Godunov

m Equation de chaleur hyperbolique :

OE+ 1o, F =0,
nF + EazE =-5

€

1
— O E — 0 (7) 0:FE =0. (1)
) g
m Consistance du schéma de Godunov pour le modéle (1)
— premiére équation : O (% + At),
— seconde équation : O <ATEZ + Az + At).

® Condition CFL : At (Ais + 5) <1
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Schémas AP de type Godunov

m Equation de chaleur hyperbolique :

{ OE + 10, F =0,

1
oF+1lo,p=—gp T OE0 (5) 08 =0. (1)

m Consistance du schéma de Godunov pour le modéle (1)
— premiére équation : O (% + At),

— seconde équation : O <Az2 + Az + At).

£
® Condition CFL : At (ﬁ + ;Lz) <1

Schéma de Jin-Levermore
m Principe : introduction de I'état stationnaire 9, FE = —gF dans les flux.
B on écrit les relations

E(xj) = E‘(a:jJr
E(zj41) = E(z

) + (Ij - IJ+%)8$E(I]+%)7
)+ (@41 — @5, 1)8a B2y 1).

[N

Jj+
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Schémas AP de type Godunov

m Equation de chaleur hyperbolique :

{ OE + 10, F =0,

1
oF+1lo,p=—gp T OE0 (5) 08 =0. (1)

m Consistance du schéma de Godunov pour le modéle (1)
— premiére équation : O (% + At),

— seconde équation : O <Az2 + Az + At).

£
. . 1
® Condition CFL : At (A—M T ;Lz) <1.
Schéma de Jin-Levermore

m Principe : introduction de I'état stationnaire 9, FE = —gF dans les flux.

B on écrit les relations
E(x;) = E‘(atjJr
E(zj41) = E(z

) - (mj - mj+%)%F(Ij+%)v
) = (@41 — @ ) TF (@ 1),

[T

Jj+

Soutenance | PAGE 6/31



Schémas AP de type Godunov

m Equation de chaleur hyperbolique :

{ OE + 10, F =0,

1
oF+1lo,p=—gp T OE0 (;) 9B =0. (1)

m Consistance du schéma de Godunov pour le modéle (1)
— premiére équation : O (% + At),

— seconde équation : O <Az2 + Az + At).

£
® Condition CFL : At (ﬁ + ;Lz) <1

Schéma de Jin-Levermore
m Principe : introduction de I'état stationnaire 9, FE = —gF dans les flux.
B on écrit les relations

E(x;) = E‘(atjJr

E(zjy1) = E(z;,

On couple ces relations avec les flux
{ F; + E; :Fj+% +Ej+%,

Fj+1—Ej+1 :Fj+% _Ej+%‘

) - (mj - mj+%)%F(Ij+%)v
) = (@41 — @ ) TF (@ 1),

[T
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Schémas AP de type Godunov

m Equation de chaleur hyperbolique :

HE+ Lo, F =0, 1 B
{ atF+§azE:—g2F, HatEfaz(;)azE—O. (1)

m Consistance du schéma de Godunov pour le modéle (1)
— premiére équation : O (% + At),

— seconde équation : O <Az
i . 1
® Condition CFL : At (m + 5) <1

Schéma de Jin-Levermore
m Principe : introduction de I'état stationnaire 9, FE = —gF dans les flux.
B on écrit les relations

E(x;) = E‘(atjJr
E(zj41) = E(z,

) - (mj - mj+%)%F(Ij+%)v

)= (@41 = mH;)%F(ﬂEH%)A

[T

{ F; + E; 7F+1 +E+1+"2;F

O'AL
FJ+1—E]+17FJ+%— J+1+ F %
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Schémas AP de type Godunov

m Equation de chaleur hyperbolique :

{ 8tE+%8x =0,

1
OF + azE_f— 7 HatE—ax(;)amE:

m Consistance du schéma de Godunov pour le modéle (1)
— premiére équation : O (% + At),
— seconde équation : O <ATEZ + Az + At).

® Condition CFL : At (AIE + 5) <1

Schéma de Jin-Levermore
® Principe : introduction de |'état stationnaire O, F = ,,F dans les flux.

{ Blay) = Bley, 1) — (25 —2;, 1) 2F(z;, 1),

1
2
E(zj1) = Bz 1) = (g1 — 25 1) T F(z;, 1)

m Le schéma de Jin-Levermore est

()

n+41 n n n n
E EJ + M J ijl _]\/]E +172Ej +Ej71 =0
n_‘ét 25Ax 2eAx ’
n n n n n
F F + EJ+1 E]71 _ Fj+1_2Fj +F]*1 + g pn =0
At 2eAx 2eAx e27J ’

T 2e
avec M = SeTeRT
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Schémas AP de type Godunov

m Erreur de consistance du schéma de Jin-Levermore :
— premiére équation : O (sz +eAzx + At) ,
— seconde équation : O <A?z2 + Az + At) .

m Condition CFL du schéma explicite : At (Alzs + fz) <1.

m Condition CFL du schéma semi-implicite : At (Alza) <1
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Schémas AP de type Godunov

m Erreur de consistance du schéma de Jin-Levermore :
— premiére équation : O (sz +eAzx + At) ,
— seconde équation : O <A?z2 + Az + At) .

m Condition CFL du schéma explicite : At <Alzs + fz‘) <1.

m Condition CFL du schéma semi-implicite : At (Alza) <1
Schéma de Gosse-Toscani

= Principe : Le schéma de Jin-levermore (2) avec la discrétisation du terme source

%(eri + 1“7,¢) est égal au schéma de Gosse-Toscani.
<> JT3 J732
gntl_pn Fl'  —F" E}  —2E}4+E}
J J + M Jj+1 j—1 - M J+1 J j—1 =0
n+%t 2eAx 2eAx ’ (3)
_fFn n _on n o _ n n
Al SNy =% Tt 5 W W ™ Sl e il S RN VS R
At 2eAx 2eAx 27 j ’
Yy 2e
avec M = el eRa
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Schémas AP de type Godunov

m Erreur de consistance du schéma de Jin-Levermore :
— premiére équation : O (sz +eAzx + At) ,
— seconde équation : O <A?z2 + Az + At) .

m Condition CFL du schéma explicite : At <Az€ + fz) <1.

m Condition CFL du schéma semi-implicite : At (<

) <1
Schéma de Gosse-Toscani o

= Principe : Le schéma de Jin-levermore (2) avec la discrétisation du terme source

i)(jv‘ﬂrl + 1“7,¢) est égal au schéma de Gosse-Toscani.
<> JT3 J732
n+1 n
BT BT Y FM o —FF _ME —2E}+E}_ —o,
%t 25Az 25Az (3)
P -Fp Bl Bia Fiya —2F 4+ F o
At + M—"5x% - M 25Aw + M 1 =0,
_ 2¢e
avec M = el eRa

= Erreur de consistance du schéma de Gosse-Toscani : O (Ax + At).
m Condition CFL du schéma explicite : At( -) <1

<1

. " .. .. . 1
m Condition CFL du schéma semi-implicite : At (m) <
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Analyse des schémas AP : équations modifiés

B On suppose que |[0a b E|| < Cop et [|0sa o F|| < eCop.
m L'équation modifiée associée au schéma de Godunov est

1
atE+76w gwaxfo(ii 4)
Ot F + 581 Opz F = 2 F.
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Analyse des schémas AP : équations modifiés

m On suppose que [|8ya b E|| < Cyp et [[0sa 10 Fl| < eCap.
m L'équation modifiée associée au schéma de Godunov est

MWE+ 10, F & 520z E =0, (4)
OF + 20 E — IZIF——E—F.
m on incorpore €0, E + O(e2) = —c F dans la 1ére équation de (4) pour obtenir la limite de

diffusion 1 A
HE — 0 E — L 9y0E = 0.
o 2e
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Analyse des schémas AP : équations modifiés

E On suppose que |[Osa b E|| < Cop et [|0ga o F|] < eClp.

m L'équation modifiée associée au schéma de Godunov est
O E + %(%F— 82 0pe B =0, )
O F + 202 B — §20paF = — 5 I

B on incorpore €0, E + O(¢2) = —o F dans la 1ére équation de (4) pour obtenir la limite de
diffusion
m Sur grille fine Az 1, |a limite est

€

1
OE — —0zzE =0.
o
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Analyse des schémas AP : équations modifiés

m On suppose que |[Osa b E|| < Cop et [|0;a o || < eClp.
m L'équation modifiée associée au schéma de Godunov est

HE + %BxF — 520, E =0, ()
OF+10,B— 520, F =—%F.

B on incorpore €0, E + O(e2) = —o F dans la 1ére équation de (4) pour obtenir la limite de
diffusion

. s Ax . .
® Sur grille grossiere =% >> 1, la limite est

A
WE — 225, E =o0.
2e
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Analyse des schémas AP : équations modifiés

On suppose que [|8,a b E|| < Cyp et [[0sa o0 Fl| < eCap
L’'équation modifiée associée au schéma de Godunov est

HE+ L0, F — 520,,E =0, ()
OF + 10, B~ 520,,F = -5 F.
on incorpore €9 E + O(e?) = —o F dans la 1ére équation de (4) pour obtenir la limite de
diffusion 1 A
OE — =030 E — == 8,0 F = 0.
o 2e

Le schéma ne capture pas la limite de diffusion.
L'équation modifiée associée au schéma de Gosse-Toscani est

£

6tE+]\JlaxF—]\J%(’J)ME:O, 5)
OF + M10yE — MGE0 F = —M 5 F.
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Analyse des schémas AP : équations modifiés

On suppose que [|8,a b E|| < Cyp et [[0sa o0 Fl| < eCap
L’'équation modifiée associée au schéma de Godunov est

HE+ L0, F — 520,,E =0, ()
OF + 10, B~ 520,,F = -5 F.
on incorpore €9 E + O(e?) = —o F dans la 1ére équation de (4) pour obtenir la limite de
diffusion 1 A
OE — =030 E — == 8,0 F = 0.
o 2e

Le schéma ne capture pas la limite de diffusion.
L'équation modifiée associée au schéma de Gosse-Toscani est

atE+z\JlaxF—M%amE:o, 5)
OF + M10yE — MGE0 F = —M 5 F.

£

on incorpore MeOzE + O(e?) = —MoF dans la 2éme équation de (5)

1-M
Ozl =10

M
O — —Opz B —
o
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Analyse des schémas AP : équations modifiés

On suppose que [|8,a b E|| < Cyp et [[0sa o0 Fl| < eCap
L’'équation modifiée associée au schéma de Godunov est

HE+ L0, F — 520,,E =0, ()
OF + 10, B~ 520,,F = -5 F.
on incorpore €9 E + O(e?) = —o F dans la 1ére équation de (4) pour obtenir la limite de
diffusion 1 A
OE — =030 E — == 8,0 F = 0.
o 2e

Le schéma ne capture pas la limite de diffusion.
L'équation modifiée associée au schéma de Gosse-Toscani est

6tE+]\JlaxF—]\J%(’J)ME:O, 5)
OF + M10yE — MGE0 F = —M 5 F.

£

on incorpore MeOzE + O(e?) = —MoF dans la 2éme équation de (5)

1-M
Ozl =10

M
O — —Opz B —
o

Le schéma capture la limite de diffusion Ve (idem pour Jin-Levermore).
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Notations pour les volumes finis classiques

m Extension du schéma de Jin-Levermore en 2D

m Notations pour la formulation de volumes finis aux arétes.
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Notations pour les volumes finis classiques

m Extension du schéma de Jin-Levermore en 2D

m Notations pour la formulation de volumes finis aux arétes.

Notations

® I et njy sont la longueur et la normale associées a I'aréte 0 y,.
B zk ljknjk =0.

m (Fji,n ) et Ej; sont les flux associés a I'aréte 9Qjy,.
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Extension 2D : difficultés

m Meéthode de Jin-Levermore : modifier les flux upwind en introduisant les états
stationnaires. L’approximation du ler ordre de Taylor donne

{ E(xj) ~ E(x;j1) + (X5 — X5, VE(X;1)),
E(xg) ~ E(xjk) + (XK — Xjk, VE(Xj1))-
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Extension 2D : difficultés

m Méthode de Jin-Levermore : modifier les flux upwind en introduisant les états
stationnaires. L’approximation du ler ordre de Taylor donne

{ E(xj) ~ B(xjx) — Z(x; — Xjk, F(x1)),
BE(xk) ~ E(xjk) — ¢ (%k — Xjk: F(xk))-
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Extension 2D : difficultés

m Méthode de Jin-Levermore : modifier les flux upwind en introduisant les états
stationnaires. L’approximation du ler ordre de Taylor

Equivalent discret
(Fjk, X5 — Xjk),
(Fjk, Xk — Xjk)-

Soutenance | PAGE 10/31



Extension 2D : difficultés

m Méthode de Jin-Levermore : modifier les flux upwind en introduisant les états
stationnaires. L’approximation du ler ordre de Taylor

Equivalent discret

Qm

Ej ~ Eji — ¢ (Fjk, %5 — Xji),
By ~ Eji — Z(Fjg, Xp — Xjk)-
En incorporant ces relations dans les flux :

{ (Fj,n;i) + Ej = (Fjg,n5,) + Ejg,
(Fr,njx) — Ex = (Fjk, njr) — Ej.
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Extension 2D : difficultés

m Meéthode de Jin-Levermore : modifier les flux upwind en introduisant les états
stationnaires. L'approximation du ler ordre de Taylor

Equivalent discret
{ Ej ~ Ej. — 2(Fjk, Xj — Xjk),
Ey ~ Eji — T (Fjk, Xk — Xjk)-
En incorporant ces relations dans les flux on obtient :
{ (Fjynyx) + Ej = (Fjg,njx) + Ejp — Z(Fj, (x5 — Xj1))s
(Fr,nyx) — Ex = (Fjp,ny,) — Eji + Z(Fjp, (xk — Xj8))-
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Extension 2D : difficultés

m Meéthode de Jin-Levermore : modifier les flux upwind en introduisant les états
stationnaires. L'approximation du ler ordre de Taylor

Equivalent discret

{ Ej ~ Ej. — 2(Fjk, Xj — Xjk),
Ey ~ Eji — T (Fjk, Xk — Xjk)-

En incorporant ces relations dans les flux on obtient :

{ (Fjynyx) + Ej = (Fjg,njx) + Ejp — Z(Fj, (x5 — Xj1))s
(Fr,nyx) — Ex = (Fjp,ny,) — Eji + Z(Fjp, (xk — Xj8))-

m Hypothése géométrique pour obtenir les flux.

m Hypothése : Le maillage satisfait I'hypothése de Delaunay, donc :

(%K — %5) = djenjp et (Xjk — Xp) = —dpjnj.
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Extension 2D : difficultés

m Meéthode de Jin-Levermore : modifier les flux upwind en introduisant les états
stationnaires. L'approximation du ler ordre de Taylor

Equivalent discret

E ~ E]k (ijax] x]k)
Ek ~ Ej — *(Fﬂm k — Xjk)-
En incorporant ces relations dans les flux on obtient :

{ (Fjynyx) + Ej = (Fjg,njx) + Ejp — Z(Fj, (x5 — Xj1))s
(Fr,njx) — B = (Fjg,njx) — Ej + 2 (Fjk, (xk — x51))-

m Hypothése géométrique pour obtenir les flux.

m Hypothése : Le maillage satisfait I'hypothése de Delaunay, donc :

(%5, — xj) = djrnjk et (Xjr — Xg) = —dg k.
Limite asymptotique du schéma Jin-Levermore : schéma treéfle

| Q| 8:E;(t) — ij

x]:xk)
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nce du schéma tréfle

B Le schéma tréfle ne converge pas sur maillages vraiment déformés
Cas test : E(t,x) = G(x) avec G une Gaussienne, temps final ¢t;=0.010.

m Résultats de convergence sur maillages Cartésien et aléatoire.

Maillage Cartésien Maillage aléatoire
1 T 2l 1 T
Norme L1 1 Norme L1
. Norme L2 — NormelL2 -———--
01 s heeeee g : h
01
) 1 &
= 0.01 - 4=
© ]
E E 0.01 F 4
3 I
9 o001 | 47
o [
o o
1 0.001 | B E
0.0001 | 4
12-05 M| L 0.0001 ' M| PN
10 100 10( 1 10 100
Erreur Erreur
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nce du schéma tréfle

B Le schéma tréfle ne converge pas sur maillages vraiment déformés
Cas test : E(t,x) = G(x) avec G une Gaussienne, temps final ¢t;=0.010.

m Résultats de convergence sur maillages Cartésien et aléatoire.

Maillage Cartésien Maillage aléatoire
1 T 2l 1 T
Norme L1 1 Norme L1
. Norme L2 — NormelL2 -———--
01 s heeeee g : h
01
) 1 &
= 0.01 - 4=
© ]
E E 0.01 F 4
3 I
9 o001 | 47
o [
o o
1 0.001 | B E
0.0001 | 4
12-05 M| L 0.0001 ' M| L
10 100 10( 1 10 100
Erreur Erreur

m Le schéma de Jin-Levermore 2D n'est pas convergent en régime de diffusion.
m A notre connaissance il n'existe pas de schéma AP convergent sur maillages non structurés.
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Principe de construction et notations

Idée :

Utiliser une formulation aux noeuds des méthodes de volumes finis introduite en hydrodynamique
Lagrangienne, discrétiser I'équation des ondes et coupler avec la méthode de Jin-Levermore.
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Principe de construction et notations

-

Idée :
Utiliser une formulation aux noeuds des méthodes de volumes finis introduite en hydrodynamique
Lagrangienne, discrétiser I'équation des ondes et coupler avec la méthode de Jin-Levermore.

m Notations associées aux volumes finis aux noeuds
Notations

_( —Yr-1+Yrt1
= Ly, = (),

> irnge =32, Ljrnyr = 0.
m F, et Enj, sont les flux associés aux noeuds X..
® V; volume de contrdle autour du noeud X;.. Soutenance | PAGE 12/31



Schémas AP aux noeuds

Schémas AP aux noeuds
1
|25 | 0:E5(t) + - > e (Fr,mjr) =0,
T
1
| €25 | 0:F;(t) + - D lirEnj =S,
™
m Solveur nodal classique :

Enj, — ljrEjnjr = aj(Fj — Fy),

Z En;,. =0,
J

with aj7- = lj,.an Q@ njp.
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Schémas AP aux noeuds

Schémas AP aux noeuds
1
|25 | 0:E5(t) + - > e (Fr,mjr) =0,
T
1
| €25 | 0:F;(t) + - D lirEnj =S,
™
m Solveur nodal classique :

Enj, — ljrEjnjr = aj(Fj — Fy),

Z En;,. =0,
J
with aj7- = lj,.an Q@ njp.

m Solveur nodal modifié en incorporant VE = —%F dans les flux :
Enj, — ljrEjnjr = &, (Fj = Fr),

Za]’r F, = lerEjan + Zaerj'
J j j
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Schémas AP aux noeuds

Schémas AP aux noeuds

1
| Q5 | 0:E;(t) + - ler(anjr) =0,

1
|95 | 8:F;(2) + — > lirEnj. =S;.

Solveur nodal classique :
Enj, — ljrEjngr = a;jr(Fj — Fy),

Z Enj,n = 07
J

with ajr = lel‘le ® njp.

Solveur nodal modifié en incorporant VE = —%F dans les flux :

En]-,n - l]-rEjnjr = ajr(Fj - Fr) - %ﬂjTF“

D e+ g > B | Br = L Ejnge + > a;,Fj,
i i i i

avec Bj'r = lj,,nj,‘ X (Xr,. — Xj).
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Schémas AP aux noeuds

Schémas AP aux noeuds
1
|25 | 8:E;(2) + — > 4e(Fr,nje) =0,

1
|25 | 9:F;(2) + — D lirEnj =S,
r

m Solveur nodal classique :
El’ljr - lerjnjr = aJT(F] - FT-),

> Enj, =0,
J

with ajr = ljrlljr ® nj,.

B Solveur nodal modifié en incorporant VE = f%F dans les flux :

Enjr — leE'jnjr = ajr(Fj — Fr) — %gerr’
~ g ~ ~
Zajr+ gzﬁjr Fr :lerEjnjr+Zaerjz
J J J J

avec B = ljrmjr © (X — ;).
m Terme source : (1) S; = — % [ | F;, (2) S, =~ %5 G, F,
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Discrétisations temporelles

m En 1D, le schéma avec le terme source (1) est égal au schéma Jin-Levermore,
m le schéma avec le terme source (2) est égal au schéma Gosse-Toscani.
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Discrétisations temporelles

m En 1D, le schéma avec le terme source (1) est égal au schéma Jin-Levermore,
m le schéma avec le terme source (2) est égal au schéma Gosse-Toscani.
m Reformulation du schéma avec le terme source (2) et implicitation du terme source :

n+1 En

Q.
12—

+ - Zl]r(]\L F'r‘:ngr) =0,
n+1

F F" ~ T n+1
@y | L——L 4 = E:Enﬂ_fg > @ (Ia— M) | F3H.

r

avec =N
{ Enjr — lerjnjr = aj7.M',-(Fj — F,«)7

(Zj ajr) Fr=23lrEnjr +32;a;rF

M, = Zajr + g Zgjr Zaj'f
j i /
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Discrétisations temporelles

m En 1D, le schéma avec le terme source (1) est égal au schéma Jin-Levermore,
m le schéma avec le terme source (2) est égal au schéma Gosse-Toscani.
m Reformulation du schéma avec le terme source (2) et implicitation du terme source :

n+1 En

Q.
12—

+ - Zl]r(]\L F'r‘:ngr) =0,
n+1

F F" ~ T n+1
@y | L——L 4 = E:Enﬂ_fg > @ (Ia— M) | F3H.

r

avec =N
{ Enjr — lerjnjr = aj7.M',-(Fj — F,«)7

(Zj ajr) Fr=23lrEnjr +32;a;rF

M, = Zajr + g Zgjr Zaj'f
j i /

B La matrice M, généralise le coefficient M introduit en 1D.
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Discrétisations temporelles

En 1D, le schéma avec le terme source (1) est égal au schéma Jin-Levermore,
le schéma avec le terme source (2) est égal au schéma Gosse-Toscani.
Reformulation du schéma avec le terme source (2) et implicitation du terme source :

n+1 En

Q.
12—

+ - Zl]r(]\L F'r‘:ngr) =0,
n+1

F F" ~ T n+1
@y | L——L 4 = E:Enﬂ_fg > @ (Ia— M) | F3H.

avec =N
Enjr — lerjnjr = aj7.M',-(Fj — F,«)7
(Zj ajr) Fr=23lrEnjr +32;a;rF

M, = Zajr + g Zgjr Zaj'f
j i /

La matrice M, généralise le coefficient M introduit en 1D.

Le schéma semi-implicite est stable sous condition CFL indépendante de &
(numériquement).

Le schéma implicite est inconditionnellement stable. Soutenance | PAGE 14/31



Limite de diffusion

Schéma limite de diffusion :
| Q| 8:E;(t) = > Lir(Fr,n5r) =0,
oA Fr = lerErjnjr, Ar = = lirnjr ® (% — x;).
J J
m A, inversible sous condition de maillages. Condition suffisante pour des maillages

triangulaires : tous les angles > 12°.
m On définit les erreurs numériques :
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Limite de diffusion

Schéma limite de diffusion :
| Q| 8:E;(t Zlﬂ F,,n;.) =0,
oA F, = lerEjnjr, Ar = = lirnjr ® (% — x;).
J J
m A, inversible sous condition de maillages. Condition suffisante pour des maillages

triangulaires : tous les angles > 12°.
m On définit les erreurs numériques :

e 172 0)= Z |95 | (B5(t) — E(x;,1))%.

80 o= | S 1V (F0(0) = VB, )

Si E(t) € W3 et la matrice AS satisfait A5 > oV, avec « une constante alors le schéma
semi-discret de diffusion est convergent V1" > 0 avec I'estimation :

[l e(®) ||L2(Q) + [ £(2) |IL2([O,t]><Q)S C(T)h. Soutenance | PAGE 15/31



Preuve de convergence du schéma de diffusion

m On définit les erreurs de consistance
aj(t) = atE(t,Xj) - ﬁ Zr ljr (VE(t,Xr), an) s
by(t) = 1= (ATVE(t,xT) -3, LBt xj)nﬂ) .
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Preuve de convergence du schéma de diffusion

m On définit les erreurs de consistance
aj(t) = atE(t,Xj) - ﬁ Zr ljr (VE(t,XT), an) s
by(t) = 1= (ATVE(t,xT) -3, leE(t,xj)an) .

Il existe une constante C' > 0 telle que les estimations suivantes soit vérifiées

laj| < Ch pour tout j, et |[b.|| < Ch, pour tout r. (7)
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Preuve de convergence du schéma de diffusion

m On définit les erreurs de consistance
aj(t) = atE(t,Xj) - ﬁ Zr ljr (VE(t,Xr), an) s
b(t) = & (AVE(t %) = X, e E(t %))y ) -

Il existe une constante C' > 0 telle que les estimations suivantes soit vérifiées

laj| < Ch pour tout j, et |[b.|| < Ch, pour tout r. (7)
— Pour estimer a;(t) : décomposition de j.nj, en fonction des normales et longueurs

aux arétes et formule de trapéze.
— Pour estimer b,.(t) : développement de Taylor (possible pour notre choix de A,).

Soutenance | PAGE 16/31



Preuve de convergence du schéma de diffusion

m On définit les erreurs de consistance
aj(t) = atE(t,Xj) — ﬁ Zr ljr (VE(t,XT), an) s
br(t) = - (ATVE(t,xT) -y, leE(t,Xj)an) .

Il existe une constante C' > 0 telle que les estimations suivantes soit vérifiées

laj| < Ch pour tout j, et |[|br|| < Ch, pour tout r. (7)

— Pour estimer a;(t) : décomposition de j.nj, en fonction des normales et longueurs
aux arétes et formule de trapéze.

- Pour estimer b, (t) : développement de Taylor (possible pour notre choix de A,.).

m En utilisant I'équation satisfaite par e;(t) et f-(¢) ainsi qu'une inégalité de Young on
obtient

d 1 1
el gy <5 11e(®) 32y =B 11 £0) 32 gy +la(O)] 1+ 5110
(8)

m On conclut a I'aide du Lemme de Grdnwall.
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Preuve de convergence du schéma de diffusion

m On définit les erreurs de consistance
aj(t) = atE(t,Xj) - ﬁ Zr ljr (VE(t,Xr), an) s
b(t) = & (AVE(t %) = X, e E(t %))y ) -

Il existe une constante C' > 0 telle que les estimations suivantes soit vérifiées

laj| < Ch pour tout j, et |[b.|| < Ch, pour tout r. (7)

— Pour estimer a;(t) : décomposition de j.nj, en fonction des normales et longueurs
aux arétes et formule de trapéze.
— Pour estimer b,.(t) : développement de Taylor (possible pour notre choix de A,).
® En utilisant I’équation satisfaite par e;(t) et f(¢) ainsi qu'une inégalité de Young on
obtient d 1
2 2 2
a H e(t) ||L2(Q) < 2 I e(t) ”LZ(Q) +Ch”, (8)

B On conclut a I'aide du Lemme de Grénwall.
L'hypothése || Ay || > &V, se raméne a une hypothése sur le maillage. Sostonnee | PAGE 16/31






Systémes de Friedrichs avec termes sources

B Systémes de Friedrichs avec termes sources
1 1 o
0,U+ -A9,U+ -B9yU =—-—RU, UeR"
€ € €

m A, B, R matrices symétriques et R symétrique positive.
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Systémes de Friedrichs avec termes sources

B Systémes de Friedrichs avec termes sources
1 1 o
0,U+ -A9,U+ -B9yU =—-—RU, UeR"
€ € €

m A, B, R matrices symétriques et R symétrique positive.

Théoréme

On note E; les vecteurs propres de R avec Ker R = vect(E1, ..., E;). On suppose qu'il existe
deux vecteurs particuliers indépendants associés aux valeurs propres A,11, Ap42 de R satisfaisant

AEl = 'ViEerlr Vi € {1p}, (H )
BE; = §;Epy2, Vi € {1..p}, L

alors ((U, Ey), ..., (U,E;)) tend vers V € RP quand ¢ tend vers zéro avec

1 1
oV — K102z V — ——— K39,y V = 0,
Ap+10 Ap+20

et K, Ko des matrices symétriques définies positives.
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Modéles P, et S,

m Modéles S, : (méthode des ordonnées discrétes) obtenus par approximation de |'opérateur
intégrale a 'aide d’une formule de quadrature.

m Propriétés du modéles S;, : A, B matrices diagonales, dim Ker R = 1 et R symétrique
positive
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Modéles P, et S,

Modéles S, : (méthode des ordonnées discrétes) obtenus par approximation de I'opérateur
intégrale a 'aide d’une formule de quadrature.

Propriétés du modéles S,, : A, B matrices diagonales, dim Ker R = 1 et R symétrique
positive

Modéles P, : obtenus par projection de I’équation de transport sur les harmoniques
sphériques.

Propriétés du modéles P,, : systéme symétrisable, R matrice diagonale définie par R11 =0
et Ri; =1 (’L 75 0).
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Modéles P, et S,

m Modéles S, : (méthode des ordonnées discrétes) obtenus par approximation de |'opérateur
intégrale a 'aide d’une formule de quadrature.

m Propriétés du modéles S;, : A, B matrices diagonales, dim Ker R = 1 et R symétrique
positive

m Modéles P, : obtenus par projection de I'équation de transport sur les harmoniques
sphériques.

m Propriétés du modéles P, : systéme symétrisable, R matrice diagonale définie par R1; =0
et Ri; =1 (Z 75 0).

Les modéles P, et S, satisfont |’hypothése de structure (Hy).
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Décomposition des systémes de Friedrichs

Lorsqu’on écrit les modéles P,, ou S, dans la base des vecteurs propres de R, on obtient
1 1 oz
5 € €
avec D diagonale, définie par D11 = 0 et D;; =1 (i # 0). Si I'hypothése (H;) est satisfaite
’ 17 / 1"
A:Pl,m+A,B:P1,y+B7

1" " 1"

avec Ag ; =0, A =0, By, =0, B/, =0.

i

B Les matrices Py ;, P14 sont les matrices associées au modéle P;.
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Décomposition des systémes de Friedrichs

Lorsqu’on écrit les modéles P,, ou S, dans la base des vecteurs propres de R, on obtient
1 1 oz
5 € €
avec D diagonale, définie par D11 = 0 et D;; =1 (i # 0). Si I'hypothése (H;) est satisfaite

’ " ’ "
A :Pl,a:+A . B :Pl,y+B )

1" " 1"

avec Ag,j =0, Ai,O =0, BO,j =0, Bi,0 =0.

B Les matrices Py ;, P14 sont les matrices associées au modéle P;.

m Conclusion : Les modéles P, et S), peuvent étre décomposés entre le modéle P; et un
systéme qui n’intervient pas en régime de diffusion.

m Méthode numérique (micro-macro décomposition ?) : Diagonalisation du systéme,
décomposition du systéme, discrétisation du modéle P; avec un schéma AP et |'autre
systéme avec un schéma classique.

Soutenance | PAGE 19/31



Algorithme final

= On considére le systéme : 9;U 4 14,0, U + 1 4,0,U = — % RU.
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Algorithme final

= On considére le systéme : 9;U 4 14,0, U + 1 4,0,U = — % RU.

— Etape 1 : On écrit le systéme dans la base de R pour obtenir
1 1
BV + - A0V + ~A30,V = — 2DV, (10)
€ € €

avec V = Q'U, A} = Q' A1Q et A, = Q' A2Q.
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Algorithme final

= On considére le systéme : 9;U 4 14,0, U + 1 4,0,U = — % RU.

— Etape 1 : On écrit le systéme dans la base de R pour obtenir
1 1
BV + - A0V + ~A30,V = — 2DV, (10)
€ € €

avec V = Q'U, A} = Q'A1Q et A, = Q' AQ.
— Etape 2 : On décompose le systéme diagonalisé (10). On obtient

1 1 " "
OV 4~ (P1p0aV + Prydy V) + (Al 8.V + A, ayv) = _;LZDV. (11)
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Algorithme final

= On considére le systéme : 9;U 4 14,0, U + 1 4,0,U = — % RU.

— Etape 1 : On écrit le systéme dans la base de R pour obtenir
1 1
BV + - A0V + ~A30,V = — 2DV, (10)
€ € €

avec V = Q'U, A} = Q'A1Q et A, = Q' AQ.
— Etape 2 : On décompose le systéme diagonalisé (10). On obtient

1 1 " "
OV 4~ (P1p0aV + Prydy V) + (Al 8.V + A, ayv) = _;LZDV. (11)

— Etape 3 : Le systéme (12) est discrétisé avec un schéma AP :

1 ,
OV + = (PLodaV + Py, V) = — 2 D'V, (12)
g &€

’

avec D’ définie par D/22 = Dés =1let Dii¢22 i3s3 = 0.
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Algorithme final

= On considére le systéme : 9;U 4 14,0, U + 1 4,0,U = — % RU.
— Etape 1 : On écrit le systéme dans la base de R pour obtenir

1 1
BV + - A0V + ~A30,V = — 2DV, (10)
g 13 15

avec V = Q'U, A} = Q'A1Q et A, = Q' AQ.
— Etape 2 : On décompose le systéme diagonalisé (10). On obtient

1 1 " "
OV 4~ (P1p0aV + Prydy V) + (Al 8.V + A, ayv) = _;LZDV. (11)

— Etape 3 : Le systéme (12) est discrétisé avec un schéma AP :

1 e ’
8tv + g (Pl,zazv + Pl,yayv) = —§D V, (12)
avec D’ définie par D;Q = Dés =1let D;i;&QQ i3s3 = 0.
— Etape 4 : Le systéme (13) est discrétisé avec un schéma classique (upwind,
Rusanov) :

1 1" 1" 1"
OV + - (A1 8.V + Al ayv) =-2p"v, (13)
€ €

avec D définie par D), = Dy, = Dy, =0 et D, =14 > 4.
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Modéle M;

® Le modéle 3 deux moments non linéaire M, est :

{ OE+L1divF =0

PN 14
OF + 1V(P) = —%F, (14)

avec E I'énergie, F le flux et

~ 1 ~ fef
P =5 (0Tt Gx0) - D75 ) Be R
. . 3 4 4f2
la pression. On définit f = fiLal) et y(fl= ——m—+ ——.
P £ et x(® 54 2v/4 — 3f2
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Modéle M;

® Le modéle 3 deux moments non linéaire M, est :

HE+ LdivF =0
OF + 1V(P) = —%F,

avec E I'énergie, F le flux et

.1 - fof
P =5 (0Tt Gx0) - D75 ) Be R
. . 3+ 4f?
la pression. On définit f = fiLal) et y(fl= ——m—+ ——.
P £ et x(® 54 2v/4 — 3f2

Le modéle M, satisfait :
- la diffusion limite, e — 0 : 9:F — div(s%VE) =0, ler outil : schéma AP
- la propriété d’entropie : 9;:S + %div(Q) > 0, 2éme outil : Reformulation
- le principe du maximum : E > 0, ||f|| < 1, comme un systéme de la dynamique des gaz
avec TdS = dE — (U,F) et

_ B ul?) Bx = Df

,u= , =uS
@+ [ul2)? 2 @
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Formulation comme un systéme de la dynamique du gaz

m pour utiliser un schéma aux noeuds Lagrange-projection nécessaire pour obtenir un
schéma limite consistant,
B pour preserver le principe du maximum a I'aide de I'inégalité d'entropie.
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Formulation comme un systéme de la dynamique du gaz

m pour utiliser un schéma aux noeuds Lagrange-projection nécessaire pour obtenir un
schéma limite consistant,
B pour preserver le principe du maximum a I'aide de I'inégalité d'entropie.

1 . 1 o 1
(9tF+gd1v(u®F)+qu= —E—ZF, dep + — dlv(pu) =0,

1 8tpv+ d1v(pu®v)+ Vq———pv
0+E + — div(Fu+ qu) =0, <—

€ O¢pe + — div(pue + qu) = 0,

1 .
0¢S + —div(uS) > 0, Otps + - div(pus) > 0,

€

avec
F=pv le flux, E = pe |'énergie et S = ps |'entropie.

1-— 3x—1 f
qzixE,u: X 2avecf:u
2 2 [Ifll

® Le modéle M7 est mdependant de Ia densité.
B F=ukE+ qu —u® F 4+ qu Soutenance | PAGE 22/31
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Schéma Lagrange+projection

B On utilise un schéma Lagrangien aux noeuds et un schéma d’advection aux noeuds

| Q| 0:F; + = <Zl]7‘(uT7nJT JT> + - ZG]T =—>3 Z/‘ Bjrur,
Q5| Bekj + — (Z ljr(ur,njr)Ejr> +2 > (ur,Gjr) =0.
Les flux Lagrangiens
Gjr = lirging. + 75005 (0 —uy) — Zk, Bﬂun

N o ~
E TirQjr + gk’rﬁjr ur = E ljranjr + E TjrOgrUs.
J J J
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Schéma Lagrange+projection

B On utilise un schéma Lagrangien aux noeuds et un schéma d’advection aux noeuds

| Q| 0:F; + = <Zlgr(ur:ngr ]’I‘>+ ZGJT—*fZL BjrUr,
Q5| Bekj + — (Z ljr(ur,n,-r)Ejr> +2 > (ur,Gjr) =0.
T T
Les flux Lagrangiens
Gjr = ljrgingr + 150050 (u; —ur) — *k B_jfu‘f >
Z”jrajr + gk,.ﬁj,, ur = leranjr ¥ Zf‘jrajruj.
J J J

Z J'r (ur :n]'r)E

B Les flux d'advection sont E;, = 1((ur,njr)>0)Ej + 1((up,n r)<0) Z arn; )] (idem
gr (U, Mg
pour Fj;.).
g 2B, If |2 4B
m Les coefficients sont k, = m et rj, = V3w
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Propriétés

La formulation comme un systéme de la dynamique des gaz donne une équation non
linéaire sur E.

On obtient un schéma limite positif, non linéaire, d’ordre un.

Schéma positif d’ordre deux : ajout d’une procédure MUSCL dans les flux d'advection.
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Propriétés

m La formulation comme un systéme de la dynamique des gaz donne une équation non
linéaire sur E.

m On obtient un schéma limite positif, non linéaire, d’ordre un.

m Schéma positif d’ordre deux : ajout d'une procédure MUSCL dans les flux d'advection.

On suppose E;(t =0),F;(t=0) € Q= {E > 0,[|f|| < 1} alors le schéma semi-discret est
entropique :

8,5, (t) + % (Z zjr(ur,njr)sjr> >0 (15)

et préverse le principe du maximum V¢ > 0.
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Propriétés

m La formulation comme un systéme de la dynamique des gaz donne une équation non
linéaire sur E.

m On obtient un schéma limite positif, non linéaire, d’ordre un.

m Schéma positif d’ordre deux : ajout d'une procédure MUSCL dans les flux d'advection.

On suppose E;(t =0),F;(t=0) € Q= {E > 0,[|f|| < 1} alors le schéma semi-discret est
entropique :

1
8t5j(t) 4F 2 <zr: ljr(ur,njr)Sjr> >0 (15)
et préverse le principe du maximum V¢ > 0.

m Principe de preuve :
— On commence par montrer que le schéma est entropique si Ejr est positif.
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Propriétés

m La formulation comme un systéme de la dynamique des gaz donne une équation non
linéaire sur E.

m On obtient un schéma limite positif, non linéaire, d’ordre un.

m Schéma positif d’ordre deux : ajout d'une procédure MUSCL dans les flux d'advection.

On suppose E;(t =0),F;(t=0) € Q= {E > 0,[|f|| < 1} alors le schéma semi-discret est
entropique :

1
8t5j(t) 4F 2 <zr: ljr(ur,njr)Sjr> >0 (15)
et préverse le principe du maximum V¢ > 0.

m Principe de preuve :

— On commence par montrer que le schéma est entropique si 3, est positif.
B34 (1 ||u||?)
(3+ul]?)?
obtient que E et (1 — ||u||?) sont positifs et bornés sur [0, T[.

— En montrant que u, est bornée et S = est minoré sur [0, 7], on
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Propriétés

m La formulation comme un systéme de la dynamique des gaz donne une équation non
linéaire sur E.

m On obtient un schéma limite positif, non linéaire, d’ordre un.

m Schéma positif d’ordre deux : ajout d'une procédure MUSCL dans les flux d'advection.

On suppose E;(t =0),F;(t=0) € Q= {E > 0,[|f|| < 1} alors le schéma semi-discret est
entropique :

1
8t5j(t) 4F 2 <zr: ljr(ur,njr)Sjr> >0 (15)
et préverse le principe du maximum V¢ > 0.

m Principe de preuve :

— On commence par montrer que le schéma est entropique si Ejr est positif.
B3 (1| Ju||?)
(3+ul]?)?

obtient que E et (1 — ||u||?) sont positifs et bornés sur [0, T[.
En utilisant des résultats classiques des systémes dynamiques on obtient le résultat
VT > 0.

— En montrant que u, est bornée et S = est minoré sur [0, 7], on
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— On commence par montrer que le schéma est entropique si Ejr est positif.
B3 (1| Ju||?)
(3+ul]?)?

obtient que E et (1 — ||u||?) sont positifs et bornés sur [0, T[.
En utilisant des résultats classiques des systémes dynamiques on obtient le résultat
VT > 0.

m Remarque :On a définit un tenseur 3;,. positif sur les maillages testés. oo | PAGE 2651

— En montrant que u, est bornée et S = est minoré sur [0, 7], on
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Résultats numériques pour le modéle P;

m En régime de transport (¢ = 1 et 0 = O(1)), le schéma converge avec le premier ordre.
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Résultats numériques pour le modéle P;

m En régime de transport (¢ = 1 et 0 = O(1)), le schéma converge avec le premier ordre.

m Régime de diffusion : les données sont E(0,x) = G(x) avec G(x) une Gaussienne,
F0,x)=0eto=1.

[ Maillages/ [e=103]e=10""1]e=10F%]ec=10"
Cartésien 60-120 mailles 1.8 2 2. 2.
Cartésien 80-160 mailles 1.75 1.97 2 2
Cartésien 120-240 mailles 1.7 1.95 2 2

Aléa. quad. 60-120 mailles 1.83 2. 2 2
Aléa. quad. 80-160 mailles 1.96 2.2 2.2 2.2
Aléa. quad. 120-240 mailles 1.73 1.92 2 2
Kershaw 60-120 mailles 2 2.1 2.1 2.1
Kershaw 80-160 mailles 1.87 1.97 2 2
Kershaw 120-240 mailles 1.83 1.97 2 2
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Résultats numériques pour le modéle P;

m En régime de transport (¢ = 1 et 0 = O(1)), le schéma converge avec le premier ordre.

m Régime de diffusion : les données sont E(0,x) = G(x) avec G(x) une Gaussienne,
F0,x)=0eto=1.

[ Maillages/ [e=103]e=10""1]e=10F%]ec=10"
Cartésien 60-120 mailles 1.8 2 2. 2.
Cartésien 80-160 mailles 1.75 1.97 2 2
Cartésien 120-240 mailles 1.7 1.95 2 2

Aléa. quad. 60-120 mailles 1.83 2. 2 2
Aléa. quad. 80-160 mailles 1.96 2.2 2.2 2.2
Aléa. quad. 120-240 mailles 1.73 1.92 2 2
Kershaw 60-120 mailles 2 2.1 2.1 2.1
Kershaw 80-160 mailles 1.87 1.97 2 2
Kershaw 120-240 mailles 1.83 1.97 2 2

B Le schéma converge aussi sur maillages triangulaires avec un ordre entre 1 et 2.

m L'erreur entre la solution de diffusion et la solution du modéle P; est homogéne a O(e).
Az

m Pour = O(1) I'ordre décroit. On compare la solution numérique du modéle P; et la
solution exacte de diffusion.
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'Cea Schéma AP vs Schéma non AP

m On utilise le précédent cas test avec £ = 0.001. Les résultats des schémas hyperboliques
sont calculés sur maillage de Kershaw.

Solution de diffusion Schéma non-AP
2 8 2 5
7 4
6 3
15 5 , 15 f
. 0
1 ? 1 ;
o 3
05 — 05
0 )
0 05 1 15 2 0 05 1 1.5 2
Schéma AP aux arétes Schéma aux noeuds
2 8 2 7
7 6
6 5
15 5 15 4
; 3
1 2 1 2
1 1
0 o

05

Soutenance | PAGE 27/31



Résultats numériques sur les systémes de Friedrichs

m Régime de diffusion : cas test précédent.
[ Maillages/ e T e=10"3 [ e=10"" |

[ Maillages/ e [ e=10"3 [ e=10"" |

Cartésien 1.8 1.95 Cartésien 1.80 1.95
Aléa. quad. 1.85 2 Aléa. quad. 1.85 2
Triang. reg. 1.9 2 Triang. reg. 1.9 2
Aléa. triang. 1.35 1.35 Aléa. triang. 1.35 1.35

Kershaw 1.85 1.95 Kershaw 1.85 1.95

TABLE: Ordre de convergence. Modéle P; TABLE: Ordre de convergence. Modéle So
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Résultats numériques sur les systémes de Friedrichs

m Régime de diffusion : cas test précédent.

[ Maillages/ e [ e=10"3[e=10""] [ Maillages/e [[e=10"3 [ e=10"" |
Cartésien 1.8 1.95 Cartésien 1.80 1.95
Aléa. quad. 1.85 2 Aléa. quad. 1.85 2
Triang. reg. 1.9 2 Triang. reg. 1.9 2
Aléa. triang. 1.35 1.35 Aléa. triang. 1.35 1.35
Kershaw 1.85 1.95 Kershaw 1.85 1.95

TABLE: Ordre de convergence. Modéle P; TABLE: Ordre de convergence. Modéle So

m Cas test de transport : solution fondamentale
Solution fondamentale du modéle P;  Solution fondamentale du modéle So

25

2
15
1
05
o
-05
-1
0 05 1 15 2

1 %
80
70
08 60
50
40
06 30
20
10
04 0

02

0
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Résultats numériques pour le schéma limite de diffusion du

modéle M,

m Cas test de diffusion : les données sont E(0,x) = G(x) avec G(x) une Gaussienne et
o = 1. Le temps final est Ty = 0.011.

[ Schémas || NL | Trefle i Linéaire | M ]
Maillages ordre | E; >0 || ordre | E; >0 || ordre | E; >0 || ordre | E; >0
Cartésien 1.92 oui 2 oui 2 oui 1.98 oui
Aléa. quad 1.9 oui 0.31 oui 1.98 non 2. oui
Régu. tri. 2.23 oui 2 oui 2. oui 2.05 oui
Aléa. tri. 2.16 oui 0.96 oui 1.32 non 1.94 oui
Kershaw 1.93 oui 0 oui 2 non 1.9 oui

TABLE: Ordre de convergence. NL correspond au schéma limite du schéma M. M;
correspond au schéma aux noeuds pour Mj avec € = 1073,
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Résultats numériques pour le schéma limite de diffusion du

modéle M,

m Cas test de diffusion : les données sont E(0,x) = G(x) avec G(x) une Gaussienne et
o = 1. Le temps final est Ty = 0.011.

[ Schémas || NL | Trefle i Linéaire | M ]
Maillages ordre | E; >0 || ordre | E; >0 || ordre | E; >0 || ordre | E; >0
Cartésien 1.92 oui 2 oui 2 oui 1.98 oui
Aléa. quad 1.9 oui 0.31 oui 1.98 non 2. oui
Régu. tri. 2.23 oui 2 oui 2. oui 2.05 oui
Aléa. tri. 2.16 oui 0.96 oui 1.32 non 1.94 oui
Kershaw 1.93 oui 0 oui 2 non 1.9 oui

TABLE: Ordre de convergence. NL correspond au schéma limite du schéma M. M;
correspond au schéma aux noeuds pour Mj avec € = 1073,

B Principe du maximum discret : les données sont o = 0, F(0,x) = F(0,%) = 1|9 4.0.6)2 €t
Fy(0,x) = 0. La solution est E(¢,x) = Fo(t,X) = 19 444.0.6442 €t Fy(t,x) =0.

Maillages | ordre | E; >0 | || 5 |I<1
Cartésien 0.5 oui oui
Aléa. quad 0.5 oui oui
Kershaw 0.49 oui oui

TABLE: Ordre approximatif de convergence. Soutenance | PAGE 20/31






CQa Conclusions

Principales contributions :

- Construction et analyse numérique (convergence, stabilité) de schémas AP pour le modéle
Py, valides sur maillages non structurés [1]-[2].

- Construction de discrétisations AP pour les modéles S, et P, [3].

- Construction d'un schéma AP, entropique et préservant le principe du maximum pour le
modéle M, basé sur un schéma Lagrange+projection [4].

- Validation a l'aide de cas test classiques sur maillages non structurés divers.

Publications
C. Buet, B. Després, E. Franck Design of asymptotic preserving schemes fore hyperbolic heat equation on unstructured

meshes. Numerish Mathematik, En ligne.

E. Franck, P. Hoch, G. Samba, P. Navarro An asymptotic preserving scheme for Py model using classical diffusion
schemes on unstructured polygonal meshes. ESAIM : Proceedings.

C. Buet, B. Després, E. Franck AP schemes for Friedrichs systems with stiff relaxation on unstructured meshes.
Applications to the angular discretization in transport. En rédaction.

C. Buet, B. Després, E. Franck An asymptotic preserving scheme with the maximum principle for the M1 model on
distorted meshes . Note Cras 2012.
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Travaux en cours et perspectives

Travaux en cours

- Construction de schémas AP positif pour les modéles Sy, sur maillages non structurés en
couplant une formulation pair-impair avec un schéma de diffusion non linéaire.

- La discrétisation sur grilles 1D non uniformes est finie. Reste I'extension 2D.

- Schémas AP, well-balanced et positifs pour les équations d'Euler et de Saint Venant avec
friction et gravité en utilisant une approche Lagrange+projection.

Soutenance | PAGE 31/31



Travaux en cours et perspectives

Travaux en cours

- Construction de schémas AP positif pour les modéles Sy, sur maillages non structurés en
couplant une formulation pair-impair avec un schéma de diffusion non linéaire.

- La discrétisation sur grilles 1D non uniformes est finie. Reste I'extension 2D.

- Schémas AP, well-balanced et positifs pour les équations d'Euler et de Saint Venant avec
friction et gravité en utilisant une approche Lagrange+projection.

Perspectives

- Preuve de convergence uniforme en € du schéma aux noeuds pour le modéle P; (avec C.
Buet, B. Després).

- Extension des schémas AP aux noeuds sur maillages coniques (P. Hoch, G. Samba).

- Extension aux modéles multi-groupes (C. Buet, B. Després, T. Leroy).
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