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Contexte physique initial et objectifs

® Fusion par Confinement Inertiel : porter un mélange gazeux aux conditions
e o - s cboates d’allumage thermonucléaire en utilisant un ensemble de faisceaux laser.

® Hydrodynamique Radiative : interaction entre les équations d'Euler
bi-températures et une équation de transport pour le rayonnement.
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Fusion par Confinement Inertiel : porter un mélange gazeux aux conditions
d’allumage thermonucléaire en utilisant un ensemble de faisceaux laser.

Hydrodynamique Radiative : interaction entre les équations d’Euler
bi-températures et une équation de transport pour le rayonnement.

Equation de transport mono-groupe : Soit f(x,R,t) > 0 la fonction de
distribution associée aux particules (photons ou neutrons) situées en x, de
direction €. On considére une équation de la forme :

Introduction

OeF(x, Q,t) + QVF(x,Q,t) = a/ (F(x, Q' t) — £(x,Q,1))dQ’.
S2

Pour t >> 1 et 0 >> 1, cette équation, tend vers une équation de
diffusion sur le premier moment de f

1
9E(t,x) — div(ZVE(t,x)) = 0,
g
avec E(t,x) = / F(t,x, 2)dQ et F(t,x) :/ QF (£, %, 2)dQ.
Q Q
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Ce:) ® Modeles simplifiés : de type hyperbolique admettant la méme limite de
diffusion et dépendant que des variables spatiales.

® Modeles simplifiés :
modeles P, : développement de I'équation de transport sur une base
d’harmoniques sphériques.
modeles Sy, : on discrétise en vitesse I'équation (ordonnées discretes).
modeles M, : modeéles P, non linéaire, fermés en minimisant

Introduction I'entropie radiative.

Schémas AP . .
en 1D Ecriture du modeéle P; :
difficultés en 1
2D OtE+ -V.F=0,
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Introduction

Modeles simplifiés : de type hyperbolique admettant la méme limite de
diffusion et dépendant que des variables spatiales.
Modeles simplifiés :
modeles P, : développement de I'équation de transport sur une base
d’harmoniques sphériques.
modeles Sy, : on discrétise en vitesse I'équation (ordonnées discretes).
modeles M, : modeéles P, non linéaire, fermés en minimisant
I'entropie radiative.

Ecriture du modele Py :
1
OtE + -V.F =0,
e

(e

1
OF+ —VE=-2F.
s 3¢ g2

Méthodes numériques adaptées : schémas " asymptotic preserving” de type
volumes finis pour capturer la limite de diffusion.

construction de schémas " asymptotic preserving” pour différents modeles
simplifiés sur maillages généraux issus de I'hydrodynamique Lagrangienne.
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Schémas AP : principe de construction et exemples

C@J Equation de la chaleur hyperbolique :
HE+ L1oF=0 1
’ OtE —0x—0xE =0
{ aF+loE=-5 oo o

® Erreur de consistance du schéma Upwind
pour la premiere équation : O (% + At),

Introducti . 2
eseen pour la seconde équation : O (A?X + Ax + At).
Schémas AP

en 1D, ® Condition CFL de stabilité : At (AI + %) <1.
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Equation de la chaleur hyperbolique :

{8£+1&F:Q

1
OE — 0x—0E =0
aF+loE=-5F % o

® Erreur de consistance du schéma Upwind
pour la premiere équation : O (% + At),
2
pour la seconde équation : O (%‘ + Ax + At).

® Condition CFL de stabilité : At (AIXE + E%) <1

Schéma de Jin-Levermore

® Principe de construction : on introduit |'état stationnaire OxE = —%F du
systeme dans les flux Upwind.

® On écrit les relations

E(x) = E(xj 1) + (4 — %, 1)8xE(x;, 1),
E(xjr1) = E()(j+%) + (41 — ><j+%)3xE(><j+%).
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Equation de la chaleur hyperbolique :

8E+1o.F =0,
0F+LloE=—-5F.

2

1
— OtE — O0x—0OxE =0
o

® Erreur de consistance du schéma Upwind
pour la premiere équation : O (% + At),

pour la seconde équation : O (%‘2 + Ax + At).

® Condition CFL de stabilité : At (AIXE + E%) <1
Schéma de Jin-Levermore

® Principe de construction : on introduit |'état stationnaire OxE = —%F du
systeme dans les flux Upwind.

® On écrit les relations

E(XJ) = E()S+%) - (XJ - j+%)%F(Xj+%)»
E(x+1) = E(x 1) = (g1 = x5, 1) TF (x5, 1)
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Ce:) Equation de la chaleur hyperbolique :

8E+1o.F =0,
OF + Lo E = —5F.

1
— OtE — O0x—0OxE =0
o

® Erreur de consistance du schéma Upwind
pour la premiere équation : O (% + At),

Introduction ) - Ax>
pour la seconde équation : O (T + Ax + At).
Schémas AP

en 1D, ® Condition CFL de stabilité : At ( % ) <1
e . Axe 2 ) =
difficultés en . .
2D Schéma de Jin-Levermore
ehémas AP ® Principe de construction : on introduit |'état stationnaire OxE = —%F du
as . .
pour systeme dans les flux Upwind.
I'équation de ® On écrit les relations
la chaleur
p— . (el
hyperbolique E(xj) = E()(J+%) (x — 11 )ZF(x +1)
Schémas AP E(Xj+1) = E(XJ+%) (XJ+1 _Xj+%)EF( J+§)'
pour des
modeéles L. V. . i )
linéaires issus On injecte I'équivalent discret de ces relations dans les flux upwind
du transport
Résultats FJ + EJ = j+% + E
numeriques F: — E; = F. — E. .
ST N T i
Travaux en

cours Emmanuel Franck — Présentation 7/38
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Equation de la chaleur hyperbolique :

8E+1o.F =0,
0F+LloE=—-5F.

2

1
— OtE — O0x—0OxE =0
o

® Erreur de consistance du schéma Upwind
pour la premiere équation : O (% + At),
2
pour la seconde équation : O (%‘ + Ax + At).

® Condition CFL de stabilité : At (AIXE + E%) <1

Schéma de Jin-Levermore

® Principe de construction : on introduit |'état stationnaire OxE = —%F du

systeme dans les flux Upwind.
® On écrit les relations

E(XJ) = E()S+%) - (XJ - j+%)%F(Xj+%)»
E(xj41) = ECqy 1) = Ogn = x5, 1) TF(,1)-
On obtient
gl
Fi+E=Fiy+E+525F,0,
_ N
Fivr — Eja = F/+% - Ej+% + % Fj+%'
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Equation de la chaleur hyperbolique :
8E+1o.F =0,
O0:F + ZOxE = -5 F.

2

1
— OtE — O0x—0OxE =0
o

® Erreur de consistance du schéma Upwind

pour la premiere équation : O (% + At),

pour la seconde équation : O (%‘2 + Ax + At).
® Condition CFL de stabilité : At( Loy l) <1

Axe 2
Schéma de Jin-Levermore
® Principe de construction : on introduit |'état stationnaire OxE = —%F du
systeme dans les flux Upwind.

E(x) = E(x

+
E(41) = E(x,

) = (5 =X 1) TF0x,1),
1)

- (Xj+1 - Xj+%)%F(Xj+%)'

On obtient

Nl
|
~~
M
+
Nlm
T
=
+
l
|
S| 5
T
i

:
F
J

j+

Nl

2e

avec M = 55555
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® Le schéma de Jin-Levermore s'écrit

ntl_pn n __pn n
i Fa—Fly _ g En=25 48 _
n+ét " 2e Ax 2eAx ) (1)
—F! n _ _gn n =
i AL T L i s SR
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Schémas AP : suite

Le schéma de Jin-Levermore s'écrit

n+l_ pgn n _pn n __ofgn n
Ej EJ + MFj+1 Fia _ MEj+1 2B HE =0
n+%t n n 25:1AX n n 26nAX ’
FT-F Eli—EBl.  FlLa—2F AL, + o Fn =
At 2eAx 2eAx g2 j —
avec M = —25
T 2e+0Ax”

Erreur de consistance du schéma de Jin-Levermore :
pour la premiere équation : O (AX2 + eAx + At) ,

N Ax?
pour la seconde équation : O [ —— + Ax + At | .
€

Condition CFL de stabilité du schéma explicite : At (zh- + %) < 1.

Condition CFL de stabilité du schéma semi-implicite : At (Ais) <1

1)
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Schémas AP : suite

Schéma de Gosse-Toscani

® Principe du construction : localisation des termes sources aux interfaces ce

qui induit une onde stationnaire, résolution du probléeme de Riemann.

n+l__ pn n _pn n _opn n
g & MFj+1 Fla MEj+1 2B HEL 0
ét 2eAx 2e Ax ’ (2)
F—F fa—Ely g Fa—2F A z
J J -1 _ - o Fn —
At +M 2eAx M 2eAx + M52 FJ =0.
— 2¢
avec M = S loAx"
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C@J Schéma de Gosse-Toscani

® Principe du construction : localisation des termes sources aux interfaces ce
qui induit une onde stationnaire, résolution du probléeme de Riemann.

ntl_pn n
E EJ+MJ+1 F;—l_MEHl 2’5‘*"5—1_0
ét 25A>< 2eAx (2)
TR i —Ef Fla—2F+F o n
a tMSS - M 2 +MZF=0.
Introduction
Schémas AP — 2
oD, avec M S loAx"
difficultés en . P o
oD ® Erreur de consistance du schéma de Gosse-Toscani :
Schémas AP pour la premiére équation : O (sAx + Ax? 4 At),
pour pour la seconde équation :O (Ax + At)

I"équation de
la chaleur
hyperbolique

® Condition CFL du schéma explicite : At( ) <1

Axe

) ® Condition CFL du schéma semi-implicite : At (%) <1
Schémas AP Axe+8x2

pour des 7
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Schéma de Gosse-Toscani

® Principe du construction : localisation des termes sources aux interfaces ce
qui induit une onde stationnaire, résolution du probléeme de Riemann.

ntl_pn n
E Ej M Fla F;—l_MEHl 2’5‘*"5—1_0
%t 25Ax 2eAx (2)
J'n+ 7,_—]_;1 J+1 E J+1 2F} +an71 o Fn
A tM 25Ax -M 25Ax + M?FJ =0.
_ 2¢e
avec M = SeioAx”

® Erreur de consistance du schéma de Gosse-Toscani :
pour la premiére équation : O (sAx + Ax? 4 At),
pour la seconde équation :0 (Ax + At).

® Condition CFL du schéma explicite : At(

Axs) < 1

® Condition CFL du schéma semi-implicite : At (ﬁ) <1
Axe+%

® Remarque : Le schéma de Jin-Levermore (1) avec la discrétisation du terme

1 . . .
source 5(Fj 1o+ Fj_1/>) est égal au schéma de Gosse-Toscani.
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C@J Schéma de Gosse-Toscani

® Principe du construction : localisation des termes sources aux interfaces ce
qui induit une onde stationnaire, résolution du probléeme de Riemann.

ntl_pn n
E EJ+MJ+1 F;—l_MEHl 2’5‘*"5—1_0
ét 25A>< 2eAx (2)
jn+ 7an +M J+1 E - M j+1 —2F} +an—l +Mr¥ Fn 0
At 225 2 20 =49
Introduction eox eax J
Schémas AP — 2
oD, avec M S loAx"
difficultés en . P o
oD ® Erreur de consistance du schéma de Gosse-Toscani :
Schémas AP pour la premiére équation : O (sAx + Ax? 4 At),
pour pour la seconde équation :O (Ax + At)
I'équation de ® Condition CFL du schéma explicite : At( ) <1
la chaleur Axe

hyperbolique

® Condition CFL du schéma semi-implicite : At (ﬁ) <1
Axe+%

Schémas AP

pour des

"?‘Ofk'“ ® Remarque : Le schéma de Jin-Levermore (1) avec la discrétisation du terme
Ineaires I1ssus 1 7 7 .

du transport source §(Fj 12+ F; 1/2) est égal au schéma de Gosse-Toscani.

Résultats ® Remarque : pour les deux schémas, la viscosité numérique donne le schéma
numériques limite sur maillage grossier (2% >> 1).

Travaux en

cours Emmanuel Franck — Présentation 9/38
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Extension 2D : difficultés

® Principe de Jin-Levermore : modifier le schéma Upwind en incorporant les

états stationnaires du systéme. On utilise les formules de Taylor :

{

E(Xj) ~ E(Xjk) + (Xj — Xjk;, VE(Xjk)),
E(xk) = E(xjx) + (x — Xjk, VE(%jx))-
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Extension 2D : difficultés

€= B

® Principe de Jin-Levermore : modifier le schéma Upwind en incorporant les
états stationnaires du systéme. On utilise les formules de Taylor :

{ E(xj) =~ E(xjk) — Z(x; — xjx-F(xjx)),
E(xk) = E(xjx) — 2 (xk — xjk-F(xjx))-
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® Principe de Jin-Levermore : modifier le schéma Upwind en incorporant les
états stationnaires du systéme. On utilise les formules de Taylor :

Equivalent discret

{ Ej ~ Ep — Z (Fji-xj — Xji),
Ek >~ Ejk — %(ij.xk — Xjk)~
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Extension 2D : difficultés

® Principe de Jin-Levermore : modifier le schéma Upwind en incorporant les

états stationnaires du systéme. On utilise les formules de Taylor :

Equivalent discret

On couple ces relations au solveur acoustique classique :

{

{ Ej ~ Ep — Z (Fji-xj — Xji),
Ek >~ Ejk — %(ij.xk — Xjk)~

(Fj-njx) + Ej = (Fjienjx) + Ejis
(Fenj) — Ex = (Fjrenjic) — Eje.
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Extension 2D : difficultés

® Principe de Jin-Levermore : modifier le schéma Upwind en incorporant les

états stationnaires du systéme. On utilise les formules de Taylor :
Equivalent discret
Ej >~ Ejx — Z(Fjk-xj — Xjx),
g
Ek ~ Ejk — ;(ij.xk — Xjk)~
On couple ces relations au solveur acoustique classique :

{ (Fj-njx) + Ej = (Fjnjue) + Eje — (/) (Fjie-(x; — xjx)),
(Fe-nj) — Bk = (Fjx-njx) — Ejx + (0/€)(Fjk-(xk — xjx))-
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® Principe de Jin-Levermore : modifier le schéma Upwind en incorporant les
états stationnaires du systeme. On utilise les formules de Taylor :

Equivalent discret
{ Ej ~ Ej — Z(Fj-xj — Xji),
Ek >~ Ejk — %(ij.xk — Xjk)~
On couple ces relations au solveur acoustique classique :
{ (Fjnk) + Ej = (Fix-np) + Ejx — (0/2)(Fjr-(x; — %)),
en 1D, (Frenji) — Ex = (Fjenji) — Ejie + (0/2) (Fjie- (xkc = %))
difficultés en

2D ® Systeme sous dimensionné dans le cas générale. Pour le résoudre on fait
une hypothése géométrique.

Introduction

Schémas AP

Schémas AP

pour ® Hypotheése : Le maillage satisfait la condition de Delaunay. Alors :
I"équation de _ - _d
la chaleur (xjk = %}) = djnji et (xj — xk) = —dinje.

hyperbolique

Schémas AP
pour des
modeles
linéaires issus
du transport

Résultats
numériques

Travaux en
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Schémas AP
en 1D,
difficultés en
2D

Principe de Jin-Levermore : modifier le schéma Upwind en incorporant les

états stationnaires du systeme. On utilise les formules de Taylor :
Equivalent discret
Ej ~ Ej — Z(Fje-xj — Xjk),
Ey =~ Ejx — T (Fjx-xic — Xjk).
On couple ces relations au solveur acoustique classique :
(Fjnk) + Ej = (Fix-np) + Ejx — (0/2)(Fjr-(x; — %)),
(Fe-nj) — Bk = (Fjx-njx) — Ejx + (0/€)(Fjk-(xk — xjx))-
Systeme sous dimensionné dans le cas générale. Pour le résoudre on fait
une hypothése géométrique.
Hypotheése : Le maillage satisfait la condition de Delaunay. Alors :

(% — %) = dunj et (xjx — xx) = —dijnj.

n+1 En En

)
19| Z,dxﬂ

x)
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Schémas AP
en 1D,
difficultés en
2D

Le schéma limite VF4 du schéma de Jin-Levermore ne converge pas sur

maillages tordus.
Cas test pour le schéma VF4 : on choisit comme

condition initiale la

solution fondamentale de la chaleur au temps initial t=0.001, temps final

tr=0.010
Résultats de convergence sur maillages Cartésien

Maillage Cartésien

et aléatoire.

Maillage aléatoire

1 : 1
Norme L1

T
Norme L1
Norme L2 -
h -

N NormelL2 -
01 F 0 h2 e
01 F
] <)
= 001 | 4=
© ©
E E 0.01 b
3 3
° 0001 - 172
o o
o o
0.001 |
0.0001 F E
1e-05 ! 0.0001
10 100 10 1
Erreur
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Introduction

Schémas s , . .
T Schémas AP pour I'équation de la chaleur hyperbolique
difficultés en

2D

Schémas AP
pour
I'équation de
la chaleur
hyperbolique

Schémas AP
pour des
modeles
linéaires issus
du transport

Résultats
numériques

Travaux en

cours Emmanuel Franck — Présentation 13/38



Notations volumes finis aux noeuds

enarge aromcue - energies atemates

utiliser le schéma nodal “GLACE" construit pour I'équation des ondes et coupler
ce schéma a la méthode de Jin-Levermore.

® On définit les notations pour les formulations volumes finis aux noeuds
Introduction

Schémas AP Notations pour les VF aux nceuds
en 1D, .

difficultés en
2D

Schémas AP
pour
I'équation de
la chaleur
hyperbolique

Schémas AP
pour des
modeles
linéaires issus ® F, et Enj, sont les flux associés au nceud X;.
du transport

® V, le volume de contrdle.
Résultats
numériques

Travaux en

cours : Emmanuel Franck — Présentation 14/38



Construction du schéma aux noeuds

® Schéma AP GLACE nommé JL-(a) :

Schéma GLACE JL-(a)

1
| | () + 2 > i (Fromir) = 0,
r

1 o
Introduction | Qj | 6tFj(t) + g lerE“jr = _87 ‘ Qj | Fj-
r

Schémas AP
en 1D ,

. ° )
difficultés en Solveur nodal de départ :

v En;, — Ejn; = @;(F; — Fr),
Schémas AP E ler“jr =0,

pour ;

I'équation de Y

la chaleur avec ajy = njr Q@ Nj,.

hyperbolique

Schémas AP
pour des
modeles
linéaires issus
du transport

Résultats
numériques

Travaux en

cours : Emmanuel Franck — Présentation 15/38



Construction du schéma aux noeuds

® Schéma AP GLACE nommé JL-(a) :

Schéma GLACE JL-(a)

1
| | () + 2 > i (Fromir) = 0,
r

1 o
Introduction | Q,i | 61‘Fj(t) + g lerEnjr = _87 ‘ Qj | Fj'
r

Schémas AP
en 1D ,

/ ° .
difficultés en Solveur nodal de départ :

2D El’ljr — Ejnj, = aj,(Fj — Fr),
Schémas AP E ler“jr =0,

pour ;

I'équation de Y

la chaleur avec ajr = Njr @ Njr.

hyperbolique ee s RS .

4 ® Solveur nodal modifié : on insére I'état VE = —%F dans les flux
Schémas AP

pour des  Fn. — A L

modeles Enjr EJ“J" - a]’(FJ F’)’

linéaires issus

du transport E /jrajr F, = § Ierjnjr + E /jraerj~
Résultats J j J
numériques

Travaux en

cours : Emmanuel Franck — Présentation 15/38



Construction du schéma aux noeuds

(m ® Schéma AP GLACE nommé JL-(a) :

Schéma GLACE JL-(a)

1
| [ () + = > i (Fromir) = 0,
r

1 o
itroduction |1 0eFj(e) + — D lrBmy = — 5 |2 | F.
r

Schémas AP

en 1D, ® Solveur nodal de départ :

difficultés en _ =

oD Enj, — Ejnj, = aj,(Fj — Fr),
lEn;, =0

Schémas AP Z e ’

pour J

I'équation de avec ajy = Nj Q@ nj,.

la chaleur iee s PR 1z o

hyperbolique ® Solveur nodal modifié : on insére I'état VE = —;F dans les flux

Schémas AP [~ . 73,

pour des EnJ’ - EJnJ’ - aJ’(FJ - Fr) - ;ﬁlrF”

modeles

noaeies o R

I|nea|re5 I1Ssus L, e ) i _ . " P )

du transport § : lir@ljr + - E i Bjr | Fr = E lirEjnj, + E liraj Fj,
J J J Jj

Résultats

numériques avec /Bjr =n;® (xf - xf)'
Travaux en

cours : Emmanuel Franck — Présentation 15/38



Construction du schéma aux noeuds

® Schéma de Gosse-Toscani équivalent au schéma de Jin-Levermore avec le
i i terme source localisé aux interfaces.

® On utilise I'identité :

| QJ |7d = le,nj,@x,.

r
Introduction

Schémas AP
en 1D,
difficultés en
2D

Schémas AP
pour
I'équation de
la chaleur
hyperbolique

Schémas AP
pour des
modeles
linéaires issus
du transport

Résultats
numériques

Travaux en

cours : Emmanuel Franck — Présentation 16/38



Construction du schéma aux noeuds

® Schéma de Gosse-Toscani équivalent au schéma de Jin-Levermore avec le
i i terme source localisé aux interfaces.

® On utilise I'identité :
11Ty = e @ %
r

Introduction

Schémas AP ® Schéma AP GLACE avec le terme source discrétisé aux noeuds nommé
en 1D, JL-(b) :

difficultés en
2D

Schéma GLACE JL-(b)

Schémas AP
pour
I'équation de

1
la chaleur | Qf | a‘:Ej(t) + g Z Ij’(F"nJ") =0,
hyperbolique r

1 o
Schémas AP | QJ | 8tFJ(t) + = Z lernj,— =—> Z Iffnjf ® (xf - xj)Ff'
pour des & r e r
modeles
linéaires issus

® Le flux sont les mémes que pour le schéma précédent.
du transport

Résultats
numériques

Travaux en

cours : Emmanuel Franck — Présentation 16/38



Construction du schéma aux noeuds

G0

® Schéma de Gosse-Toscani équivalent au schéma de Jin-Levermore avec le
i i terme source localisé aux interfaces.

® On utilise I'identité :
| Qj | lg = lernjr ® Xr.
r

Introduction

Schémas AP ® Schéma AP GLACE avec le terme source discrétisé aux noeuds nommé
en 1D, JL-(b) :

difficultés en
2D

Schéma GLACE JL-(b)

Schémas AP
pour
I'équation de

1
la chaleur | Qj | atEJ(t) + g Z Ij’(Fr'nj’) =0,
hyperbolique 1 r P
Schémas AP | QJ | 8tFJ(t) + = Z IJ"EnJ" =—> Z Iffnj’ ® (Xr - xj)F"
pour des & r e r
modeles
linéaires issus

® Le flux sont les mémes que pour le schéma précédent.
du transport

Réeultate ® En 1D le schéma JL-(a) est égal au schéma de Jin-Levermore.
numériques ® En 1D le schéma JL-(b) est égal au schéma de Gosse-Toscani.

Travaux en

cours : Emmanuel Franck — Présentation 16/38



Schéma semi-implicite (technique mais utile)

® On montre que le schéma JL-(b) précédent est égal a

1
| Qj | 61’Ej(t) + ; ler(MrFr-njr) =0,

1
| € | 8:F;(e) + = D lrEny = — (Z e r)> F;.
r
Schlélrjnas AP avec
n 1D, A~
Zifficu\tés en Enj’ - Ejnj’ - aerr(Fj B Fr)’
w (Zj I,-,oc,-,) Fr=22 lirEjnjr + 32 irdicFj

Introduction

Schémas AP —~ R

pour avec ﬁj, =n;, ® (Xr - Xj), ajy = nj, ® nj, et
I'équation de

la chaleur

hyperbolique

~ o > ~
Schémas AP My = Z Ij’ajr + ; Z /j’ﬂj’ Z Ijrajr
pour des J J J

modeles

linéaires issus

du transport

Résultats
numériques

Travaux en

cours : Emmanuel Franck — Présentation 17/38



Schéma semi-implicite (technique mais utile)

€= B

® On montre que le schéma JL-(b) précédent est égal a

n+1 3
6,15
| Qj | P = Ijr(MrFr~njr) =0,
n+
— n+1
) | Q| ——— + E [ Enjy = —— <2 uJ, )) FIe.
Introduction
Schémas AP
en 1D, avec ~
difficultés en Enj, — E-n_,-, = ch,Mr(F' — Fr)7
2D ~
(525 b ) Fr = 52l By + 52 1,
Schémas AP
pour 3 —n: —x) 8. =n: .
I'équation de avec Bjy = njr ® (X — Xj), @jr = Njy @ nj, et
la chaleur
hyperbolique -
. o ~ ~
Schémas AP Mr = g Ijrajr + — E Ijrﬂjr E lj,aj,
pour des j € j j
modeles
linéaires issus
du transport ® On implicite le terme source.
Résultats ® En 1D on retombe sur le schéma semi-implicite de Gosse-Toscani.
numériques ® L’étude en 1D montre que la CFL est indépendante de «.
Travaux en

cours : Emmanuel Franck — Présentation 17/38



Limite de diffusion

Proposition

enarge aromcue - energies atemates

Le schéma limite lorsque ¢ tend vers O :

| Q; | 0:Ej(t) — 32, lir(Frnj) =0,
oAF, =5 1 Emyr,
Introduction Ar=— Ej lirnjr ® (xr — Xj).
Schémas AP
en 1D,

difficultés en
2D

Schémas AP
pour
I'équation de
la chaleur
hyperbolique

Schémas AP
pour des
modeles
linéaires issus
du transport

Résultats
numériques

Travaux en

cours : Emmanuel Franck — Présentation 18/38



Limite de diffusion

Proposition

Le schéma limite lorsque ¢ tend vers O :

1 [ 0:Ei(t) = X2, lir(Frmjr) =0,
oAF, = Ej Ierjnjn
Ar = =37 iy ® (xr — x)).

Introduction

Schémas AP

b I e(t) I720)= > | 21 | (Ei(t) — E(x;, 1)*.
difficultés en 12(Q) - J ) o

2D J

Schémas AP

t
17 o= [, 21 Vol (Fil) = VEG, )2

I'équation de
la chaleur
hyperbolique

Schémas AP Théoreme
pour des
modzles Si il existe une constante « telle que A> > 'V, alors le schéma de diffusion

!:e;"r';ss;fxs semi-discret est convergent pour tout temps T > 0 avec |'estimation :

Résultats

numériques ” E(t) ||L2(Q) + ” f(t) ||L2([O,t]xﬁ)s C( T)h'

Travaux en

cours : Emmanuel Franck — Présentation 18/38



enarge aromcue - energies atemates

Introduction

Schémas 7 N e s ® .

T Schémas AP pour des modeles linéaires issus du transport
difficultés en

2D

Schémas AP
pour
I"équation de
la chaleur
hyperbolique

Schémas AP
pour des
modeles
linéaires issus
du transport

Résultats
numériques

Travaux en

cours Emmanuel Franck — Présentation 19/38



Systemes de Friedrichs avec termes sources raides

Ged

enarge aromcue - energies atemates

® On introduit les systémes de Friedrichs avec un terme source raide.
1 1
Otu+ —A0xu + —Boyu = —gRu, ueR’
€ € g2
® A, B, R symétriques et R positive.

Introduction

Schémas AP
en 1D,
difficultés en
2D

Schémas AP
pour
I"équation de
la chaleur
hyperbolique

Schémas AP
pour des
modeles
linéaires issus
du transport

Résultats
numériques

Travaux en

cours : Emmanuel Franck — Présentation 20/38



Schémas AP
pour des
modeles
linéaires issus
du transport

On introduit les systemes de Friedrichs avec un terme source raide.
1 1 o
dtu+ —Adxu+ —Bdyu=——Ru,ueR"
€ € e?
A, B, R symétriques et R positive.
Soit E; les vecteurs propres de R avec KerR = vect(E;...Ep). On suppose qu'il

existe deux vecteurs propres particuliers de valeurs propres Api1, Apt2. On
suppose en plus une condition de structure :

AE,‘ = "{,‘EP+1, Vi e {].p}7
BE; = 5;Ep+2, Vi e {1..p},

alors ((u, E1), ..., (u, Ep)) converge vers v € RP quand ¢ tend vers zéro avec

1 1
Btv — 7K18XXV _

Kodyyv = 0,
Ao Ao 200V

et Ki, Ky des matrices symétriques positives.

Emmanuel Franck — Présentation
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® Modeles S, : issus de la méthode des ordonnées discretes qui discrétise
I'opérateur de collision a I'aide d'une formule de quadrature.

® Propriétés des modeles S, : matrices de flux diagonales, dimKerR =1, R
diagonalisable et symétrique pour les variables u; = /w;f(;).

Introduction

® w; les poids de quadrature, €2; les vitesses de quadrature et f solution de

Schémas AP I'équation de transport.
en 1D

difficultés en

2D

Schémas AP
pour
I"équation de
la chaleur
hyperbolique

Schémas AP
pour des
modeles
linéaires issus
du transport

Résultats
numériques

Travaux en

cours Emmanuel Franck — Présentation 21/38



Modeles S, : issus de la méthode des ordonnées discrétes qui discrétise

I'opérateur de collision a I'aide d'une formule de quadrature.

Propriétés des modéles S, : matrices de flux diagonales, dimKerR =1, R
diagonalisable et symétrique pour les variables u; = /w;f(;).

w; les poids de quadrature, ; les vitesses de quadrature et f solution de
I'équation de transport.

Modeles P, : modeéles issus de la projection de |'équation de transport sur
la base des harmoniques sphériques.

Propriétés des modeles P, : systéme symétrisable, R définie par Ryj; =0 et

Ri =1 (i #0).

Schémas AP
pour des
modeles
linéaires issus
du transport

Emmanuel Franck — Présentation 21/38



Schémas AP
pour des
modeles
linéaires issus
du transport

Modeles S, : issus de la méthode des ordonnées discrétes qui discrétise

I'opérateur de collision a I'aide d'une formule de quadrature.

Propriétés des modéles S, : matrices de flux diagonales, dimKerR =1, R

diagonalisable et symétrique pour les variables u; = /w;f(;).

w; les poids de quadrature, ; les vitesses de quadrature et f solution de

I'équation de transport.

Modeles P, : modeéles issus de la projection de |'équation de transport sur

la base des harmoniques sphériques.

Propriétés des modeles P, : systéme symétrisable, R définie par Ryj; =0 et

Ri =1 (i #0).

Les modeles P, et S, satisfont les hypotheses de structure précédentes.

Emmanuel Franck — Présentation
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Schémas AP
pour des
modeles
linéaires issus
du transport

Le systeme diagonalisé dans la base de vecteurs propres de R pour les modeles P,
et S, est

1 1
OtV + 7A/8Xv + 7B/8yv = 7%Dv
€ € €

avec D matrice diagonale composée des valeurs propres de R tel que D3 =0 et
Dj; =1 (i # 0). Si I'hypothése de structure est satisfaite alors

’ " ’ "
A=Px+A B =P,+8B,

" " " 17
avec Ao,j =0, Ai,O =0, Bo,j =0, Bi,O =0.

Les matrices P1 x, P1,, sont les matrices du systeme P; a un coefficient
multiplicateur pres.

Emmanuel Franck — Présentation 22/38



Schémas AP
pour des
modeles
linéaires issus
du transport

Le systeme diagonalisé dans la base de vecteurs propres de R pour les modeles P,
et S, est

avec D matrice diagonale composée des valeurs propres de R tel que D3 =0 et
Dj; =1 (i # 0). Si I'hypothése de structure est satisfaite alors

" " " 17
avec Ao,j =0, A,.70 =0, Bo,j =0, Bi,O =0.

1 1
OtV + 7A/8Xv + 7Bl8yv = 7%Dv
€ £ €

’ " ’ "
A=Px+A B =P,+8B,

Les matrices P1 x, P1,, sont les matrices du systeme P; a un coefficient
multiplicateur pres.

Conclusion : les modeles P, et S, peuvent étre scindés entre un systéme
analogue a P; et un systéme qui n'intervient pas en limite de diffusion.

Stratégie numérique : scinder le systeme diagonalisé, discrétiser le systeme
P; a I'aide d'un schéma AP, discrétiser I'autre systeme a I'aide d'un schéma
classique.
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enarge aromcue - energies atemates

Algorithme final

® Algorithme de décomposition
Etape 1 : On diagonalise dans la base de R le systéme

1 1
deu+ ~Adeu + ~Ardyu = — 7 Ru. 3)
€ € &

Introduction

Schémas AP
en 1D,
difficultés en
2D

Schémas AP
pour
I"équation de
la chaleur
hyperbolique

Schémas AP
pour des
modeles
linéaires issus
du transport

Résultats
numériques

Travaux en

cours : Emmanuel Franck — Présentation 23/38



Algorithme final

® Algorithme de décomposition
Etape 1 : On diagonalise dans la base de R le systéme

1 1
deu + ~Adeu + ~Adyu = — 7 Ru. 3)
€ € I

Etape 2 : On décompose le systeme diagonalisé

Introduction 1 1 [
OtV + =A10xv + —A0yv = —— Du (4)
Schémas AP £ £ &
en 1D , ,
difficultés en avec v = Q'u, A; = Q'A1Q et A, = Q'A2Q.
2D

Schémas AP
pour
I"équation de
la chaleur
hyperbolique

Schémas AP
pour des
modeles
linéaires issus
du transport

Résultats
numériques

Travaux en

cours : Emmanuel Franck — Présentation 23/38



enorge atomauo.

€= B

Introduction

Schémas AP
en 1D,
difficultés en
2D

Schémas AP
pour
I"équation de
la chaleur
hyperbolique

Schémas AP
pour des
modeles
linéaires issus
du transport

Résultats
numériques

Travaux en
cours :

Algorithme final

® Algorithme de décomposition
Etape 1 : On diagonalise dans la base de R le systéme

1 1
deu + ~Adeu + ~Adyu = — 7 Ru.
€ € I

Etape 2 : On obtient

3

1 1 1" "
Bevt — (PLxdv + PL,ydyv)+ - (A1 BV + Ay ayv) = -7 Dv. (4)
€ € &

Emmanuel Franck — Présentation
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Introduction

Schémas AP
en 1D
difficultés en
2D

Schémas AP
pour
I"équation de
la chaleur
hyperbolique

Schémas AP
pour des
modeles
linéaires issus
du transport

Résultats
numériques

Travaux en
cours

® Algorithme de décomposition
Etape 1 : On diagonalise dans la base de R le systeme

1 1
Otu+ —A10xu+ —A0,u = f%Ru. 3)
€ € €

Etape 2 : On obtient
1 1 ’ ’
Brv+= (Prxdiv + PLyd )+ = (AY 0w + Ay 9,v) = —ZDv. (4)
€ € €
Etape 3 : Le systéme (5) est discrétisé avec un schéma AP
1 o
Orv + - (P1,x0xv + P1,ydyv) = 6—2D v (5)

avec D' définie par Dy, = Dyy =1 et D, ;:ss.
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® Algorithme de décomposition
Etape 1 : On diagonalise dans la base de R le systeme

1 1
Otu+ —A10xu+ —A0,u = f%Ru. 3)
€ € €

Etape 2 : On obtient

Introduction

1 1 1" "
Bevt — (PLxdv + PL,ydyv)+ - (A1 BV + Ay ayv) = -7 Dv. (4)
€ € e

Schémas AP
en 1D
Jifficultés e c s s ,
E‘UM& ! Etape 3 : Le systeme (5) est discrétisé avec un schéma AP
1 AP 1 o
Scﬁomm AF OV + — (Pl,xaxV + Pl,yayv) = —Dv (5)
pour € 52
I"équation de , , , ,
la chaleur LA _ _
avec D définie par D,, = D, =1 et D, i aa-
hyperbolique ! par Ly 33 122,133
Etape 4 : Le systeme (6) est discrétisé avec un schéma classique
Schémas AP .
pour des (Upwind, Rusanov)
modeles 1
linéaires issus OV + = (A”a V+A”8 V) _ ED”V (6)
du transport t e 15 2y 22
Résultats " Lo "o "o "o "o .
avec D définie par D;; = Dy, = D33 =0etD; =1i>4.

numériques

Travaux en

cours Emmanuel Franck — Présentation 23/38



€= B

Schémas AP
pour des
modeles
linéaires issus
du transport

® Algorithme de décomposition
Etape 1 : On diagonalise dans la base de R le systeme

1 1
Otu+ —A10xu+ —A0,u = f%Ru. 3)
€ € €

Etape 2 : On obtient

1 1 1" "
Bevt — (PLxdv + PL,ydyv)+ - (A1 BV + Ay ayv) = -7 Dv. (4)
€ € e

Etape 3 : Le systéme (5) est discrétisé avec un schéma AP
1 o
Orv + - (P1,x0xv + P1,ydyv) = 8—2D v (5)

avec D' définie par Dy, = Dyy =1 et D, ;:ss.
Etape 4 : Le systéme (6) est discrétisé avec un schéma classique
(Upwind, Rusanov)

1
Bev + = (A’l’axv + A;'ayv> =70y (6)
13 13

avec D" définie par Dj; = Dyy = Dyy =0 et Dy =1i>4.

Etape 5 : on calcule les variables v, puis u™t1.
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G0

enarge aromcue - energies atemates

Introduction

Sché AP 7 )
i Résultats numériques
difficultés en

2D

Schémas AP
pour
I"équation de
la chaleur
hyperbolique

Schémas AP
pour des
modeles
linéaires issus
du transport

Résultats
numériques

Travaux en

cours : Emmanuel Franck — Présentation 24/38



Deux exemples classiques de maillages non structurés.

Maillage aléatoire Maillage Kershaw

NN s
RLTIARANSS s,
T

Ir
RS A
Pha e

Résultats
numériques
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€S9 En régime de transport e = O(1) et 0 = O(1), le schéma converge avec

I'ordre 1.

Régime de diffusion : on choisit comme condition initiale la solution

fondamentale au temps initial t=0.001. Temps final tr = 0.010.

Maillage/ e 103]10%]10°°[ 1077
Cartésien 60-120 mailles 1.8 2 2. 2.
Cartésien 80-160 mailles 1.75 1.97 2 2
Cartésien 120-240 mailles 1.7 1.95 2 2
Aléa. quad. 60-120 mailles 1.83 2. 2 2
Aléa. quad. 80-160 mailles 1.96 2.2 2.2 2.2

Aléa. quad. 120-240 mailles | 1.73 1.92 2 2
Kershaw 60-120 mailles 2 21 2.1 2.1
Kershaw 80-160 mailles 1.87 1.97 2 2
Kershaw 120-240 mailles 1.83 1.97 2 2

Résultats
numériques

Emmanuel Franck — Présentation
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€S9 En régime de transport e = O(1) et 0 = O(1), le schéma converge avec
I'ordre 1.
Régime de diffusion : on choisit comme condition initiale la solution
fondamentale au temps initial t=0.001. Temps final tr = 0.010.

Maillage/ e 103]10%]10°°[ 1077
Cartésien 60-120 mailles 1.8 2 2. 2
Cartésien 80-160 mailles 1.75 1.97 2 2
Cartésien 120-240 mailles 1.7 1.95 2 2
Aléa. quad. 60-120 mailles 1.83 2. 2 2
Aléa. quad. 80-160 mailles 1.96 2.2 2.2 2.2

Aléa. quad. 120-240 mailles | 1.73 1.92 2 2
Kershaw 60-120 mailles 2 21 2.1 2.1
Kershaw 80-160 mailles 1.87 1.97 2 2
Kershaw 120-240 mailles 1.83 1.97 2 2

Le schéma converge aussi sur des maillages triangulaires avec un ordre
compris en 1 et 2.
L'erreur entre la solution de diffusion et celle de I'équation de la chaleur
hyperbolique est en O(¢).
Résultats Pour % = O(1) I'ordre descend car on compare la solution numérique a la
numériques . © . .
solution exact de diffusion.
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Résultats
numériques

Solution de diffusion

2

0
0 05 1 15 2

Schéma Ap non cv

2

05

[ 05 1 15 2

Emmanuel Franck — Présentation
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°

Schéma non AP

,

—
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2

0

bhio-nweu

L ]

On résout le modéle P; avec la solution fondamentale de la chaleur comme
condition initiale et € = 0.001. La solution est la solution de I'équation de
la chaleur a ¢ prés. Maillage de Kershaw.
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du transport
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Travaux en
cours :

Résultat pour le modele P3

® Résultats en régime de diffusion. On reprend le cas test précédent.
® On calcule I'ordre entre des maillages 60-120 et 120-240. Ordre

approximatif :

Maillage/ € 0.001 | 0.0001
Cartésien 1.8 1.95
Aléa. quad. 1.85 2
Triang. reg. 1.9 2
Aléa. trig. 1.35 1.35
Kershaw K=1 1.85 1.95
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Résultat pour le modele P3

® Résultats en régime de diffusion. On reprend le cas test précédent.
® On calcule I'ordre entre des maillages 60-120 et 120-240. Ordre
approximatif :
Maillage/ € 0.001 | 0.0001
Cartésien 1.8 1.95
Aléa. quad. 1.85 2
Triang. reg. 1.9 2
Aléa. trig. 1.35 1.35
Kershaw K=1 1.85 1.95
°

GLACE stabilisé.

Test 2 : calcul numérique de la solution fondamentale de P3 avec le schéma
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28/38



Résultat pour le modele S,

G ® Modele a 4 vitesses : (0,1), (0,-1), (1,0), (—1,0).

® Régime de transport : Ordre 1 de convergence pour les solutions réguliéres.
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Résultat pour le modele S,

® Modele a 4 vitesses : (0,1), (0,—1), (1,0), (—1,0).

® Régime de transport : Ordre 1 de convergence pour les solutions réguliéres.

® Régime asymptotique, cas test précédent. Ordre approximatif :

Maillage/ ¢ | 10~3 | 10~—*
Cartésien 1.80 1.95
Aléa. quad. 1.85 2
Triang. reg. 1.9 2
Aléa trig. 1.35 1.35
Kershaw 1.85 1.95
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€S9 ® Modéle a 4 vitesses : (0,1), (0,—1), (1,0), (—1,0).

) ® Régime de transport : Ordre 1 de convergence pour les solutions réguliéres.

® Régime asymptotique, cas test précédent. Ordre approximatif :

Maillage/ ¢ | 10=3 | 10— %
Cartésien 1.80 1.95
Aléa. quad. | 1.85 2
Triang. reg. 1.9 2
Aléa trig. 1.35 1.35
Kershaw 1.85 1.95

® Test 2 : calcul numérique de la solution fondamentale de S, avec le schéma
GLACE sur maillage aléatoire :

Résultats
numériques
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Travaux en cours : équations d’Euler avec friction et

gravité
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Euler avec friction et gravité : modele et propriétés

C'e:} ® Equations d'Euler avec gravité et friction :

o e st Otp+ = dlv(pu) =0,
Oepu - 2 Ldiv(pu @ u) + 1vp = 1 (g — Zpu),
depe + Ldiv(pue) + div(pu) = L (p(g,u) — £p(u,u)).
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Euler avec friction et gravité : modele et propriétés

® Equations d'Euler avec gravité et friction :

Orp+ = dlv(pu) =0,

Oepu - 2 Ldiv(pu @ u) + 1vp = 1(pg — Zpu),
Bupe + Ldiv(pue) + div(pu) = (p(g, u) — & plu, u)).

® Propriétés :

Inegalité d’entropie : 0:pS + édiv(uS) >0.
Etats stationnaires :

() {

u=uc,
(E2) p = pc,
Vp=pcg— %pcuo

u=0,
Vp = pg.

Limite de diffusion :

Otp + div(pu) = 0,
Otpe + div(pue) + pdivu = 0,

e i)

Emmanuel Franck — Présentation
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Ce:] Equations d’'Euler avec gravité et friction :
Orp + %div(pu) =0,
depu+ Ldiv(pu®@u) + 1Vp = 1(pg — Zpu),
depe + Ldiv(pue) + div(pu) = L(p(g,u) — Zp(u,u)).

Propriétés :
Inegalité d'entropie : 0:pS + édiv(uS) >0.
Etats stationnaires :

u = uc,

u=0
(El){ =0 (g p=pe
Vp = pg. Vo= peg o % peue.

Limite de diffusion :
Otp + div(pu) = 0,
Otpe + div(pue) + pdivu =0,
_ 1 1
u=>= (g — ;Vp) .

Coupler un schéma Lagrange-+projection (schéma nodal en 2D) avec la méthode

de Jin-Levermore.
Travaux en

cours : Emmanuel Franck — Présentation 31/38
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Schéma AP Lagrange+projection en 1D

® Schéma Lagrange+projection sans termes sources

* *
utyp.1—U P, 1
j+30ts =33

8tpj+—X: )

Ot(pu); + ! fan 2 AT

at(pe)j + 5Ax7§ 2 +

avec les flux lagrangien

UJ:_% = 2(”1 +ujr1) +

p_,*+ 2(pj + pj+1) +

(NI

avec pj”l% =0.5(p; + pjt1) et

2pc

(Pj - Pj+1),
+3

pj+%,(pu)j+% ou (pe)j+% les flux Upwind.

1
2 (uj — ujy1)-
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Schéma AP Lagrange+projection en 1D

® Schéma Lagrange+projection avec termes sources

* *
vt ip 1—ut gp. 1
) J+§ J+§ -3 J=3 _
Oojt e T =0
u u), 1—u u —

delpuyy + ATy Py

1t pu)j eAx eAx -

>=(S; S.

2e ( j+% + j,% )7 } i}

* *

Introduction “j+%(Pe)j+%_”J7%(Pe)J,% Pj+% j+% _pj,%uj,%

Ot(pe)j + + =

. J eAx eAx
Schémas AP L(S u* +5 o )
en 1D, 2¢ j+% j+l -7% i 1)
difficultés en 2 2
2D .
avec les flux lagrangien
Schémas AP
pour R T 1y
I'équation de i+l 2( i + J+1) + 2pcj+% (Pj Pj+1)7
perboliaue .1 s,
yperboliqu Ph1= 50+ piv1) + =5 (4 — ujpa).
Schémas AP
pour des m — . .
modéles avec pj+% - 05(p] + pj+1) et
linéaires issus .
du transport ° pj+% ) (pu)1+% ou (pe)JJr% les flux Upwind.
o1
Résultats 4 - m 2 ,m *
[ J . —

numériques Le terme source est donné par S;, 1> ng% - pj+% uH%.

Travaux en
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Schéma AP Lagrange+projection en 1D

® Schéma Lagrange+projection avec termes sources

* *

Uoo1Pipl—U 1P 1
Jj+5 it —5 J—
Orpj + —2——2—% =0,
uf 1 (pu) 1 —u g (pu),_ 1 PL 1P
8( u) it3 Jt3 -3 =3 + j+3 i3
1t pU)j eAx eAx
(S +5.1),
X - -

Oe(pe); G R GRS U e S TR

lt(pe)J + eAx + eAx -
(S 1u*  +S_1uF ).

2 ( 373 T 7%)

avec les flux lagrangien
pY L +pc iUt =pi+pc, iy
it3 35y T AR
>k >k
Pj+% —pcj+%uj+1 = Pit1 T PG LU+
avec p = =0.5(p; + pj+1) et
°® p. . .
pﬁ_%,(pu)ﬁ_% ou (pe)H_% les flux Upwind.
® Le terme source est donné par S; /5 = gp Zpm uF
Jt3 J+2
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Schéma AP Lagrange+projection en 1D

® Schéma Lagrange+projection avec termes sources

* *

avec les flux lagrangien

J+1 +pc+1u

1T
C. 1U.
PG+ Yp

*
Pj+%

avec p = = 0.5(p; + pj41) et

° pj+%,(pu)j+% ou (pe)H% les flux Upwind.

® Le terme source est donné par 5,1/, = gp

NI

Jj+t

u 1P, 1—U 1P 1
jt3 Jt3 ]
8tpj + eAx = 0’
uf 1 (pu) 1 —u g (pu),_ 1 PL 1P
TR R R e itz i—3
8t(pu) 2 2 + 2 2
1 J eAx eAx
(S +5.1),
U* e —u e * LI* —p* ll*
Be(pe); + j+§(p )J+% j—%(p )J—% i Pt 7Pi1t-1
lt pe)j eAx eAx -
=(S., iu* ., +S. u* .
2 ( 373 T ‘7%)

+pc+1uj Axgp+17

1T PHLT PG Uj+1+AXgp; 1,

m *
L u

J+3 i3
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Schéma AP Lagrange+projection en 1D

® Schéma Lagrange+projection avec termes sources

* *

Uoo1Pipl—U 1P 1
jt5 it3 -3 J—3
Opj+ ——a =0,
*
uf 1 (pu) 1—ut 1 (pu), 1 PY 1P
J+5 Jt3 -5 i—3 j+i Ti-1
0 (PU) 2 2 NENELs B bk R
1t J eAx eAx
(S +5.1),
* * * * *
| ucti u; e). —u e X u’ —p’ u?
ntroduction a( e)+ H_%(ﬂ )J+% 1_%(9)_% n Pﬁ_% J+% Pj_% j_% B
Schémas AP 1t PE)j N SA*X eAx
en 1D, Z(5j+lu'}l+5jflu‘,l)'
difficultés en 2 T3 2 2
2D

avec les flux lagrangien
Schémas AP

pour
I’équation de :,l +PJ+, +1 +pc+1uj Axgp+1+AX +1p+1u+1,
la chaleur % JT2 +A +Axo

— pc. 1u* = 1— C 1 Uiy X 1 XO., 1p:, 1U;
hyperbolique pj+% P J+ J+% = Pj+ p J+ 8P j+% 2pj+2 j+%7
Schémas AP
pour des avec p = =0.5(p; + pj+1) et
modeles

linéaires issus
du transport

° pj+%,(pu)j+% ou (pe)H% les flux Upwind.

o.
J+

NI

Résultats
numériques

m lu*
Jjt+3 J+2

® Le terme source est donné par 5,1/, = gp
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Schéma AP Lagrange+projection en 1D

® Schéma Lagrange+projection avec termes sources

1 1-U 1P 1
i+ —1Fj-
. 2 2 2 2
o (s, Gy e
u u), 1—u u). —
5 P = P PP
t(pu)l eAx + eAx -
( i+ +5_1 ),
. * * * *
u 1 (pe); 1 —u” 1 (pe)_1 Pl 1P 1l 1
Introduction at(pe)J Jt3 t AJ J + Jts Jt3 Aj_f 72
eAx eAx
Schémas AP 5e (5 j+3 1 u 1 -+ 5 1 u* 1 )
en 1D, J= 2
difficultés en .
°D avec les flux lagrangien
Schémas AP o - M l(u Tu ) n 1 ( bt Axgp™ )
pour 1 — i+1 | 2\ lj+1 25c Pj Pj+1 BP. 1)
i it Jt3 Py Jt
I"équation de 2 2 2
la chaleur
hyperbolique Py = 3(pi + pj11) + - (UJ Ujt1),
Schémas AP 5
pour des EPCJ#%
modeles avec P 1 =0. 5(pJ + pj+l) et MJJF% - 25pc.+l +p7 4 U'+1AX.
linéaires issus Jty ity It
du transport ° . . . les flux wind.
P pﬂ_%,(pu)ﬁ_% ou (pe)H_% es flux Upwind )
Résultats , 41
numériques ® Le terme source est donné par S, /» = gpjrjrl - pﬂl u;l.
2 2 2
Travaux en
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Schéma semi-implicite AP Lagrange+projection

® Reformulation du schéma Lagrange-+projection AP

avec les flux lagrangien
=M,
+1

pr 1 =M

%(uj + uj+1) + zpclv 1

2

i+l j+3 ( (Pj +Pj+l)+

1= =0.5(pj + pj+1) et M 41 =

avec p,
it +3

® Le terme source est donné par 5,1/, =

. u .
Oip: A A Bt A it B
) (G, (o), 1 Py
u- 1pu)., 1 —u 1(pu)._ 1 P.,1—P. 1
8( U)'+ jt3 Jt+ J + It Jmp
t\p JM eAx eAx
1— 1
J*+3 =3 1
Axe Pj + Z(SjJr*% + ij%)v
* * * * *
”j+l(Pe)j+%_Uj_l(Pe)j_1 pj+luj+l_pj_luj_l
81:([)6)1 + 2 A 2 + 2 2 A 2 2
A=M, o | (17/\/61! Y eax
_ 2 JT) 2 J7o . *
Axe pJ+2e(Sj+%uJ.%+Sj 1

(Pj — P+ Axegp]

- Uj+1)) s

2EpC.

2£chr 1 +p

M,

1
2

c

i

3 j+1AX

J+

<g0m

1
2

o.

€

m

1
2 pr

)

uj
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Résumé de la méthode : On couple un schéma Lagrange+projection avec
la méthode de Jin-Levermore et une discrétisation localisée aux interfaces
du terme source.

Propriétés du schéma :
Il préserve la positivité de p sous une CFL indépendante de .
Le schéma est well-balanced.
Le schéma est AP avec une schéma limite positif et d’ordre 1.
On peut obtenir un schéma semi-implicite, stable sous une CFL
indépendante de €.

On obtient un schéma satisfaisant les mémes propriétés en 2D avec un
schéma nodal (GLACE) Lagrange+projection.

Extensions possibles :
Termes de friction plus compliqués,
autres modeles de mécaniques des fluides comme les équations de
Saint Venant.

Travaux en
cours : Emmanuel Franck — Présentation 34/38
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Conclusion
On a obtenu des schémas AP pour I'équation de la chaleur
hyperbolique sur maillages non structurés.
On a montré la convergence du schéma limite de diffusion GLACE et
la stabilité du schéma JL-(b).
En utilisant la décomposition présentée on obtient des schémas AP
simples pour les systemes S, et Pp.
On a proposé un schéma L+P AP et well-balanced pour les équations
d’'Euler avec friction et gravité.

C. Buet, B. Després, E. Franck Design of asymptotic preserving schemes
fore hyperbolic heat equation on unstructured meshes Numerish
Mathematik, accepté.

E. Franck, P. Hoch, G. Samba, P. Navarro An asymptotic preserving
scheme for P1 model using classical diffusion schemes on unstructured
polygonal meshes ESAIM : Proceedings, October 2011, Vol. 32, p. 56-75.

C. Buet, B. Després, E. Franck AP schemes for Friedrichs systems with stiff
relaxation on unstructured meshes. Applications to the angular
discretization in transport. En cours de rédaction.
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® Perspectives (fin de thése et aprés)

Validation numérique du schéma Lagrange-+projection AP pour les

Introduction équations d'Euler avec friction et gravité.
Schémas AP Schéma Lagrange+projection AP pour Saint Venant avec friction et
en 1b topographie (mé&me principe avec une correction pour préserver |'état

difficultés en B . )
D stationnaire d'un lac en repos).

Preuve de convergence pour le schéma JL-(b) (équation de la chaleur

Schémas AP i
chéma hyperbohque).

pour
::(L“L:hi‘i‘: de Schémas positif et "asymptotic preserving” pour les modeéles S,.

hyperbolique Schémas d’ordre deux dans tout les régimes.

Schémas AP
pour des
modeles
linéaires issus
du transport

Résultats
numériques

Travaux en
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