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o Contexte physique et mathématique

e Schémas AP sur maillages non structurés pour le modele P;
e Systemes de Friedrichs et transport linéaire

e Extension non linéaire: modeéle M; et équations d'Euler
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Contexte physique et mathématique

Contexte physique et mathématique
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Contexte physique et mathématique

Systemes hyperboliques raides

@ Systemes hyperboliques raides avec termes sources:
1 1 o n
o:U + —9«F(U) + -8,G(U) = f—zR(U), UeR

€ € €

avec € € ]0,1] et 0 > 0.

@ Limite de diffusion pour ¢ — 0:

9V — div(K(VV,0)) =0, V €KerR.

@ Applications: biologie, neutronique, dynamique des fluides, physique des plasmas,
Hydrodynamique Radiative pour la FCI (Hydrodynamique + transport linéaire).
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Contexte physique et mathématique

Schémas Asymptotic preserving

@ Modeéle P;:
XE+ 1o.F =0, 1 _
{ oF + o= —gF T OEZO (EaxE) =0 @)
P: e=0 0 @ Consistance des schémas de type
h P . o Bx
h Godunov: O(<* + At).
@ Condition CFL: At(z- + %) < L.
h—0 h—0 @ Consistance des schémas AP:
O (Ax + At).

@ Condition CFL: At < Ax? 4+ eAx

Pe PO
@ Schémas AP vs non AP : réduction

trés importante du colit CPU.
Figure: Diagramme AP:

@ Les schémas AP de type Godunov sont obtenues en incorporant les termes sources dans
les flux (S. Jin-D. Levermore, L.Gosse and al, C. Berthon, R. Turpault et co .. )
@ Le probleme de consistance vient de la viscosité numérique homogene a O(%).
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Contexte physique et mathématique

Schémas AP de type Godunov

@ Schéma de Jin-Levermore
@ Principe: introduction de I'état stationnaire OxE = —ZF dans les flux.
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Contexte physique et mathématique

Schémas AP de type Godunov

@ Schéma de Jin-Levermore
@ Principe: introduction de |'état stationnaire OxE = 7%F dans les flux.
@ on écrit les relations

{ E(q) = E(x
+

(1) = E(x,

)+ (4 = x5, 1)0xE(x;, 1),
)+ (41— x5, 1)0xE(x;, 1)

[N
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Contexte physique et mathématique

Schémas AP de type Godunov

@ Schéma de Jin-Levermore
@ Principe: introduction de |'état stationnaire OxE = 7%F dans les flux.
@ on écrit les relations
ECG) = ECg,1) = (5 — . 1) ZF 0. 1),
E(xj+1) = ECgy 1) = Ogn = x5, 1) TR0 1)-
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Contexte physique et mathématique

Schémas AP de type Godunov

@ Schéma de Jin-Levermore
@ Principe: introduction de |'état stationnaire OxE = 7%F dans les flux.
@ on écrit les relations
E() = ECy1) — (g~ %, 1) 2F(x.0),
E(xj+1) = ECgy 1) = Ogn = x5, 1) TR0 1)-
On couple ces relations avec les flux
FitE=F+E1,
Fit1 = Ejip1 = Fﬁ% TR+
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Contexte physique et mathématique

Schémas AP de type Godunov

@ Schéma de Jin-Levermore
@ Principe: introduction de |'état stationnaire OxE = 7%F dans les flux.
@ on écrit les relations
ECG) = ECg,1) = (5 — . 1) ZF 0. 1),
E(xj+1) = ECgy 1) = Ogn = x5, 1) TR0 1)-

L f— alAx
FJ+EJ_FJ+%+EJ+%+ 2e Fj+%’

L _ FE. — _ aglAx
Fit1 — B = FJ+% EJ+% + % Fj+%‘
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Contexte physique et mathématique

Schémas AP de type Godunov

@ Schéma de Jin-Levermore
@ Principe: introduction de I'état stationnaire OxE = —ZF dans les flux.

Schéma de Jin Levermore:

n+1 n n n n n n

=5 4 Fa=F. M’Ej+1_2Ej 51 =0

n_‘ét N 2e Ax 2e Ax 2 (2)

_Fr n _pn N _opn, pn

Fj FJ Ej+1 Ej—l _ Fj+1 2Fj +Fj—l + an — 0

At 2e Ax 2eAx e2 j T
_ 2¢
avec M = 2et+oAx "
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Contexte physique et mathématique

Schémas AP de type Godunov

@ Schéma de Jin-Levermore
@ Principe: introduction de I'état stationnaire OxE = —ZF dans les flux.

Schéma de Jin Levermore:

n+l__ pn n _pn [
J E —i—MFjH Fj—l_MEjH 2E+/71:0
n_‘ét N 2e Ax 2e Ax 2 (2)
_F! n
Fj FJ EJ+1 E—l_F 2F+F 1+7F”_0
At 2e Ax 25AX g2 j
_ 2¢
avec M = 2et+oAx "

@ Erreur de consistance du schéma de Jin-Levermore:
@ premigre équation: O (Ax2 +eAx + At),
@ seconde équation: O ( + Ax + At)

@ Condition CFL du schéma explicite: At (Axs + é) <1.
@ Condition CFL du schéma semi-implicite: At (Axs) <1
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Contexte physique et mathématique

Schémas AP de type Godunov

@ Schéma de Gosse-Toscani
@ Principe: Le schéma de Jin-Levermore (2) avec la discrétisation du terme source

%(FJ 1 F] ) est égal au schéma de Gosse-Toscani.

1
E]

Schéma de Gosse Toscani:

n+1 n
8 | yfa-fla _ Ea—2E+E,
n+9t . 2eAx 2e Ax — 0 (3)
—F] n__Egn 0 =250 o
Fj FJ +MEJ+1 Ej—liMFj‘*’l 2FJ+FJ—1 +Man:
At 2eAx 2e Ax 2’ j 0
_ 2e
avec M = 2e+olAx’

@ Erreur de consistance du schéma de Gosse-Toscani: O (Ax + At).

@ Condition CFL du schéma explicite : At (Alxs) <1

<1

. P .. .. . 1
@ Condition CFL du schéma semi-implicite : At (m) <
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Contexte physique et mathématique

Exemple numérique

@ Test de validation des schémas AP: les données sont E(0, x) = G(x) avec G(x) une
Gaussienne, F(0,x) =0 et 0 =1, e = 0.001.
Schéma AP Schéma Godunov

0
0

schéma Erreur LT | temps CPU

Godunov, 10000 mailles 0.0366 1485m4.26s
Godunov, 500 mailles 0.445 0m24.317s
AP, 500 mailles 0.0001 0m15.22s
AP, 50 mailles 0.0065 0m0.054s
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Contexte physique et mathématique

Pourquoi sur maillages non structurés ?

@ Applications : couplage entre
les radiations et
I"hydrodynamique.

@ Certains codes
d’hydrodynamique: schémas
" cell-centered” de types
Lagrangien ou ALE pour des
probléemes multi-matériaux.

@ Exemple de maillage obtenu 1
avec un code ALE (droite).

@ But: Construire et analyser
des schémas AP
" cell-centered” pour le
transport linéaire sur

maillages généraux. o [T
—1.5x1018 1.0x16
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Contexte physique et mathématique

Schémas " Asymptotic preserving” 2D

@ Extension classique en 2D du schéma de Jin-Levermore : modifier le flux upwind (flux
1D écrit dans la direction normale) en incorporant les états stationnaires dans les flux.

Ccell Qy

@ /i et nj sont la longueur et la normale associées a I'aréte 0

.. . , r — ET
Limite asymptotique du schéma AP: | Q; | 8:E; Z e J) 0. J
(%7, Xk

[|[P? — Ppu|| — O seulement sous des contraintes géometriques fortes.

@ Les schémas AP ne converge pas en 2D sur maillages généraux Ve.
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Contexte physique et mathématique

Exemples de maillages non structurés

Maillage aléatoire Maillage " smooth”

2 T T

0 T T
0 05 1 15 2
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1 PR =

PR v T
1 PRPRERP RO KPR & ===
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72 R v 2 N g N PN P N AN P ENSSe—— :
SR =
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Schémas AP sur maillages non structurés pour le modéle P;

Schémas AP sur maillages non structurés pour le modele P
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Schémas AP sur maillages non structurés pour le modéle P;

Schémas AP 2D: Principe et notations

Idée: Formulation aux noeuds des méthodes de volumes finis (flux localisés aux
noeuds) pour le modéle P; + la méthode de Jin-Levermore.

Quantités géométriques Volume de controle

@ Quantités géométriques définies par lin; = Vx,|Q;| (Gauche).
® 3 limjr = 22, lirmjr = 0.
@ Volume de controle V; (Droite).
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Schémas AP sur maillages non structurés pour le modéle P;

Schémas AP 2D

Schémas AP aux noeuds:

{ | Q| 8:Ej(t) + £ X, lir(Fr,mj) = 0,
| Q| 0cFj(t) + 2 3, lirEnj = S;.

@ Flux aux noeuds classique:
Enj, — i Ejnjr = a;r(Fj — Fr),
Zj Enj, = 0,

with ajr = /j,nj, Q nj,.

Nouveaux flux obtenus en incorporant I'état stationnaire VE = f%F:
Enjr - Ierjnjr = ajr(Fj - Fr) - %ﬂerrv
<Zj A+ T2 9‘3jr> Fr=2 lirEpnjr + 32 @ Fj.

Q; | Fjou (2) S, %3, BiFr, X, B = laleyl-

avec 31, = lpnjr @ (xr — X;).
@ Terme source: (1) S; = —%

as valides en régime de diffusion sur maillages tordus



Schémas AP sur maillages non structurés pour le modéle P;

Discrétisation en temps pour le schéma AP

@ Nouvelle formulation du schéma avec le terme source (2) et discrétisation semi-implicite

locale:
Ert_En g
| Q| f + - Z/jr(Mannjr) =0,
m_pr g 1
~ 7 n+1
| Q| f + - > Enj = = <Zaj,(/[, = M,)) Frot,
r r
avec

Enjr - Ierjnjr = aerF(Fj - Fr)y
(Zj ajr) F, = Zj IJ',Ejnj, + Zj aerj.

~1
M, = Z&j,+gzgjr Zaj,
J J J

@ Le schéma semi-implicite est stable sous une condition CFL indépendante de ¢
(numériquement).
@ Le schéma implicite est stable.
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Schémas AP sur maillages non structurés pour le modéle P;

Hypotheéses pour la preuve de convergence

Hypotheses géométriques
o (u» (Zr ljrnjr ® njr) u) > ﬁh(u: u),

® (u. (3 fimy ® i) u) = vh(u, )

@ (u, (ZJ lirmjr ® (xr — xj)) u) > aVi(u,u).

@ Deux premiéres hypotheses: vérifiées sur tous maillages non dégénérés.
@ Derniere hypothése: on obtient des conditions suffisantes non nécessaires sur le maillage.
@ Exemple: pour les triangles tous les angles doivent étre plus grand que 12 degrés.

Hypotheses sur la régularité des solutions et des conditions initiales
® F(t=0,x)=—=VE(t=0,x)

@ Régularité des solutions: V(t,x) = (E(t,x), F(t,x)) € W3>°(Q) et
V(0,x) € H3(Q)

@ Régularité des conditions initiales pour le schéma: V,(t = 0,x) € L?(Q)
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Schémas AP sur maillages non structurés pour le modéle P;

Convergence uniforme en espace: principe

@ Estimation de convergence naive : ||P} — Pe || paive < Ce=bhe

@ Idée: Utiliser des estimations intermédiaires et des inégalités triangulaires
(Jin-Levermore-Golse).

1P; — P¥lli2 < min(||P; — P¥|lnaive, [|P; — PRI+ 1P — POl + ||P* — P°))

Pp: c=0 0 @ Estimations intermédiaires :
h P
® ||PF — PY|| < Cae?,
o ||Py—POl[ < Cqh?,
h=0 h=0 o ||IPs — Pl < Cee®,
@ d>c,e=a.
25 24
e—=0

@ On obtient:
[|P§ — P%||;2 < Cmin(e™Ph%, &% + h? 4 ¢°))

. _ac_ . .. . .
@ En comparant € et £¢preshold = h2tt On obtient |'estimation finale:

|P§ — P¥||,2 < h3te
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Schémas AP sur maillages non structurés pour le modéle P;

Schéma limite de diffusion

| Q| 8:Ej(t) — > lir(Frymjr) = 0,

:
Schéma limite de diffusion (P?): 2 lenye ® P = Z lirnjr @ neFr,

UA F,—Z Ejner Z Mir @ (xr — x;).

p- e—=0 0 @ Probléeme: estimation de
h P ||Ps — PO|.
@ En pratique on obtient
hs0 h=0 lIP; — PRIl < C5.
Pe PO
e—=0
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Schémas AP sur maillages non structurés pour le modéle P;

Schéma limite de diffusion

‘ Q | 8t Z Fra _I' =0,
Schéma limite de diffusion (P?): Z’:’jr“ﬁ @ n;rFj = Z finje ® njrFr,

A= S A= e 0 )

vy, =0 £ 0 @ Probléme: estimation de
pP; DA; >Pﬁ [|Pf — P,?H.
g @ En pratique on obtient
h>0 h20 ||PE*P2||§C%-
=0 ’ @ Introduction d'un schéma
L intermédiaire de diffusion DA} .
c 50 po @ DAj: schéma P avec OtF; = 0.

Dans les estimations introduites
précédemment on remplace Ph par
DAS.
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Schémas AP sur maillages non structurés pour le modéle P;

Condition H et résulat final

Condition H:  La matrice Hessienne discréte du schéma P,? peut étre majorée ou

I'estimation d'erreur ||P§ — P?|| peut étre obtenue indépendamment de la Hessienne
discrete.

@ Condition H respecteée : on utilise P,? dans les estimations.

@ Condition H non respectée : on utilise DA7 dans les estimations.

@ Condition H respectée sur grilles Cartésiennes ou sur grilles non uniformes en 1D.

Résultat final: ~ On suppose que les hypotheses de régularité et géometriques sont
vérifiées. Il existe un constante C(T) > 0 tel que:

IVE = Vil 2(j0, T1x ) < € min (ﬁ,smax (1, \/é) +h+(h+e¢) +5> < Chi.
J €

@ Case < h: ||V — Vi

IN

clmin(\/%,n < Gh

@ Case>h ||VE — V5[ < Clmin(\/g, NES

. . 1 . - 1
@ En introduisant €¢resh = h2 on montre que le pire cas est [|[V° — V7| < Gha.

A

E. Franck et Co.
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Schémas AP sur maillages non structurés pour le modéle P;

Résultats intermédiaires |

@ V¢ solution exacte de P¢, Vi solution numérique de P;.
Estimation de ||V® — V]| :

On suppose que les hypothéses de régularité et géometriques sont vérifiées. Il existe
une constante C > 0 tel qu'on obtienne |'estimation

h
IV = V&l Lo (0, Ty 12(02)) < C\/;

@ Principe de la preuve:
@ Controler la stabilité des quantités discrétes F, et F; par ¢
- , . ! .
@ On définit I'erreur E(t) = ||[V= — V§]||2 et on estime E (t) en utilisant les

inégalités de Young et Cauchy-Schwartz, les estimations de stabilité, les propriétés
géometriques et beaucoup de calculs.

. , . . ’
@ Intégration en temps de I'estimation sur E (t).
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Schémas AP sur maillages non structurés pour le modéle P;

Résultats intermédiaires |l

(-] V?T solution de DA}, VO solution exacte de P9.

Estimation de || DA;, — PO| :

On suppose que les hypothéses de régularité et géometriques sont vérifiées. |l existe
une constante positive VT > 0 C;(T) tel que

IVE = VOl12(0) < Cu(T)(h +¢), 0<t<T. (5)

@ Principe de la preuve:

@ Estimations de stabilité pour les quantités discretes E; et pour les gradients
discrets aux noeuds.

@ Etude de consistance des différent opérateurs: divergence et gradient.

@ Estimation L2 en utilisant les erreurs de consistance + lemme de Gronwall.
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Schémas AP sur maillages non structurés pour le modéle P;

Résultats intermédiaires |l

[*] Vi solution of Plf, V}, solution numérique de DAi.

Estimate ||P; — DA% || :
On suppose que les hypothéses de régularité et géometriques sont vérifiées. Il existe
VT > 0 une constante, Co(T) tel que

IV; = Vhlliz) < Go(T)emax (1,Veh=1) + Ch,  0<t<T. (6)

@ V¢ solution de P¢, VO solution numérique de PO.
Estimation de ||P — PY|| :

On suppose que les hypothéses de régularité et géometriques sont vérifiées. |l existe
VT > 0 une constante, G3(T) tel que

IVE = VO 2(q) < C3(T)e, 0<t<T. ©)

@ Principe de la preuve:
o Ecrire PO = P + R (resp DAS = P;; 4+ R) avec R un résidu.
@ Obtenir une majoration par € du résidu.
@ Estimation L2 de la différence entre les modeles oules detix schémas.
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Schémas AP sur maillages non structurés pour le modéle P;

Schéma AP vs schéma classique

@ Cas test: solution fondamentale de la chaleur, ¢ = 0.001. Résultats donnés par
différents schémas pour le modéle P; sur maillage de Kershaw.

Solution de diffusion Schéma non AP
2 8 2 5
7 4
6 3
15 5 — 15 ‘2
: o
s -1
1 2 1 N
0 -3
o5 . 05
0 0 05 1 15 2 °
[ 05 1 1.5 2
Schéma AP standard Schéma AP aux noeuds

2

2 2
15 15 i
1 1
05 05
0 0

0 05 1 15 2

I N )
R
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Schémas AP sur maillages non structurés pour le modéle P;

Convergence pour le systeme P,

@ Solution périodique pour le systéeme P; dépendant de e.
@ E(t,x) = (a(t) + =/ (t)) cos(mx) cos(ry)

_ € : e .
° If(t, x) = (—£a(t)sin(rx) cos(my), —Ea(t)sin(ry)cos(mx))
@ Etude de convergence pour € = h” sur un maillage aléatoire quadrangulaire.
_ 1 _1
Y=1 Y=3
0.1 T 0.1 T
gamma=1/4 ---%- gamma=1/2 ---%--
R -
5  0.001 \ : E 5 0001 F 5 E
a o
— 0.0001 E| — 0.0001 k|
1e-05 El 1e-05 k|
1e-06 L 1e-06 L
1 100 1000 10 100 1000
N N

@ Les résultats numériques montrent que I'erreur est homogene O(he + h?).

1
@ Estimation thérorique espérée O((he)2 + h).
@ Estimation obtenue n’est pas optimale dans le régime intermédiaire.
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Schémas AP sur maillages non structurés pour le modéle P;

Convergence pour le systeme P,

@ Solution périodique pour le systéme P; dépendant de €.
2
@ E(t,x) = (a(t) + Sa (t)) cos(mx) cos(my)
@ F(t,x) = (—Za(t)sin(rx) cos(wy), —Ea(t)sin(ry)cos(mx))
@ Etude de convergence pour € = h” sur un maillage aléatoire quadrangulaire.

y=1 y=2
0.1 T 0.1 T
gamma=1 -~ gamma=2 ---%---
[ [
001 001 | ]
s 0001k 5 oo f
& &
S o000t 1 9 o000t ]
105 | ] 105 | ]
1606 . 1e-08 .
10 100 1000 10 100 1000
N N

@ Les résultats numériques montrent que I'erreur est homogene O(he + h?).
. . . - 1

@ Estimation thérorique espérée O((he)2 + h).

@ Estimation obtenue n’est pas optimale dans le régime intermédiaire.
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Systemes de Friedrichs et transport linéaire

Systemes de Friedrichs et transport linéaire
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Systemes de Friedrichs et transport linéaire

Systemes de Friedrichs avec termes sources

@ Systémes de Friedrichs avec termes sources
1 1 o n
0U+ -AdU+ -BoU=—-—-RU UER
€ € €

@ A, B, R matrices symétriques et R symétrique positive.

E. Franck et Co. Schémas valides en régime de diffusion sur maillages tordus



Systemes de Friedrichs et transport linéaire

Systemes de Friedrichs avec termes sources

@ Systémes de Friedrichs avec termes sources
1 1 o n
0U+ -AdU+ -BoU=—-—-RU UER
€ € €

@ A, B, R matrices symétriques et R symétrique positive.

Théoreme
On note E; les vecteurs propres de R avec Ker R = vect(Ey, ..., Ep). On suppose qu'il
existe deux vecteurs particuliers indépendants associés aux valeurs propres Api1, Api2

de R satisfaisant .
AE; = ~;Epi1, Vi € {1..p}, (Hy)
BEI = 5,‘Ep+2, Vi € {1..p}, u

alors ((U,Ey), ..., (U,Ep)) tend vers V € RP quand ¢ tend vers zéro avec

1
Klaxxv - 7K28yyv = 07

otV —
p+10 Ap+20

et K1, Ky des matrices symétriques définies positives.
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Systemes de Friedrichs et transport linéaire

Modeles P, et S,

@ Equation de transport linéaire (transfert radiatif, neutronique): soit f(t,x,Q) >0 la
fonction de distribution des particules localisées en x € R? et de direction

Q= H:H € S?=1. On considére I'équation de transport
1 g / /
BeF(t %, Q) + ~QVF(£,x,Q) = 7/ (F(t.x.Q) — F(t.x,9)) d@ .
€ es Js

@ Modeles S,: (méthode des ordonnées discrétes) obtenue par approximation de
|'opérateur intégrale a I'aide d'une formule de quadrature.

@ Propriétés du modéles S,: A, B matrices diagonales, dim Ker R = 1 et R symétrique
positive.

@ Modeles P,: obtenus par projection de I'équation de transport sur les harmoniques
sphériques.

@ Propriétes du modeles P,: systéme symétrisable, R matrice diagonale définie par
Ri1=0etR;=1 (1750)

Théoreme
Les modeles P, et S, satisfont I'hypothése de structure (Hi). J
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Systemes de Friedrichs et transport linéaire

Décomposition des systemes de Friedrichs

Théoréme:
Lorsqu’on écrit les modeles P, ou S, dans la base des vecteurs propres de R, on
obtient

1 1
oV +-AdV+-BoaVv=-2DV (8)
z e Z

avec D diagonale, définie par D13 = 0 et Djj = 1 (i # 0). Si I'hypothese (H;) est
satisfaite
’ " ’ "
A :Pl,x+A . B :Pl,y+B )

1" " " "
avec AO,j = (), AI.’0 =0, Bo,j = (0, Bi,o =0,

@ Les matrices P x, P1,, sont les matrices associées au modele P;.
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Systemes de Friedrichs et transport linéaire

Décomposition des systemes de Friedrichs

Théoréme:
Lorsqu’on écrit les modeles P, ou S, dans la base des vecteurs propres de R, on
obtient

1 1
oV +-AdV+-BoaVv=-2DV (8)
z e Z

avec D diagonale, définie par D13 = 0 et Djj = 1 (i # 0). Si I'hypothese (H;) est
satisfaite
’ " ’ "
A :Pl,x+A . B :Pl,y+B )

1" " " "
avec AO,j = (), AI.’0 =0, Bo,j = (0, Bi,o =0,

@ Les matrices P x, P1,, sont les matrices associées au modele P;.

@ Conclusion: Les modeles P, et S, peuvent étre décomposés entre le modele P; et un
systeéme qui n'intervient pas en régime de diffusion.

@ Méthode numérique (micro-macro décomposition ?): Diagonalisation du systéme,
décomposition du systeme, discrétisation du modele P; avec un schéma AP et 'autre
systeme avec un schéma classique.
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Systemes de Friedrichs et transport linéaire

Résultats numériques sur les systemes de Friedrichs

@ Régime de diffusion: cas test précédent.
[ Maillages/ e [ e=10"3 [ e=10"% | [ Maillages/ e [[ e=10"3 [ e=10""]

Cartésien 1.8 1.95 Cartésien 1.80 1.95
Aléa. quad. 1.85 2 Aléa. quad. 1.85 2
Aléa. triang. 1.35 1.35 Aléa. triang. 1.35 1.35

Kershaw 1.85 1.95 Kershaw 1.85 1.95

Table: Ordre de convergence. Modele P; Table: Ordre de convergence. Modele S,
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Systemes de Friedrichs et transport linéaire

Résultats numériques sur les systemes de Friedrichs

@ Régime de diffusion: cas test précédent.
[ Maillages/ e [ e=10"3 [ e=10"% | [ Maillages/ e [[ e=10"3 [ e=10""]

Cartésien 1.8 1.95 Cartésien 1.80 1.95
Aléa. quad. 1.85 2 Aléa. quad. 1.85 2
Aléa. triang. 1.35 1.35 Aléa. triang. 1.35 1.35

Kershaw 1.85 1.95 Kershaw 1.85 1.95

Table: Ordre de convergence. Modele P; Table: Ordre de convergence. Modele S,

@ Cas test de transport: solution fondamentale
Solution fondamentale du modele P;  Solution fondamentale du modele S,

25
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Extension non linéaire: modeéle M; et équations d’Euler

Extension non linéaire: modele M; et équations d'Euler
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Extension non linéaire: modeéle M; et équations d’Euler

Equations d'Euler avec friction et gravité

@ Equations d’'Euler avec friction et gravité:

Orp+ = dlv(pu) =0,
8tpu+ div(pu ® )+ Vp = l(pgf 2 pu),
Bepe + L div(pue) + div(pu) = L(p(g, u) — £ pllul.

Propriétés :

@ Inégalité d'entropie: 0:pS + %div(puS) >0.

@ Etats stationnaires:

=0, =0, p=pc :
(El){ e ( 2){ Vp = peg (cas simple).

@ Limite de diffusion:

Otp + div(pu) = 0,
Otpe + div(pue) + pdivu =0,

23 (s 1)
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Extension non linéaire: modeéle M; et équations d’Euler

Schéma AP pour les équations Euler

Idée
Schéma aux noeuds Lagrange + projection couplé avec la méthode de Jin-Levermore. J

@ Discrétisation :

@ Phase Lagrangienne: schéma GLACE (B. Després et Co.) ou schéma EUCCLYD
(P H. Maire et Co.).

@ Modification des flux en incorporant la relation Vp = pg — %pu.

@ Discrétisation du terme source en utilisant les flux aux noeuds.

@ Phase de projection: schéma d’'advection aux noeuds.

@ Propriétés :
@ Schéma AP avec un schéma limite de diffusion d'ordre un (vérifié dans le cas
Barotrope avec une pression linéaire).
@ Discrétisation en temps semi-implicite avec une condition CFL indépendante de ¢
(vérifié numériquement)
@ Positivité de la densité sous une condition CFL indépendante de .
@ Inégalité d'entropie préservée 777
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Extension non linéaire: modeéle M; et équations d’Euler

Propriété " well-balanced”

Définition :
@ Schéma WB exact : préserve exactement les états stationnaires.
@ Schéma g-WB: schéma qui converge avec |'ordre g pour les états stationnaires.

@ Schéma WB discret: préserve exactement les états stationnaires discrets définis
aux interfaces.

@ états stationnaires discrets = états stationnaires continus implique qu'un schéma WB
discret est un schéma WB exact (exemple équations de Saint Venant).

Résultat I:
Si les conditions initiales satisfont I'état stationnaire discret V,p = p,g alors

Pn+1 =p, (pju))™t = (pjuj)" et (pje))"™* = (pje))"

Résultat II:

@ Le schéma AP est un schéma WB discret et un schéma 2-WB pour les équilibres
hydrostatiques.
@ Le schéma AP est un schéma WB exact dans le cas d’'une densité constante.
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Extension non linéaire: modeéle M; et équations d’Euler

Schéma WB: résultats

@ Données initiales pour le cas test (1): pj=1,uj=0et ¢ = ﬁ(xj,g) +C

2
@ Données initiales pour le cas test (2): p;(t,x) =y + b, u; = 0 et p;(t,x) = —(% + by).

@ La gravité est définie par g = (0, —1).

l Schémas | LP-AP | LP ‘
| Maillage/N | 40 80 160 | 40 80 160 |
Cartésien 59x10717  1x1071  7.1x10717 | 0.00470 0.00239 0.00121
Aléatoire 1.1x1071% 15x1071® 3 x 1071 | 0.01519 0.00947 0.00526
Kershaw 1.4x1071% 22x10-16 3.2x10-16 | 0.08503 0.050 0.02908

Ordre de convergence pour le cas test (1).

| Schémas | LP-AP | LP |

| Maillage/N | 80 160 320 | 80 160 320 |
Cartésien 2.3x1071%  94x10'® 3.4x10~' | 0.0034 0.0017  0.000085
Aléatoire 35%x107% 1x10°° 2.8x 1076 | 0.0007 0.0053  0.0028
Kershaw 1.1x107% 1.8x10~7 4.3x10°% | 0.037 0.0084  0.00205

Ordre de convergence pour le cas test (2).
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Extension non linéaire: modeéle M; et équations d’Euler

Résultats pour les équations d'Euler

@ Cas test: probleme de Sod avec 0 > 0, e =1 et g = 0 (limite en temps court).
@ o =1, maillage aéatoire 160 x 160
Schéma AP, p Schéma non AP, p

[T ==,
[

Schéma AP, ¢

o=t vivnacvy
o Sl
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Extension non linéaire: modeéle M; et équations d’Euler

Résultats pour les équations d'Euler

@ Cas test: probleme de Sod avec 0 > 0, e =1 et g = 0 (limite en temps court).
@ o =103, maillage aéatoire 160 x 160
Schéma AP, p Schéma non AP, p

[T ==,
[

Schéma AP, ¢ Schéma non AP, €
2.5 §§
g L ;i
23 oa 23 53
2 21 23 22
2 2 21 2

ur maillages to



Extension non linéaire: modeéle M; et équations d’Euler

Résultats pour les équations d'Euler

@ Cas test: probleme de Sod avec 0 > 0, e =1 et g = 0 (limite en temps court).
@ o =109, maillage aéatoire 160 x 160
Schéma AP, p Schéma non AP, p

[T ==,
[

Schéma AP, ¢ Schéma non AP, €

ERLn oo

ur maillages to



Extension non linéaire: modeéle M; et équations d’Euler

Résultats pour les équations d'Euler

@ Cas test: probléeme de Sod avec o > 0, ¢ = 0.005 et g = 0 (limite en temps long).
@ Schéma classique sur grille grossiére Vs schéma classique sur grille fine

Schéma non AP, p Schéma non AP, E

2RERaeI88
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Extension non linéaire: modeéle M; et équations d’Euler

Résultats pour les équations d'Euler

@ Cas test: probléme de Sod avec o > 0, £ = 0.005 et g = 0 (limite en temps long).
@ Schéma AP sur grille grossiere Vs schéma classique sur grille fine

Schéma AP, p Schéma AP, E
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Extension non linéaire: modeéle M; et équations d’Euler

Transfert radiatif: modele M;

@ Modeéle aux moments en transfert radiatif: modeéle M.

OE+ LdivF =0,
(9)

0:F + 1V(P) = — 5F,
® E énergie, F le flux radiatif et P = 1((1 — x(f))/d + (3x(f) — 1)*@F)E Ia pression.

(Il
2
@ f=||F||/E and x(f) = ﬁ-

Propriétés :
@ Limite de diffusion, € — 0 : O:E — div(a%VE) =0,
@ Inégalité d’entropie: 9:S + %div(Q) >0,

@ Principle du maximum: E > 0, [|f|| < 1.
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Extension non linéaire: modeéle M; et équations d’Euler

Formulation comme un systéeme de la dynamique du gaz

@ On formule le modéle M; comme un systéeme de la dynamique du gaz:

@ pour utiliser un schéma aux noeuds Lagrange+projection et un schéma limite
consistant,
@ pour préserver le principe du maximum I'aide de I'inégalité d’entropie.

Otp + édiv(pu) =0,

Bepv + L div(pu ® v) + %Vq = —5pV
Otpe + = div(pue + qu) =0,

Otps + - div(pus) > 0,

OF + 2div(u®F) + 1Vg = — SF,

O E + Ldiv(Eu + qu) =0, YRS
0:S + < div(uS) > 0,

@ avec F = pv le flux, E = pe I'énergie et S = ps |'entropie.
— 1-x _ 3x-1_f — vl
@ g="FE u=3=5 Hﬂlzavecf— "

@ F=uE+qu IA’:u®F+q7d.
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Extension non linéaire: modeéle M; et équations d’Euler

Schéma et propriétés

@ Propriétés :
@ Schéma AP avec un schéma limite de diffusion d'ordre 1.
@ Version semi-implicite stable indépendamment de .
@ Schéma limite de diffusion d'ordre 2 en utilisant un schéma d’advection d'ordre 2.
@ Inégalité d'entropie et principe du maximum préservés.

@ Idées pour la preuve d’entropie (schéma semi-discret en espace:
On suppose (Ej(t =0),F;(t=0)) € Q={E >0,||f|]| <1}
Par le théoréme de Cauchy on sait que la solution (Ej(t),F;(t)) € Qsur [0, T[.

@ On commence par montrer que le schéma est entropique si 37, est positif.
E/* (1| u]])
(3+[[ul]?)?

obtient que E et (1 — ||u|[?) sont positifs et bornés sur [0, T].
@ En utilisant des résultats classiques des systémes dynamiques on obtient le
résultat VT > 0.

@ En montrant que u, est bornée et S = est minorée sur [0, T[, on
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Extension non linéaire: modeéle M; et équations d’Euler

Résultats pour modele M,

@ Cas test de diffusion: Les données sont E(0,x) = G(x) avec G(x) une Gaussienne
F(0,x) =0 (cas M;) et 0 = 1.

[ schémas || NL | VF5 [ Lindaire T My ]
Maillages ordre | E; >0 || ordre | E; >0 || ordre | E; >0 || ordre | E; >0
Cartésien 1.9 oui 2 oui 2 oui 2.0 oui

Aléa. quad 1.9 oui 0.3 oui 1.98 non 2. oui
Aléa. tri. 2.15 oui 1. oui 1.32 non 1.9 oui
Kershaw 1.9 oui 0 oui 2 non 1.9 oui

@ NL : Schéma limite du schéma pour M;. My : Schéma AP pour M; avec € = 1073,
@ Principe du maximum: Les données sont o =0, E(0,x) = Fx(0,x) = 1jg 406 et
Fy(0,x) = 0. La solution est E(t,x) = Fx(t,x) = 1jg 4} 0642 and Fy(t,x) =0.

Maillages | ordre | E; >0 | | fj[[<1
Cartésien 0.5 oui oui
Aléa. quad 0.5 oui oui
Kershaw 0.49 oui oui
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Extension non linéaire: modeéle M; et équations d’Euler

Conclusion et perspectives

@ Conclusion

Modele P;: Schéma AP sur maillages non structurés avec une stabilité
indépendante de ¢.

Modeéle P;: Convergence uniforme sur maillages non structurés pour le schéma
semi-discret.

Schémas AP pour des systémes linéaires généraux avec des termes sources
(modeles Py, Sy) en utilisant une décomposition type " micro-macro”.
Modeles non linéaires : Schéma AP avec principe du maximum pour le modéle
M. Schéma AP et WB pour les équations d'Euler.

Tous les modeles : Modes parasites dans certains cas (exemple: maillage
Cartésien + Dirac comme donnée initiale).

@ Perspectives

Analyse théorique pour le modéle P;: Estimation en temps de convergence,
condition CFL.

Analyse du schéma AP pour Euler: Stabilité non linéaire, inégalité d'entropie.
Extension du schéma AP pour Euler pour des termes de friction plus compliqués
et un vecteur de gravité non constant.

Trouver une méthode générique pour stabiliser les schémas aux noeuds
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Extension non linéaire: modeéle M; et équations d’Euler
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