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Contexte physique et mathématique

Systemes hyperboliques raides

@ Systémes hyperboliques raides avec termes sources :
1 1 1 o n
0U+ -0xF(U)+ -9,G(U) = -=S(U) — -R(U), UER
€ € € €

avec € €]0,1] et o > 0.

@ Familles particuliéres de solution :
@ Limite de diffusion pour e - 0 et S(U)=0:

0V —div(K(VV,0)) =0, V ecKerR.
o Etats stationnaires pour c =0 et e — 0 :

8xF(U) + 8,G(U) = S(U).

@ Applications : biologie, neutronique, mécanique des fluides, physique des plasmas,
hydrodynamique radiative pour la FCI (hydrodynamique + transport linéaire).
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Contexte physique et mathématique

Schémas "Well-Balanced"

@ La discretisation des équilibres physiques est un probléme important (lac au repos pour
Saint-Venant ou équilibre hydrostatique pour les fléts astrophysique).

@ Schéma classique : Les états stationnaires physiques ou une bonne discrétisation de ces
états ne sont pas des équilibres du schéma.

@ Conséquence : Des vitesses numériques parasites plus importantes que les vitesses
physiques apparaissent pour les flots quasi-uniformes ou uniformes.

Schémas WB : définitions
@ Schéma "Well-Balanced" exact : Schéma exacte pour les états stationnaires.

@ Schéma "Well-Balanced" : schéma exacte pour des états stationnaires discrets
aux interfaces.

@ Equations de Saint-Venant : schémas exactement WB.
@ Equations d’Euler avec gravité : schémas WB.
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Contexte physique et mathématique

Schémas "Asymptotic preserving"

@ Modéle P; :
OE+ 1o F=0, 1 B
{ oF + Lo.E= —5F, — O:E — Ox ;8XE =0.
pe =0 po @ Consistance des schémas de type
h h Godunov : O(% + At).
@ Condition CFL : At(z- + %) < 1.
h—0 h—0 @ Consistance des schémas AP :
O (Ax + At).
@ Condition CFL : At < Ax? + eAx
Pe PO

e—0 @ Schémas AP vs non AP : réduction
trés importante du cotit CPU.

Figure: Diagramme AP

@ Les schémas AP de type Godunov sont obtenues en général en incorporant les termes
sources dans les flux (techniques WB).
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Contexte physique et mathématique

Schémas AP de type Godunov

@ Schéma de Jin-Levermore

@ Principe : introduction de I'état stationnaire OxE = —ZF + 0O(£?) dans les flux.
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Contexte physique et mathématique

Schémas AP de type Godunov

@ Schéma de Jin-Levermore
@ Principe : introduction de I'état stationnaire OxE = —ZF + O(e?) dans les flux.
@ on écrit les relations

E(g) = E(, 1) + (g — %, 1)0E(x;, 1),
E(XJ'+1) = E(XJ+%) + (Xj+1 - Xj+%)8XE(Xj+

)-

1
2
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Contexte physique et mathématique

Schémas AP de type Godunov

@ Schéma de Jin-Levermore
@ Principe : introduction de I'état stationnaire OxE = —ZF + O(e?) dans les flux.
@ on écrit les relations

E(XJ) = E(XJ+%) - (XJ - J+%)%F()<J+%)a

ECg41) = ECga1) — (g1~ x3) 2F g, 2)
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Contexte physique et mathématique

Schémas AP de type Godunov

@ Schéma de Jin-Levermore
@ Principe : introduction de I'état stationnaire OxE = —ZF + O(e?) dans les flux.
@ on écrit les relations

E(XJ) = E(XJ+%) - (XJ - J+%)%F()<J+%)a
Ex1) = ECgy1) = G941 — %, 1) 2F x5, 1),
On couple ces relations avec les flux
’:j+Ej:Fj+%+Ej+%v
Fin—Eri=F1—E 1
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Contexte physique et mathématique

Schémas AP de type Godunov

@ Schéma de Jin-Levermore
@ Principe : introduction de I'état stationnaire OxE = —ZF + O(e?) dans les flux.
@ on écrit les relations

{ E(x) = E(XH_%)_(XJ—XH_I)ZF(X. 1),

E(xjr1) = ECqa) = (g = x5,1) 2F (%, 1)
{ Fi+E=F %+E+1+ o FJ+
_ A
Fit1 — Ejp1 = ’:j+% - Ej+% + UstFH%'
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Contexte physique et mathématique

Schémas AP de type Godunov

@ Schéma de Jin-Levermore

@ Principe : introduction de I'état stationnaire OxE = —ZF + 0O(£?) dans les flux.

Schéma de Jin Levermore :

n+l_ pn o= n __—2FEN 0
7B e g EHa2EE
n+ét . . ZEnAx . . ZEnAx Y
Ff =15 e Ej+17EJ‘*1 _ FJ'Jr172Ff +FJ’*1 4+ ZCFn —
At 2 Ax 2z Ax g2’ j ’
_ 2e
avec M = 2et+o0Ax”
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Contexte physique et mathématique

Schémas AP de type Godunov

@ Schéma de Jin-Levermore

@ Principe : introduction de I'état stationnaire OxE = —ZF + 0O(£?) dans les flux.

Schéma de Jin Levermore :

n+l_ pn o= n __—2FEN 0
R HasF g Ea2EE
n+ét . . ZEnAx . . ZEnAx Y
Ff =15 e Ej+17EJ‘*1 _ FJ'Jr172Ff +FJ’*1 4+ ZCFn —
At 2 Ax 2z Ax g2’ j ’
_ 2e
avec M = 2et+o0Ax”

@ Erreur de consistance du schéma de Jin-Levermore :
@ premiére équation : O (Ax2 + eAx + At) ,
@ seconde équation : O (A?Xz + Ax + At) .

@ Condition CFL du schéma explicite : At( 14 %) <1

Axe €
@ Condition CFL du schéma semi-implicite : At (Alxs) <1
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Contexte physique et mathématique

Schémas AP de type Godunov

@ Schéma de Gosse-Toscani

@ Principe : Le schéma de Jin-Levermore (??) avec la discrétisation du terme source
%(FF; } FJ;;) est égal au schéma de Gosse-Toscani.

Schéma de Gosse Toscani :

Ejn+1 _EN

n n n n n
iy MFj+1_Fj*1 _ MEj+1_2Ej tE 1 =0
n+§t n n2€AXn n 26Anx n ’
I 1L Ykl = W VL S i = R Y R0 =
At 2eAx 2zAx g2 9
_ 2e
avec M = 2e+0Ax”

@ Erreur de consistance du schéma de Gosse-Toscani : O (Ax + At).
@ Condition CFL du schéma explicite : At (A%@) <1

@ Condition CFL du schéma semi-implicite : At (m) <1
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Contexte physique et mathématique

Exemple numérique

@ Test de validation des schémas AP : les données sont E(0, x) = G(x) avec G(x) une

Gaussienne, F(0,x) =0 et o =1, e = 0.001.
Schéma AP

Schéma Godunov

schéma

Erreur [T | temps CPU

Godunov, 10000 mailles

0.0366 1485m4.26s

Godunov, 500 mailles

0.445 0m24.317s

AP, 500 mailles

0.0001 0m15.22s

AP, 50 mailles

0.0065 0m0.054s
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Contexte physique et mathématique
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Contexte physique et mathématique

Pourquoi sur maillages non structurés?

@ Applications : couplage entre
les radiations et
I"hydrodynamique.

@ Certains codes
d’hydrodynamique : schémas
"cell-centered" de types
Lagrangien ou ALE pour des
problémes multi-matériaux.

@ Exemple de maillage obtenu 1
avec un code ALE (droite).

@ But : Construire et analyser
des schémas AP
"cell-centered" pour le ]
transport linéaire sur -+*‘ ‘

maillages généraux. o ‘ |
—-1.5x1018 1.0%108
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Contexte physique et mathématique

Schémas "Asymptotic preserving" 2D

@ Extension classique en 2D du schéma de Jin-Levermore : modifier le flux upwind
(flux 1D écrit dans la direction normale) en incorporant les états stationnaires dans les
flux.

@ /j et nj sont la longueur et la normale associées a I'aréte 0.

. : z 1 E; — ET
Limite asymptotique du schéma AP : |9 | aE(t) — = Sl ———L —o.
o % d(xj-,xk)

(] HPf,’ — Pp|| — 0 seulement sous des contraintes géométriques fortes.

@ Ces schémas AP ne converge pas en 2D sur maillages généraux Ve.
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Contexte physique et mathématique

Exemples de maillages non structurés

Maillage "smooth"
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Schémas AP pour le modéle Py

Schémas AP pour le modéle P;
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Schémas AP pour le modéle Py

Schéma aux noeuds : cas linéaire

@ Cas linéaire : modéle P4

OE + L div(F) =0, |
— OE —div (fVE> =0.
0:F+ 1VE =—5F. 7

Notations
Idée : Méthodes de volumes finis aux noeuds e
pour le modéle P; + méthode AP et WB. J ‘

- Calp

Schémas aux noeuds : Les flux sont localisées
aux noeuds du maillage et non aux milieux des .
arétes. Introduit pour I'hydrodynamique s
. .
Lagrangienne. /«’
\\./I

@ Quantités géométriques définies par Cj, = Vi, |Q].
° ZJ ij = Zr ij =0.
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Schémas AP pour le modéle Py

Schémas AP 2D

Schémas AP aux noeuds :

{ | 9 | 0:E;(t) + T 3, (Fr, Cjr) =0,
| QJ | 8tFj(t) aF z Zr Eer = SJ-.

@ Flux aux noeuds classique :
{ Ecjr — E;Cjr = @r(Fj — Fr),

Zj ECJ', = 07
ih o — Sr®Cr
with @, = ST
@ Nouveaux flux obtenus en incorporant I'état stationnaire VE = 7%F :
Ecjr - chjr = ajr(F_/ - Fr) - %ﬂerrv
(Zj aj + % Zj sﬁjr) Fr= Zj E;Cjr + Zj a;F;j.
avec 31, =Cj ® (xr —xj).

@ Termesource: (1) S; =~ 5 [Q; [Fjou(2)S; =%, ,'Afj,F,, >, [3’1-, = id\Qj\.
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Schémas AP pour le modéle Py

Discrétisation en temps pour le schéma AP

@ Nouvelle formulation du schéma avec le terme source (2) et discrétisation semi-implicite

locale :
EM—E"
|Qj | jTtJ—i_iZ M;F, jr):0,
Fﬂ+1 [ -
l Qj | 17 ZECJ’ - <Z a/r(/d - Mr)) FJ,-7+1.
- r
avec

EcjrfEcr—aJer( - F,),
(Zj ajr) Fr= Zj chjf + Zj aerj~

Zajf+gzajr Zajr
i J J

@ Le schéma semi-implicite est stable sous une condition CFL indépendante de ¢
(numériquement).
@ Le schéma implicite est stable.
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Schémas AP pour le modéle Py

Hypothéses pour la preuve de convergence

Hypothéses géométriques
° (u7 (Zr Ijrnjr ® njr) U) > 6h(u: U),

o (u, (; hrmy @ nyr) u) > vh(u,u),

@ (u, (ZJ irnjr ® (xr — Xj)) u) > aVi(u,u).

@ Deux premiéres hypotheéses : vérifiées sur tous maillages non dégénérés.

@ Derniére hypothése : on obtient des conditions suffisantes non nécessaires sur le maillage.
@ Exemple : pour les triangles tous les angles doivent étre plus grand que 12 degrés.

Hypotheses sur la régularité des solutions et des conditions initiales
@ F(t=0,x) = —-<VE(t=0,x)
@ Régularité des solutions exactes : V(t,x) € W3°°(Q) and V(t = 0,x) € H3(Q)
@ Régularité des conditions initiales pour le schéma : Vj(t = 0,x) € L2(R)
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Schémas AP pour le modéle Py

Convergence uniforme en espace : principe

@ Estimation de convergence naive : ||P; — P¢||naive < Ce=bhe

@ Idée : Utiliser des estimations intermédiaires et des inégalités triangulaires
(Jin-Levermore-Golse).

1Py = Pelliz < min(||P§ = P%|lnaive, 1P — PRI+ IIPF — POl + |IP* = PO|)

P: e—=0 P @ Estimations intermédiaires :
o ||Pe — PY| < GCse?,
o [|P? — POl < C4h?,

h—0 h—0 o ||Pf — PY|| < Cee®,

@ d>c,e=a

Pz po

=0
@ On obtient :

[|P§ — P%||;2 < Cmin(e™2h,e? + b9 + £°))

@ En comparant € et €¢preshold = hatb On obtient |'estimation finale :

P: — P%||,2 < h3i5
h L
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Schémas AP pour le modéle Py

Schéma limite de diffusion

1951 0:E;(t) = > _(Fr, Cjr) =0,
Schéma limite de diffusion (P?) : Z:aerj =2 aF,

;
GAF =3 ECi, Ar=—3 Ci® (x —x)).
J J

pe e=0 po @ Probléme : estimation de
: 15 — Y.
@ En pratique on obtient
hoo h—0 IPF — PRIl < C%.
Pe po
e—=0
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Schémas AP pour le modéle Py

Schéma limite de diffusion

1951 0:E;(t) = > _(Fr, Cjr) =0,
v
Schéma limite de diffusion (P?) : 2_8icFj = > @,
v v
cAF, =Y ECy, Ar=— Ci® (X —x))-
J J

dvy =0 £ 50 @ Probléme : estimation de
Py DA; T A [|Ps — PPl
l @ En pratique on obtient
hoso e 1P; — POl < C&.
=m0 s @ Introduction d'un schéma
L intermédiaire de diffusion DA} .
Pe po

e—0 DA;, : schéma Py avec 0:F; = 0.

Dans les estimations introduites

précédemment on remplace P,? par
DA,
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Schémas AP pour le modéle Py

Condition H et résultat final

Condition H :  La Hessienne discréte du schéma P,? peut étre majorée ou |'estimation
d'erreur ||Pg — PP|| peut étre obtenue indépendamment de la Hessienne discréte.

@ Condition H respectée : on utilise P,? dans les estimations.
@ Condition H non respectée : on utilise DA} dans les estimations.
@ Condition H respectée sur grilles Cartésiennes ou sur grilles non uniformes en 1D.

Résultat final :  On suppose que les hypothéses de régularité et géométriques sont
vérifiées. Il existe un constante C(T) > 0 tel que :

h
IVE = Villiz(o, Tjx @) < € min <\/7,amax (1, \/é) +h+ (h+8)+e> < Chi.
’ &)

@ Casc<h:|Ve—Vi[| <G min(\/%,l) < Gh

. 3
® Case>h:|[Ve— Vi < Gmin(y/2, /%)

. . 1 . - . 1
@ En introduisant €4presh = h2 on montre que le pire cas est [|[VE — V5| < Gaha.
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Schémas AP pour le modéle Py

Résultats intermédiaires |

@ V© solution exacte de P%, V} solution numérique de Pf.
Estimation de [|VE — Vi|| :

On suppose que les hypothéses de régularité et géométriques sont vérifiées. |l existe
une constante C > 0 tel qu'on obtienne |'estimation

(> € h
IV, = V=l oo (0, Ty:02(0)) < C\/;

@ Principe de la preuve :
@ Controler la stabilité des quantités discrétes u, et u; par €

@ On définit I'erreur E(t) = ||V® — V;||,2 et on estime E’(t) en utilisant les
inégalités de Young et Cauchy-Schwartz, les estimations de stabilité, les propriétés
géométriques et beaucoup de calculs.

o Intégration en temps de I'estimation sur E' (t).
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Schémas AP pour le modéle Py

Résultats intermédiaires Il

] Vg solution de DA%, VO solution exacte de PP.

Estimation de ||DAS — Po|

On suppose que les hypothéses de régularité et géométriques sont vérifiées. |l existe
une constante positive VT > 0 Cy(T) tel que

V) — VO 2(q) < Gi(T)(h+¢), 0<t<T.

@ Principe de la preuve :

@ Estimations de stabilité pour les quantités discrétes E; et pour les gradients
discrets aux noeuds.

@ Etude de consistance des différent opérateurs : divergence et gradient.

@ Estimation L2 en utilisant les erreurs de consistance + lemme de Gronwall.
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Schémas AP pour le modéle Py

Résultats intermédiaires |11

Estimate ||P; — DA3||
On suppose que les hypothéses de régularité et géométriques sont vérifiées. |l existe
VT > 0 une constante, Co(T) tel que

V5 — Valli2) < C2(T)emax (1, Vsh*l) +Ch, O0<t<T.

Estimation de ||P¢ — P9|| :
On suppose que les hypothéses de régularité et géométriques sont vérifiées. |l existe
VT > 0 une constante, C3(T) tel que

IVE = VO 2(q) < C3(T)e, 0<t<T.

@ Principe de la preuve :
® Ecrire P® = P¢ + R (resp DA = P + R) avec R un résidu.
@ Obtenir une majoration par € du résidu.
@ Estimation L2 de la différence entre les modéles ou les deux schémas.
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Schémas AP pour le modéle Py

Schéma AP vs schéma classique

@ Cas test : solution fondamentale de la chaleur, € = 0.001. Résultats donnés par
différents schémas pour le modéle P; sur maillage de Kershaw.

Solution de diffusion Schéma non AP
2 [ 2 5
7 4
6 3
15 5 — s ‘2
: o
1 2 1 1
B 2
0 -3
o5 — 05
o [ 05 1 15 2 °
] 05 1 1.5 2
Schéma AP standard Schéma AP aux noeuds

2

2 2
15 15 i
1 1
05 05
0 0

0 05 1 15 2
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Schémas AP pour le modéle Py

nce pour le systéme P;

@ Solution périodique pour le systéme P; dépendante de .
2
@ E(t,x) = (a(t) + Sa (t)) cos(mx) cos(my)
@ F(t,x) = (—%a(t) sin(mx) cos(my), —<a(t)sin(my) cos(mx))
@ Etude de convergence pour € = h” sur un maillage aléatoire quadrangulaire.

1 _1
Y=13 Y=3
0.1 T 0.1 T
gamma=1/4 ----- gamma=1/2 ---%---
R h o
001 k| 0.01 - 4
5 0001 4 5 0001 4
= £
o o
o o~
4 0.0001 k| 4 0.0001 El
1e-05 k| 1e-05 k|
1e-06 L 1e-06 L
10 100 1000 10 100 1000
N N

@ Les résultats numériques montrent que I'erreur est homogeéne O(he + h?).
1

@ Estimation théorique espérée O((he)2 + h).

@ Estimation obtenue non optimale dans le régime intermédiaire.
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Schémas AP pour le modéle Py

nce pour le systéme P;

@ Solution périodique pour le systéme P; dépendante de .
2
@ E(t,x) = (a(t) + Sa (t)) cos(mx) cos(my)
@ F(t,x) = (—%a(t) sin(mx) cos(my), —<a(t)sin(my) cos(mx))
@ Etude de convergence pour € = h” sur un maillage aléatoire quadrangulaire.

1 _
v== =2
0.1 0.1 r
gamma=2 ------
h o
001 E| 0.01 o |
5 0001 F E 5 0.001 | B
= =
i i
a -
- 0.0001 E| - 0.0001 E|
1e-05 | E| 1e-05 - E|
1e-06 1 1e-06 .
10 100 1000 10 100 1000
N N

@ Les résultats numériques montrent que I'erreur est homogeéne O(he + h?).
1

@ Estimation théorique espérée O((he)2 + h).

@ Estimation obtenue non optimale dans le régime intermédiaire.
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Systémes de Friedrichs et transport linéaire

Systémes de Friedrichs et transport linéaire
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Systémes de Friedrichs et transport linéaire

Systémes de Friedrichs avec termes sources

@ Systémes de Friedrichs avec termes sources
1 1 o
0U+ -A0U+ -Bo,U=—-—RU, Uc R"
€ € €

@ A, B, R matrices symétriques et R symétrique positive.
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Systémes de Friedrichs et transport linéaire

Systémes de Friedrichs avec termes sources

@ Systémes de Friedrichs avec termes sources
1 1 o
0U+ -A0U+ -Bo,U=—-—RU, Uc R"
€ € €

@ A, B, R matrices symétriques et R symétrique positive.

Théoréme
On note E; les vecteurs propres de R avec Ker R = vect(Ej, ..., Ep). On suppose qu'il
existe deux vecteurs particuliers indépendants associés aux valeurs propres Api1, Api2

de R satisfaisant .
AE,‘ = ’y,'Ep+]_, vl € {1P}, (H )
BE; = §;E, 12, Vi € {1..p}, !

alors ((U, Ez), ..., (U, Ep)) tend vers V € RP quand ¢ tend vers zéro avec

1 1
0tV — /\7K18XXV =

K20y, V = 0,
p+10 p+20

et K1, Ko des matrices symétriques définies positives.
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Systémes de Friedrichs et transport linéaire

Modeéles P, et S,

@ Equation de transport linéaire (transfert radiatif, neutronique) : soit f(t,x,”) >0 la
fonction de distribution des particules localisées en x € R? et de direction

Q= Hz\l € S9=1. On considére I'équation de transport

1 ’ !
Bef(t,%,Q) + -Q - VF(t,x,Q) = 12/ (f(t,x,Q ) — F(t,x, Q)) do’.
€ €2 Js

@ Modéles S, : (méthode des ordonnées discrétes) obtenue par approximation de
I'opérateur intégrale a I'aide d'une formule de quadrature.

@ Propriétés du modéles S, : A, B matrices diagonales, dimKer R = 1 et R symétrique
positive.

@ Modéles P, : obtenus par projection de I'équation de transport sur les harmoniques
sphériques.

@ Propriétés du modéles P, : systéme symétrisable, R matrice diagonale définie par
Ri1=0etR;j=1 (i;ﬁo).

Théoréme
Les modéles P, et S, satisfont I'hypothése de structure (Hy). J
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Systémes de Friedrichs et transport linéaire

Décomposition des systemes de Friedrichs

Théoréme :
Lorsqu’on écrit les modéles P, ou S, dans la base des vecteurs propres de R, on
obtient
1 1 g
otV + -AoK\V+-Bo\V = ——2DV
€ e €

avec D diagonale, définie par D13 = 0 et D;j = 1 (i # 0). Si I'hypothése (Hy) est
satisfaite , L .
A=p,+A B =pP,+B",

" 1" " "
avec Ag; =0, Ao =0, By ; = 0. B o =0.

@ Les matrices P1 x, P1,, sont les matrices associées au modéle P;.
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Systémes de Friedrichs et transport linéaire

Décomposition des systemes de Friedrichs

Théoréme :
Lorsqu’on écrit les modéles P, ou S, dans la base des vecteurs propres de R, on
obtient
1 1 g
otV + -AoK\V+-Bo\V = ——2DV
€ e €

avec D diagonale, définie par D13 = 0 et D;j = 1 (i # 0). Si I'hypothése (Hy) est
satisfaite , L .
A=p,+A B =pP,+B",

" 1" " "
avec Ag; =0, Ao =0, By ; = 0. B o =0.

@ Les matrices P1 x, P1,, sont les matrices associées au modéle P;.
@ Conclusion : Les modéles P, et S, peuvent &tre décomposés entre le modéle P; et un
systéme qui n'intervient pas en régime de diffusion.

@ Méthode numérique (micro-macro décomposition ?) : Diagonalisation du systéme,
décomposition du systéme, discrétisation du modeéle P; avec un schéma AP et I'autre
systéme avec un schéma classique.
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Systémes de Friedrichs et transport linéaire

Résultats numériques sur les systemes de Friedrichs

@ Régime de diffusion : cas test précédent.
[ Maillages/ ¢ [ e=10"3 [ e =10"% | [ Maillages/ e [ e=10"3 [ e =10"*%]

Cartésien 1.8 1.95 Cartésien 1.80 1.95
Aléa. quad. 1.85 2 Aléa. quad. 1.85 2
Aléa. triang. 1.35 1.35 Aléa. triang. 1.35 1.35

Kershaw 1.85 1.95 Kershaw 1.85 1.95

Table: Ordre de convergence. Modéle P3 Table: Ordre de convergence. Modéle S,
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Systémes de Friedrichs et transport linéaire

Résultats numériques sur les systemes de Friedrichs

@ Régime de diffusion : cas test précédent.
[ Maillages/ ¢ [ e=10"3 [ e =10"% | [ Maillages/ e [ e=10"3 [ e =10"*%]

Cartésien 1.8 1.95 Cartésien 1.80 1.95
Aléa. quad. 1.85 2 Aléa. quad. 1.85 2
Aléa. triang. 1.35 1.35 Aléa. triang. 1.35 1.35

Kershaw 1.85 1.95 Kershaw 1.85 1.95

Table: Ordre de convergence. Modéle P3 Table: Ordre de convergence. Modéle S,

@ Cas test de transport : solution fondamentale
Solution fondamentale du modéle P;  Solution fondamentale du modéle S,
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Extension aux modéles non linéaires

Extension aux modéles non linéaires
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Extension aux modéles non linéaires

Equations d'Euler avec friction et gravité

@ Equations d'Euler avec friction et gravité :

Op + é div(pu) = 0,
depu + Zdiv(pu @ u) + 2Vp = —2(pVé + Zpu),
Brpe + L div(pue) + div(pu) = —X(p(Vé,u) + % p(u,u)),

@ avec ¢ le potentiel de gravité, o le coefficient de friction.
Propriétés :
@ Inégalité d'entropie : 9:pS + % div(puS) > 0.
@ Etats stationnaires :
u=20,
Vp=—pVo.

@ Limite de diffusion :

Otp + div(pu) = 0,
Otpe + div(pue) + pdivu = 0,

u=-1 (v¢>+ %Vp).
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Extension aux modéles non linéaires

Construction du nouveau schéma aux noeuds |

Idée : Modifier le schéma Lagrange+projection classique avec la méthode de
Jin-Levermore. J

@ Le schéma Lagrange Projection (schéma LP) :

|9 | 0eps + 2 (Zm wirpj + 2R %Pk(r)) =0
|9 | Bupuy + 2 (Sg, wilow); + Sr_ wirlpu)ir + X, PC;) = 0
|9 | depjej + 2 (Sr, wilpe) + Tr_ wilpe)irn + X, (Cjpur)) =0

avec les flux Lagrangien

Gjr = pjCjr + pj @ (uj — ur)
> pigaiur =Y piCir + Y piaju;
j j j
@ Flux d'advection : uj = (Cjr,u,), Ry = (r/uj >0), R = (r/u; <0) et

iy = 2 uj >0 WirPj
k(r) Zf/“jr>0 w,
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Extension aux modéles non linéaires

Construction du nouveau schéma aux noeuds Il

Méthode de Jin-Levermore : on incorpore la relation Vp + O(e?) = pg — Zpu dans les
flux Lagrangien

@ Le schéma modifié est donné par
| Q| Oepj + L (Zm Uirpj + 2R Ujrﬂk(r)) =0
|9 | Bupju; + 2 (S, wilpw); + g wirlpulicr + 2, pC;r)
=1 (Z, BrloVe) + 25, piBiur)
|9 | 9epje;+ 2 (S, wirlpe)i + Sp_ wirlpeur) + 32, (PCp, 1))
= -1 (. (Bir(oV9)r,ur) + 25, pr(ur, Biur) )

avec les flux Lagrangien

~ > g =~
PCr = piCir + piGar (W) — ur) = B (pPV)r — —prjetir
~ o P . —~
(Z PG + —pr Y ﬁjr) ur = piCir + Y picaiu; — (O Bir)(pV o),
j T J J J

@ et (pV¢), une discrétisation a I'interface de pVo.
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Extension aux modéles non linéaires

Propriété "asymptotic preserving'

Schéma limite de diffusion : Si les matrices locales sont inversibles alors le schéma
LP-AP tends formellement vers le schéma suivant

| Q| Opj + (Zm uirpj + 3R u,-,pk(,)) =0

|9 | epjes + (T, wirlpe); + L_ wirlpedin + P 2, (Ciryur)) =0
opr (ZJ Ejr) ur =3 pCir — (ZJ Bjr) (pPVP)r

@ Remarques sur le schéma limite de diffusion :
@ Le schéma de diffusion est positive et non linéaire.
@ Pour p = Kp, on observe que le schéma converge a I'ordre 1.

@ Question ouverte : Vérifier cette propriété pour une équation d’état plus générale.

@ Remarques sur le schéma en temps :

@ Une autre formulation du schéma permet d'obtenir un terme source local dans
I'équation sur la quantité de mouvement.

@ En utilisant une discrétisation implicite du terme source local, on constate
numériquement que la CFL est indépendante de .
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Extension aux modéles non linéaires

Propriété "well-balanced"

Résultats :
@ On définit V,p = —(3; Ej,)_l >_; PiCjr et pr une moyenne de p; autour du
noeud x,.

@ Si les conditions initiales sont données par un état stationnaire discret
Virp = —(pV ), alors elles sont préservées exactement par le schéma.

Conclusion :

@ L'erreur numérique est gouvernée seulement par |'erreur numérique entre I'état
stationnaire discret et |'état continu.

@ Question : Quelle est I'erreur numérique entre les deux états discret et continu ?

@ Pour p constant et V¢ = gx : |'état stationnaire discret est exacte.
@ Pour p et V¢ variable : I'état stationnaire discret n'est pas exacte, mais |'erreur
est homogéne a O(h?).
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Extension aux modéles non linéaires

Résultats numériques : large opacité

@ Cas test : probléme de Sod avec 0 >0, e =1 et Vo = 0.
@ o=1
AP scheme, p non-AP scheme, p

ZROR6e Sae
NG comor
SRR 0o Jmie

Udlo Bt

sy
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Extension aux modéles non linéaires

Résultats numériques : large opacité

@ Cas test : probléme de Sod avec 0 >0, e =1 et Vo = 0.
@ o =10°
AP scheme, p non-AP scheme, p

ZROR6e Sae
NG comor
SRR 0o Jmie

AP scheme, ¢ non-AP scheme, ¢
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Extension aux modéles non linéaires

Résultats numériques : limite de diffusion

@ Cas test : probléme de Sod avec o > 0, et Vo = 0.
@ Schéma non AP, £ = 0.005, maillage 480 x 480
p Energie

2ReRaalze

p
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Extension aux modéles non linéaires

Résultats numériques : limite de diffusion

@ Cas test : probléme de Sod avec o > 0, et Vo = 0.
@ Schéma non AP, £ = 0.005, maillage 480 x 480
o Energie

2R2Raa388
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Extension aux modéles non linéaires

Résultats numériques : états stationnaires

@ Validation de la propriété
@ Le vecteur de gravité est V¢ = (0, —1).

well-balanced".

@ Le premier cas test est donné par pj =1, u; =0 et g = —ﬁ(xj7 V¢) + C avec C une
constante.
| Schemes | LP-AP | LP |
| Meshes/cells | 40 80 160 | 40 80 160 |
Cartésien 5.9 x 1x1071® 7.1 x | 0.00470 0.00239 0.00121
10—17 10—17
Aléatoire 1.1 X 15 x 3x10716 | 0.01519 0.00947 0.00526
10716 10716
Kershaw 1.4 X 2.2 x 3.2 X | 0.08503 0.050 0.02908
10—16 10—16 10—16

@ Schéma classique : converge avec O(h).

@ Schéma AP : préserve exactement les états stationnaires.
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Extension aux modéles non linéaires

Résultats numériques : états stationnaires

@ Validation de la propriété "well-balanced".

@ Le vecteur de gravité est V¢ = (0, —1).

@ Les conditions initiales pour le second cas est sont définies par p;(t,x) =y + b, u; =0
et pj(t,x) = —(% + by) + C.

| Schemes | LP-AP | LP |
| Meshes/cells | 80 160 320 | 80 160 320 |
Cartésien 2.3 x 9.4 X 3.4 x | 0.003407 0.00167 0.00008
10715 10715 10714
Aléatoire 34x107° 1x10°° 2.8x107% | 0.00967 0.00529 0.00282
Kershaw 1.1x107% 1.8x10~7 2.6x10~8 | 0.03687 0.008363 0.00215

@ Schéma classique : converge avec O(h).
@ Schéma AP : converge avec O(h?).
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Extension aux modéles non linéaires

Schéma d'ordre tres élevé localement autour de I'équilibre

@ But : Conserver les propriétés classiques de stabilité des schéma d’ordre d'un et
avoir une discrétisation d’ordre élevé autour des équilibres.

@ Meéthode : construire des états stationnaires discrets d'ordre trés élevé.

@ Etat stationnaire discret : pj1 — pj = —A)(Hl(pBX(zﬁ)H; avec
2 2
(POx9)jy1 = L(pjr1 + ) (B41 — 9))-

@ Pour commencer on considére |'état stationnaire suivant
3><P = *Pax¢

@ En integrant sur la maille diamant [x;, xj41] on obtient

1 G+ 1 1
Axi 1 Ax. s /X Oxp(x) | = —Ax; 1 m/x P(x)0xp(x) | -
2 2

J ] j
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Extension aux modéles non linéaires

Schéma d'ordre tres élevé localement autour de I'équilibre

@ But : Conserver les propriétés classiques de stabilité des schéma d’ordre d'un et
avoir une discrétisation d’ordre élevé autour des équilibres.

@ Méthode : construire des états stationnaires discrets d’ordre trés élevé.

@ On introduit 3 polynémes ﬁ-+1 x)=>7_4 rexk et

1 1
J+1(X) ZZ+1PI<X7 J+1(X) Zq+ (z)kX avec

o (o o
Pip1(x) = Dxipy, Pjv1(x) = Axipi, i1 (x) = Axign
X, 1 X,_ 1 X_1

-1 -1 -1

et | € 5(j) (5()) est un sous ensemble de cellule autour de j). En utilisant ces
polyndmes on obtient les nouveaux états discrets

A — [op00) =-a [ 5100530
X1 P 1(x X - pi1(x 1(X
Jt3 AXH% X *Fj+3 J+3 AXH% x; itz *Yits
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Extension aux modéles non linéaires

Schéma d'ordre tres élevé localement autour de I'équilibre

@ But : Conserver les propriétés classiques de stabilité des schéma d’ordre d'un et
avoir une discrétisation d’ordre élevé autour des équilibres.

@ Méthode : construire des états stationnaires discrets d'ordre trés élevé

@ Pour obtenir un schéma qui préserve les états discrets, il est nécessaire d'avoir les termes
de pression liés a la diffusion numérique dans |'état discret.
@ On obtient I'état discret a I'ordre g

Pj+1 — AX+1(p8 ¢)J+1

with

/xj+1 axj+;(x)> n </Xj+1 ﬁj+%( )ax¢+1( )> — (pj41 _Pj)>

1
HO __
(ve i3 Axi 1 << G

E. Franck et Co. VF pour des systémes hyperboliques avec termes sources



Extension aux modéles non linéaires

Résultats numérique

@ Cas test : p(t,x) =3+ 2sin(27x), u(t,x) =0, p(t,x) = 3 + 3sin(2wx) — %cos(47rx)

et ¢(x) = —sin(2rx). Maillage aléatoire.

| Schemes | LR | LR-AP (2) | LR-AP (3) | LR-AP (4) |

l cells [ Err q [ Err q [ Err q [ Err q ‘
20 0.8335 - 0.0102 - 0.0079 - 0.0067 -
40 0.4010 1.05 | 0.0027 1.91| 8.4E-4 3.23| 1.5E-4 5.48
80 0.2065 0.96 | 7.0E-4 1.95| 7.7E-5 3.45| 4.1E-6 5.19
160 0.1014 1.02| 1.7E-4 2.04 | 7.0E-6 3.46 | 1.0E-7 5.36

@ Cas test : p(t,x) = e &, u(t,x) =0, p(t,x) = e & et ¢ = gx. Maillage aléatoire

| Schemes | LR | LR-AP (2) | LR-AP (3) | LR-AP (4) ‘
l cells [ Err q [ Err q [ Err q [ Err q ‘
0.0280 - 6.5E-4 - 1.8E-5 - 8.0E-7 -

0.0152 0.88 | 1.4E-4 2.21 | 2.0E-6 3.17 | 3.8E-8 4.4
0.0072 1.08 | 3.3E-5 2.08 | 2.0E-7 3.32| 2.0E-9 4.25
160 0.0038 0.92 | 8.8E-6 1.90 | 2.8E-8 2.84| 1.1E-10 4.18

E. Franck et Co. VF pour des systemes hyperboliques avec termes sources




Extension aux modéles non linéaires

Passage en 2D : le schéma CENO

@ But : Utilisation du schéma de volumes finis CENO d'ordre trés élevé adapté
pour les maillages non-structurés

@ Méthode : Méthode hybride combinant la méthode des moindres carrés d'ordre
elevé k-exact avec une méthode des moindres carrés perservant la monotonicité

Procédure :

@ Reconstruction k-exacte sur chaque cellule

N1 N2

uf(,y) = D D (x = x)P(y = )P Corpa 1)

p1=0 p2=0

ol les coefficients Cp,p, sont les inconnus
@ Evaluation de I'indicateur de régularité de la solution sur chaque cellule

@ Reconstruction linéaire par morceaux si solution pas assez rguliere
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Extension aux modéles non linéaires

Transfert radiatif : modéle M;

@ Modéle aux moments en transfert radiatif : modéle M.
, 1.
OtE+ = divF =0,
€

1 ~
aF+-v.-P=-TF,
€ &

@ Energie, F le flux radiatif et P = %((l —x(F)d + (3x(f) — 1)%)E la pression.

2
@ f=|F||/E et x(f) = #ﬁf_?-

Propriétés :
o Limite de diffusion, ¢ — 0 : 0:E — div(5= VE) =0,
@ Inégalité d'entropie : ;S + %div(Q) >0,

@ Principle du maximum : E > 0, ||f|| < 1.
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Extension aux modéles non linéaires

Formulation comme un systéme de la dynamique du gaz

@ On formule le modéle M; comme un systéme de la dynamique du gaz

@ pour utiliser un schéma aux noeuds Lagrange+projection pour obtenir un schéma
limite consistant,

@ pour préserver le principe du maximum |'aide de I'inégalité d’entropie.

. p + L div(pu) =0
OF + Ldivu®F + Iyq) = —%F, €1 . ’ .
8E+ Lldiv(Eu+qu)=0, - o gfp‘; :[ i i'ﬁpﬂfﬂ" J;)Idj)o_ SV
:S + L div(us) >0, i pRE S G =50

Oeps + < div(pus) > 0,

@ avec F = pv le flux, E = pe I'énergie et S = ps |'entropie.
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Extension aux modéles non linéaires

Schéma et propriétés

@ Propriétés :
@ Schéma AP avec un schéma limite de diffusion d'ordre 1 (ou 2 avec MUSCL).
@ Version semi-implicite stable indépendamment de .

Lemme : inégalité d'entropie (Ej(t = 0),F;(t =0)) € @ = {E > 0, ||f|| < 1} alors le
schéma semi-discret est entropique :

2e5/(8) + = ((u, Ci)Si) 20

et préserve le principe du maximum Vt > 0.

@ Par le théoréme de Cauchy on sait que la solution (Ej(t),F;(t)) € Q sur [0, T].

@ On commence par montrer que le schéma est entropique si 3j, est positif.

’ E¥/4(1—]|u[]?) inoré -
n montrant que u, es ornee € = est minoree sur . , on optien
o E trant t b t S EEIMIBE t [0, T] btient

que E et (1 — ||u||?) sont positifs et bornés sur [0, T].
@ En utilisant des résultats classiques des systémes dynamiques on obtient le résultat
VT > 0.
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Extension aux modéles non linéaires

Résultats pour modéle M;

@ Cas test de diffusion : Les données sont E(0,x) = G(x) avec G(x) une Gaussienne
F(0,x) =0 (cas My) et o = 1.

[ schémas “ NL “ VF5 “ Linear H My ]
Maillages ordre | E; >0 || ordre | E; >0 || ordre | E; >0 || ordre | E; >0
Cartésien 19 oui 2 oui 2 oui 2.0 oui

Aléa. quad 1.9 oui 0.3 oui 1.98 non 2. oui
Aléa. tri. 2.15 oui 1. oui 1.32 non 1.9 oui
Kershaw 1.9 oui 0 oui 2 non 1.9 oui

@ NL : Schéma limite du schéma pour M;. My : schéma AP pour M; avec ¢ = 1073,

@ Principe du maximum : Les données sont o = 0, E(0,x) = Fx(0,x) = 1jg 4:0.6]2 €t
Fy(0,x) = 0. La solution est E(t,x) = Fx(t,x) = 19 44106442 and Fy(t,x) = 0.

Maillages | ordre | E; >0 | || fj][<1
Cartésien 0.5 oui oui

Aléa. quad 0.5 oui oui
Kershaw 0.49 oui oui
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Extension aux modéles non linéaires

Conclusion et perspectives

@ Conclusion

@ Modele P; : Schéma AP sur maillages non structurés avec une stabilité
indépendante de €.

@ Modele P; : Convergence uniforme sur maillages non structurés pour le schéma
semi-discret.

@ Schémas AP pour des systémes linéaires généraux avec des termes sources
(modéles Py, Sy) en utilisant une décomposition type "micro-macro".

@ Modéles non linéaires : Schéma AP avec principe du maximum pour le modéle
M. Schéma AP et WB pour les équations d'Euler.

@ Tous les modéles : Modes parasites dans certains cas (exemple : maillages
Cartésien + Dirac comme donnée initiale).

@ Possible futures travaux
@ Analyse théorique pour le modéle P; : stabilité (CFL) et estimation en temps de
convergence.
@ Analyse du schéma AP pour Euler : Stabilité non linéaire, inégalité d'entropie.
@ Trouver une méthode génfique pour stabiliser les schémas aux noeuds.
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Extension aux modéles non linéaires

Merci pour votre attention

VF pour des systémes hyperboliques avec termes sources
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