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Probleme de fermeture |

On considére une EDP du type :

at“(tal'lw--wzn) +vac1,-..,mnf(“§zla<--azn) =0

Afin de réduire le co(it de calcul, on utilise des méthodes de réduction de dimension qui projettent sur une
base de fonction dépendant d’'une partie des variables.

Deux formalismes : Galerkin ou méthodes aux moments.

Méthode de Galerkin :

on propose

N
u(t,z1,...,¢n) =uN(t,T1,...,2n) = 21 ai(tyzr, o TR)P(Thg1s oo Tn)
avec

o = Gi(Thp1s- s xp)u(t, 1, .. Tp)dogg, ..., dey

on obtient un modele réduit sur les o; en résolvant :

. 2
min l0tun (t, z1,...,2n) + le,m,z"f(uN;acl, oozl
(aq,--apn)

si le modéle est linéaire on obtient une équation linéaire :

d
?a(t,xl,...,Zk) +V¢1P”,$k(Aa(t,,zl,...,zk)) =0
t

ou les matrices dépendront de la base obtenue et du modéle;
si le modéle est non-linéaire, on obtient une équation non-linéaire

d
Zalt,wr, @) + P(Vay e funse, . an) =0,
t

avec P le projecteur sur la base.
Une fermeture est une fonction f(c) qui approche P(Vgy,. .. ,zp f(un;Z1, ... 2Zn)).



Méthodes
d’apprentissage
pour les problémes
de fermeture et
stabilisation en EDP

E. Franck

Contexte physique
et mathématique

Modéles réduits
pour I'équation de
Vlasov
Génération des données
Réseaux de neurones
Résultats
Modele fluide
Difficultés : stabilité et
coiit caleul
Fermeture et bases
réduites

Bases réduites pour les
&quations hyperboliques

Fermeture et contréle
optimal
Stabilisation de
schéma LBM
Schéma LBM

Stabilisation et contréle
optimal

Probléeme de fermeture Il

® Méthode aux moments :

@ on se donne N moments :
a; = (di,u) 2 = $i(Thp1s - en)u(t,z1, .., zp)dTpyr, .. dan

@ on écrit un modele sur les moments :

9t [ (vbi(zpq1, - an))depsr, . den + [ (v-Véi(Tpi1, .. 2n))dTy1, .., dzn =0

Ora(t) + | (vVay,. . . ,2n®i(Tpt1s-2n))dTpgr, ..., dzn = 0.

© Comment obtenir le modéle ? On choisit un ansatz de solution de la forme
v(ag, ..., N, Thtls- - ap, ). Ensuite, on incorpore cette distribution dans I'équation et on
calcule les moments, ce qui donne le modéle fermé :

v+ f(Vay,.  apic) =0

@ Pour déterminer I'ansatz, on peut le construire par analyse asymptotique ou par un processus
d’optimisation :

minn(v), sous contrainte (¢p;,v) 2 = a;, V1 <i < N
v

@ La méthode de Galerkin et des moments coincident pour n(v) = %vr" et des EDP linéaires.
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X ® En physique des plasmas on résout I'équation de Vlasov-Poisson sur la distribution de particules
Contexte physique t A
et mathématique ft,z,v): N
Modeles réduits (V) Otf +v0pf + E(x)0y = ;(M(p, w, T) — f),
pour I'équation de
Vlasov avec M (p, u, T') la fonction Maxwellienne, & le nombre de Knudsen et E le champ électrique, donné par

Génération des données
Réseaux de neurones
Résultats (P) E=-0z¢ , Ogap= P — pdz.
Modele fluide
Difficultés : stabilité et
cot calcul .
® On utilise souvent des méthodes de réduction sur I'espace des vitesses afin de se ramener a un systéme
Fermeture et bases spatial.
réduites
Bases réduites pour les ® On choisit comme moments {1, v, %vz}, et on écrit |'équation sur les moments :
&quations hyperboliques

Fermeture et controle

optimal
Stabilisation de Otp + 0z (pu) =0,

schéma LBM At (pu) + 0z (pu’ + pT) = —Ep,
Schéma LBM Byw + 8 (wu + puT + q) = —Epu,
Stabilisation et contréle

optimal

_ _ _ 1,24 1. _ 2
avecpfﬁﬁfdv, puf‘ﬁgfvdv,wffpu +§p—‘/]‘Rfv2 dv,

— — 1 2 — 1 3
etp—pT—EL];Rf(u—v) dvetq—éj];{f(u—v) dv.
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Contexte physique
et mathématique 1 3
q(z,t) = = | f(z,v,t)(v — u(z, )" dv,
R AR 2
Modeéles réduits

pour I'équation de

\Ezay reste indéterminé. On a besoin d'une fermeture qui donne ¢ = C(p, u, T') afin d’obtenir un systéme

Génération des données résolvable.
Réseaux de neurones L. ) .

. ® Stratégie classique : on choisit un ansatz.
Résultats

Modele fluide o T b ' .
T —_ ler cas f{t_7 z, 'u? = v(p, u, ) est obtenu par I'asymptotique € = 0 ou par
cofit caleul minimisation de I'entropie

n(f) = finf — f,

Fermeture et bases

réduites On obtient ¢ = 0O et les équations d’Euler.

Bases réduites pour les

&quations hyperboliques 2¢me cas f(t,z,v) = M(p,u,T) + €g(t, z,v) (obtenu par I'asymptotique € — 0). On
Fermeture et controle obtient ¢ = — gpi)mT et les équations de Navier-Stokes.

optimal

P 3eme cas fermeture non locale en espace pour des configurations particuliéres.
Stabilisation de

schéma LBM
Schéma LBEM ® Idée : proposer une fermeture en utilisant |'apprentissage profond et des simulations cinétiques.

Stabilisation et contréle
timal - i B )
opHme ® Régime et validité des fermetures (papier de M. Torrilhon et al.) :

Euler NSF Transition Kinetic Free
equations equations regime regime flight
—_—
107 102 101 100 10 102
Kn

<«—EQUILIBRIUM—> ‘ <«—NONEQUILIBRIUM—>
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Génération des données

® On considére une fermeture globale : G(p(.), u(.), T'(.), &)

Les données sont calculées avec le modéle cinétique

kinetic
model
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® On considére une fermeture globale :

randomized
generation

Les quantités sont générés aléatoirement. En particulier,

o

—L 2 1N
—[CW—| fo

—Cm

—_— - O—
t tao

Génération des données

q(p(-),u(.), T(.), )

kinetic
model

€

[0.01,1].
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e ® On considére une fermeture globale : G(p(.), u(.), T'(.), )

Modeles réduits
pour I'équation de
Vlasov Le modéle donne f1, ..., fop aux temps tq, ..., t2 respectivement.
Génération des données

Réseaux de neurones

Résultats

Modele fluide o S

Difficultés : stabilité et
cofit calcul

Fermeture et bases — ~

réduites
randomized kinetic
Bases réduites pour les — — fo

équations hyperboliques. generation model

Fermeture et contréle — [ To ] A

optimal

o

Stabilisation de a--d—
schéma LBM t oty
Schéma LBM
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Contexte physique

e ® On considére une fermeture globale : G(p(.), u(.), T'(.), )

Modéles réduits
pour I'équation de

Vlasov Finalement les fonctions p, u, T" et g sont calculées et stockées avec €.
Génération des données

Réseaux de neurones

Résultats
Modele fluide ) — | ———
Difficulteés : stabilité et O L7 ]
cot e : —| n |-

Fermeture et bases — ~

réduites . A

randomized kinetic
Bases réduites pour les ; — — fo
équations hyperboliques. generation model . ——
Fermeture et contréle — [ Th ] A 7
optimal 5 L2 1
— 20 [
Stabilisation de ] o T
schéma LBM t tao
_ « I
Schéma LBM

Stabilisation et contréle
optimal

T
%

dataset
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® On considére une fermeture globale :

randomized
generation

Deux jeux de données (500 x 20 = 10 000) sont générés :

o

—L 2 1N
—[CW—| fo

—Cm

—_— - O—
t tao

Génération des données

q(p(-),u(.), T(.), )

kinetic
model

Ce 1

hi

]
—[Cu ]

T
%

——
R
T

un pour l'entrainement, et un pour la validation.

7]

dataset
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Entrainement

Un réseau de neurones une fonction particuliere
non-linéaire dépendante d'un grand nombre de paramétres.

Neural
Network

Parameters 6
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Entrainement

L ’entrainement d'un réseau est un processus d'optimisation
qui permet d'ajuster les parametres.

Neural
Network

Parameters 6
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. Pour chaque couple (X, Y') dans I'ensemble de données,
Contexte physique , L S .
et mathématique une erreur est calculée entre la prédiction Y et la solution Y.

Modéles réduits
pour I'équation de
Vlasov

Génération des données

Réseaux de neurones
Résultats

Modéle fluide
Difficultés : stabilité et
cofit calcul
Fermeture et bases Neural

réduites Network
Bases réduites pour les
équations hyperboliques.
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optimal

< TTTTTT]

Stabilisation de Parameters 6
schéma LBM X — L)

Schéma LBM

~

Stabilisation et contréle
optimal

Error
Jo(X;Y)
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Stabilisation de Parameters 6
schéma LBM X — L)

Schéma LBM

< TTTTTT]

~

Stabilisation et contréle

optimal 6 0—nVed

Error
Jo(X;Y)
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fonctions simples ou données : f(x)

Structure générale

L'entrée passe sucessivement dans des couches cachées.

Entrée Couche 1 Couche 2 Couche 3 Sortie

% N\
ONREA R N
KNS K24 N
v s
XN R S K R K
3 5 NP
PRI XN XX

ST

RIS
& R

,,,',V&“ :\
AT X
e ONANN
55 X

o5 K>
VAALEST
V2
L1757
r,/;;'« 25 Q
X522

[/ RN
OO\

e
7
i

(LK

S

2

® En analyse numérique, on utilise en général des fonctions paramétriques obtenues en sommant des

Zi\;l 0i¢i(z).

® Un réseau de neurone est obtenu par composition de fonctions simples.
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Structure générale

Chaque aréte contient un paramétre
qui peut étre ajusté dans I'entrainement.

Entrée Couche 1 Couche 2 Couche 3 Sortie

s a\\\\t\\\\\
N

RSSZ
XS
RIS
N

Z > §§§:\ :}?i,
@ =0 ==

® En analyse numérique, on utilise en général des fonctions paramétriques obtenues en sommant des
. . ) N
fonctions simples ou données : f(z) = E 1 0;0;(x).
i=

® Un réseau de neurone est obtenu par composition de fonctions simples.
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Structure générale

Chaque neurone applique une fonction
d’activation non-linéaire a son résultat.

Entrée Couche 1 Couche 2 Couche 3 Sortie

s a\\\\t\\\\\
N

RSSZ
XS
RIS
N

Z > §§§:\ :}?i,
@ =0 ==

® En analyse numérique, on utilise en général des fonctions paramétriques obtenues en sommant des
. . ) N
fonctions simples ou données : f(z) = E 1 0;0;(x).
i=

® Un réseau de neurone est obtenu par composition de fonctions simples.
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Réseaux convolutifs |

Réseaux convolutifs : étape linéaire basée sur des convolutions contre des petits noyaux.

Avantages : Réseau de neurones creux. Trés efficace pour les données structurées (données spatiales sur
grilles cartésiennes, images, signaux temporelles etc).

Exemple : détection de discontinuités dans des fonctions.
On génére 1000 fonctions avec des modes de Fourier choisis aléatoirement. On ajoute une discontinuité
aléatoire. 890 (entrainement), 110 (pour monitorer le sur-apprentissage).
But : classifier les fonctions avec et sans discontinuité :
5
flz,y) = E a;cos(2mk;x)sin(2wl;y) | Disc(z,y)

1

avec k;, l; aléatoire entre 0 et 4, a; € [—1, 1] et Disc une discontinuité aléatoire. Maillage : 48 X 48.
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Vi 08 ,
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Génération des données
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e flu 04
Modele fluide 2
Difficultés : stabilié et O = 0
cofit calcul 0 @ D 02
Fermeture et bases 20
réduites 00 > 00 02 04 06 08 10

00 02 04

Bases réduites pour les
&quations hyperboliques
Fermeture et contréle Test : 200 fonctions supplémentaires.
optimal
Stabilisation de ® Réseau totalement connecté (4 couches) 1 : 566 000 poids. Efficacité ~ 0.45 — 0.6.
schéma LBM
Schéma LBM

® Réseau totalement connecté (4 couches) 2 : 230 000 poids. Efficacité ~ 0.45 — 0.6.

Stabilisation et contréle
optimal

® CNN (3 couches Conv, 3 couches denses) : 41 300 poids. Efficacité ~ 0.9 — 0.95.
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Entrée

Réseaux convolutifs 1]

Couche convolutive :

Noyau

Base

Sortie
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Réseaux convolutifs 1]

Les paramétres sont localisés dans le noyau.

Noyau

Paramétres

Base

Sortie
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Réseaux convolutifs 1]
Base

Le produit avec le noyau applique un filtre.

Entrée Noyau Sortie

Produit scalaire
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Produit scalaire



Méthodes
d’apprentissage
pour les problémes
de fermeture et
stabilisation en EDP

E. Franck

Contexte physique
et mathématique

Modeéles réduits
pour I'équation de
Vlasov
Génération des données
Réseaux de neurones 4
Entrée
Résultats
Modele fluide Paddi
addain,
Difficultés : stabilité et g
coiit caleul

Fermeture et bases
réduites

Bases réduites pour les
&quations hyperboliques

Fermeture et contréle
optimal
Stabilisation de
schéma LBM
Schéma LBM

Stabilisation et contréle
optimal

Réseaux convolutifs 1]
Padding

Pour obtenir une sortie de méme taille : "padding".

Noyau Sortie
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Réseaux convolutifs |l
Entrée a plusieurs vecteurs

Entrées multiples : couleurs dans une image, ...

Entrée Noyau Sortie

d
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Réseau V-Net

On utilise une version 1D de |'architecture V-Net,
pour la fermeture non-locale.

output Y
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Réseau V-Net

On applique deux couches de convolution

pour obtenir d (profondeur) signaux de sortie. Activation : softplus.

2 (depth) 1

g

z

z £>E>

- o =

LiTr‘lput ¥ i output Y
£ Convolution
> Softplus
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$3  Convolution V Down-sampling «+++> Small shortcut
> Softplus
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Z
3 £3>E>
ot
o
input X

L'opération est repétée sur £ niveaux.

2 (depth)

]

- 4
V M
L
oS
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pgxing

Réseau V-Net

©
&
—

™
=
=

output Y

€ Convolution
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V Down-sampling

-+--» Small shortcut
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Réseau V-Net

On applique les opérations inverses pour obtenir la résolution d’origine.

(depth)

- 512 (window si

input X

wwm
v

3 levels
g H
256 §\-_
= ==
>

o~
0

output Y

£ Convolution V Down-sampling
> Softplus A Up-sampling

-» Small shortcut
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Réseau V-Net

On applique les opérations inverses pour obtenir la résolution d’origine.

B
‘@

g £3>E>
S

input X

H

(depth)

™
=
10
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$3  Convolution
> Softplus

v
A

Down-sampling
Up-sampling

> Small shortcut
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3 levels

4
Z
2
>
input X

Réseau V-Net

A I'aide d’une moyenne pondérée pour obtenir la sortie.

2 (depth)

o~
=

output Y

512

£ Convolution

>

Softplus

v
A

Down-sampling
Up-sampling

8  Weighted mean

-+--» Small shortcut
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$3  Convolution V Down-sampling 4p  Summation -++» Small shortcut
> Softplus A Up-sampling ®8  Weighted mean ~ —— Big shortcut
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Résultats
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N
T
|

Bases réduites pour les 1 -
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Fermeture et contréle
optimal
Stabilisation de
schéma LBM
Schéma LBM | | | | | |
Stabilisation et controle 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

optimal Nombre de Knudsen &

Comme attendu, I'erreur explose pour Navier-Stokes quand € augmente. L'erreur semble quasiment
uniforme pour le réseau (qui est moins bon que Navier-Stokes pour les petites valeurs de €).
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® On compare |'énergie électrique £(t) = | E(z,t)* dz

Modéles réduits 5 .

s o dans les modéles suivants :

pour I'équation de

Vlasov

Génération des données Cinéti
inéti

Réseaux de neurones etique

Résultats

Modzle fluide

Difficultés : stabilité et

coit caleul

Fermeture et bases
réduites

Bases réduites pour les
&quations hyperboliques

Fermeture et contréle
optimal
Stabilisation de
schéma LBM

Schéma LBM . ez N ) N . )
L . ® Dans la suite : Il y a des différences entre "le modéle cinétique" et "le modele fluide+cinétique". Cela
Stabilisation et contréle

optimal semble provenir des méthodes numériques.

® On peut pas faire mieux que :"fluide + cinétique".
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® On compare |'énergie électrique E(t) = f E(z,t)° dz
it s dans les modeles suivants :
pour I'équation de

Vlasov

Génération des données Cinéti
Réseaux de neurones inetique
Résultats

Modele fluide

Difficultés : stabilité et . L N
cot caled 0 — = === Fluide+Cinétique : ¢ = g

Fermeture et bases
réduites

Bases réduites pour les
&quations hyperboliques

Fermeture et contréle
optimal
Stabilisation de
schéma LBM

Schéma LBM . ez N ) N . )
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Fermeture et contrdle

optimal

Stabilisation de

schéma LBM

Schéma LBM . ez N ) N . )
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® On peut pas faire mieux que :"fluide + cinétique".
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® On compare |'énergie électrique E(t) = f E(z,t)° dz
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L . ® Dans la suite : Il y a des différences entre "le modéle cinétique" et "le modéle fluide+cinétique". Cela
Stabilisation et controle A ) L
optimal semble provenir des méthodes numériques.

® On peut pas faire mieux que :"fluide + cinétique".
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Modéles réduits 0
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Fluide+Réseau
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Réseaux de neurones

log E£(t)

Résultats
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|
=
T

Stabilisation et contréle
optimal _gl- ¢




Méthodes
d’apprentissage

pour les probléemes
i o Exemples (1/2
stabilisation en EDP

E. Franck

Contexte physique

¢ Phy: —— Cinétique
et mathématique
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Contexte physique —— Cinétique
et mathématique . s g
& — = = Fluide+Cinétique
Modeles réduits

pour I'équation de
Vlasov Fluide+Réseau

Génération des données

= — = = Navier-Stokes

Réseaux de neurones
Résultats

Modéle fluide

log E(t)
|
o
T
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—10|-
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optimal

Stabilisation de
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log £(t)
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0.4 |
Contexte physique
et mathématique

——— Fluide+Cinétique
Navier-Stokes

Modéles réduits
pour I'équation de
Vlasov ——— Fluide4-Réseau

Génération des données

Réseaux de neurones
Résultats

Modéle fluide
Difficultés : stabilité et

cofit calcul

Fermeture et bases
réduites

L2 relative error
o
N
T

Bases réduites pour les
&quations hyperboliques

Fermeture et controle 0.1
optimal

Stabilisation de

schéma LBM

Schéma LBM

Stabilisation et controle 0 | L L | | |

optimal 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Nombre de Knudsen &

L'erreur du modéle “Fluide+Réseau” augmente de facon similaire a celle du modéle “Fluide+Cinétique”.
Dérive de I'erreur expliquée par des problémes numériques ?



Méthodes
d’apprentissage
pour les problémes
de fermeture et
stabilisation en EDP

E. Franck

Contexte physique
et mathématique

Modeéles réduits
pour I'équation de
Vlasov

Génération des données
Réseaux de neurones
Résultats

Modéle fluide

Fermeture et bases
réduites

Bases réduites pour les
équations hyperboliques
Fermeture et controle
optimal

Stabilisation de

schéma LBM
Schéma LBM

Stabilisation et contréle
optimal

@® Modeles réduits pour I'équation de Vlasov
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Difficultés : stabilité et
coilt calcul
Fermeture et bases
réduites

Bases réduites pour les
&quations hyperboliques
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optimal
Stabilisation de
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Stabilité

Hyper-paramétres Valeur
|rule taille de I'entrée 512
Hyper-paramétres du réseau : nombre de niveau () 5
profondeur initiale (d) 4
taille des noyaux (p) 11
fonction d'activation softplus

Nombre total de paramétres : 161 937

Préparation des données (standardisation, découpage, normalisation) en annexe.

Schéma
® On calcule Qp avec p™, u™ et T™

® On calcule I'approximation de aTQg
® On calcule le modéle fluide avec un schéma explicite 8$QQ traité comme un terme source.

On peut pas assurer que QZ et (‘?IQ;" ne géneérent pas des oscillations numériques.
Les oscillations peuvent détruire la stabilité du schéma complet. C'est le cas en pratique.

1ére approche (simple) : Régularisation Gaussienne.
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Exemple de flux de chaleur particulierement oscillant.

0.04

0.02

q(x)

—0.02

Exemple

sans lissage

avec lissage

A |-

27

o5
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On régularise la prédiction avec une convolution
Contexte physique et un noyau Gaussien de paramétre o.
et mathématique

Modéles réduits
pour I'équation de .
Vlasov —— sans lissage
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Résultats

Modéle fluide
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0.2

Réseaux de neurones
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Modéle fluide

2 erreur relative

Fermeture et bases 0 | | | |
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e i penr = a
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optimal
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Contexte physique Cette deuxiéme figure montre
et mathématique la proportion croissante de simulations réussies

5 A a mesure que le lissage augmente.
Modeles réduits q ge aug

pour I'équation de
Vlasov T T T T

Génération des données

e
o
T
|
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Résultats
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o
i
|
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optimal
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Contexte physique Nous avons choisi o ~ 0.06,
et mathématique car cela semble étre suffisant pour assurer la stabilité

S A sans pour autant diminuer la précision.
Modeles réduits P P!

pour I'équation de
Vlasov T T T T

Génération des données

e
o
T
|

Réseaux de neurones
Résultats

Modéle fluide

o
i
|
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coilt calcul

L? erreur relative
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optimal
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Conclusion

Conclusion : Le processus d'apprentissage et le CNN permettent d'obtenir une nouvelle fermeture avec une
erreur presque uniforme en €.

La fermeture obtenue est plus précise que celle de Navier-Stokes pour des £ € [0, 1].

Défaut : on ne peut pas garantir la stabilité.
Travail actuel : Extension 2D X 2D au modéle BGK. Probleme de stabilité.

Futur travail : pour assurer la stabilité, on souhaite apprendre la base aux moments et utiliser la méthode
de fermeture basée sur la minimisation d’entropie, avec apprentissage de |'entropie.
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= er Objectif : introduire une autre méthode de fermeture. On introduit pour cela un autre probléme.
. Francl
On considére les équations du type :

Contexte physique 1

et mathématique Otp + 0 F(p) = — Ozap

Modgles réduits Re

pour I'équation de N ) . d

Vlasov ® Apres discrétisation, on obtient une ODE de taille ng @ 72 p(t) = F(p(t); Re)
Génération des données ® Méthode des bases réduites : on cherche une base du type

Réseaux de neurones

Résultats N

Modéle fluide
~ ap (t T
Difficultés : stabilité et P g k() ok ()

cofit calcul

k=1
Fermeture et bases
réduites avec N < ng, pour représenter les solutions de cette équation dans une zone de parameétres.
Bases réduites pour les
€quations hyperboliques | ® |Méthode POD (Proper Orthogonal Decomposition) :
Fermeture et contrdle

optimal ® on fait des simulations avec différents paramétres pour obtenir des snapshots p;,
® on construit la matrice de covariance

Stabilisation de

schéma LBM ) m

Schéma LBM C=— E P ® P,
Stabilisation et controle m

optimal =1

® on obtient une base ® & N colonnes en prenant les N vecteurs propres associés aux plus grandes
valeurs propres.
® On teste avec une méthode de Galerkin :
d t
d—z(t) =& "F(P=z(t))
t

avec z(t) = Pp(t).
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EDP hyperbolique et bases réduites

La résolution de 'ODE
E. Franck d ¢
Ez(t) = & F(®z(t); Re)
:tor:::;zr::tyi:'j:e avec z(t) = Pp(t) nécessite de repasser en grande dimension.
On veut construire une fermeture du type :
Modeles réduits
pour I'équation de d
Vlasov —z(t) = Fr(z(t); Re)
gt . dt

énération des données

Réseaux de neurones ® Méthode classique : DEIM. Probléeme : la POD, et surtout DEIM, fonctionne mal en régime hyperbolique.

(Rl ® Exemple : équation de Burgers — F(p) = 35
Modzle fluide

Difficultés : stabilitéet
coiit caleul o5

Fermeture et bases
réduites oo

Fermeture et controle -
optimal o
Stabilisation de oo
schéma LBM s

Schéma LBM wsos.

Stabilisation et contrdle
optimal o

\
\
|
\
\
\

® A gauche: Re = 40 (5, 10, 20 modes); a droite : R = 40000 (5, 20, 40 modes)
® Conclusion : la POD crée une base spectrale associée aux données. On retrouve I'effet de Gibbs associé.
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Sommaire
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® On souhaite apprendre la fermeture.
E. Franck

® Par régression de modéle :
Contexte physique ® Stratégie 1 (hyper-réduction) :

et mathématique

m  ng
Modeles réduits + 2
pour I'équation de min E E @ F(®z;(tn)) — Fo(z;i(tn)) Hz
Vlasov 2]
Génération des données i=1 tnp=1
Réseaude neurones avec % le numéro de la condition initiale et z; (t,,) = ®p; (tn).

Résultats ® Stratégie 2 (fermeture) :

Modéle fluide

Difficultés : stabilité et m ng

cot calcul . 5
i E E °F t — Fy(z;
Fermeture et bases mgln I (p;(tn)) G(ZL(tn))Hz

réduites .
i=1 tp=1

Bases réduites pour les
GRS [yt avec ¢ le numéro de la condition initiale.
Fe et et trol 7 . . .
o:z’r'“a;m oM ® Par régression de trajectoire :

L'idée est de tenir compte de portions entiéres de trajectoire pour apprendre. On résout donc
Stabilisation de
schéma LBM

m T
Schéma LBM . 5
Stabilisation et controle min E 127 p; (t) — z: (t)]I5
optimal o

i=1 Y0

sous contrainte que z; (t) soit solution de
d 0
220 = Fo(22(1),  =(t) ==

On parle alors de contrdle optimal.
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Contexte physique
et mathématique

Modéles réduits
pour I'équation de
Vlasov

Génération des données
Réseaux de neurones
Résultats

Modele fluide
Difficultés : stabilité et
coiit caleul
Fermeture et bases
réduites

Bases réduites pour les
&quations hyperboliques

Fermeture et contréle
optimal
Stabilisation de
schéma LBM
Schéma LBM

Stabilisation et contréle
optimal

Apprentissage par régression de trajectoire

On discrétise
m ng

ain J(0) = i DN it - zteai3

i=1 typ=1
avec .
zi(tn) = Sp¢(2i(tn—1))
avec Spejtqt Votre schéma numérique en temps favori.

Comment apprendre ? Descente de gradient :

6=6—~vVeJ(H)

Difficulté : le gradient dépend de nombreuses compositions du réseau et de Say.

Solution : les frameworks d’apprentissage profond sont capables de différentier au travers de nombreuses
compositions de fonctions.

On fait |'approximation suivante :

K (k+1)A;
ant(tn)—zl(tn)npz Z 93 (tn) — 25 (bn)12
tp=1 k=0 tp=k

avec AT tel que KAt = ny et avec zf(O) = @pf(kAt).

Cette approximation revient a supposer que le coiit sur I'ensemble de la trajectoire est trés proche de la
somme des colits sur des sous-trajectoires.
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Contexte physique
et mathématique

Modeéles réduits
pour I'équation de
Vlasov
Génération des données
Réseaux de neurones
Résultats
Modele fluide
Difficultés : stabilité et

coiit caleul

Fermeture et bases
réduites

Bases réduites pour les
&quations hyperboliques

Stabilisation de
schéma LBM
Schéma LBM

Stabilisation et contréle
optimal

® On résout le probléme suivant de trafic routier

dep1 +0a (p1 (1- 22—)) =0,

Pl,max

dtp2 + Oz (02 (1 - p—Z)) =0,

P2, max

p1(t,0) = pq, p1(t, 1) = pa(t, 1) = g(p1(t, 1), p2(t,0)),

Exemple

p2(t,2) = pr

® On couple donc la propagation du trafic sur deux routes avec des densités maximales p; maz-

fun

Erors intime (og scale) s i tine (o0 seale)

RIS
Errors in time (g scale)
o [—

Erors intime (inear scale) Erros i time {inear scole) Errors in tme (inear scale)
— ot oo s —oem
ne L= | o "
—o o 3
oo
oo o
-t oo oo

5 modes. A gauche : on apprend sur des tranches de 50 pas de temps. A droite : on apprend sur des

tranches de 200 pas de temps.

On observe un léger gain de précision avec 200 pas de temps dans |'apprentissage.
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Réseaux de neurones
Résultats
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Exemple

® On résout le probléme suivant de trafic routier

dep1 + O (pl (1 - —Pl—)) =0, z€l0,1]

Pl,max

d¢p2 + O (pz (1 — "—2) =0, ze€]l1,2]

P2, max

p1(t,0) = pr,  p1(t, 1) = pa(t, 1) = g(p1(t, 1), p2(t,0)),  p2(t,2) = pr

® On couple donc la propagation du trafic sur deux routes avec des densités maximales p; maz-

o

X Emors in ome (log scale) Ermors in ime (og scale) e it g scser o i .t st

o — e ot e s L i e C e e
| =8 L ol=E =t || ==&

® 10 modes. A gauche : on apprend sur des tranches de 50 pas de temps. A droite : on apprend sur des
tranches de 200 pas de temps.

® On observe un léger gain de précision avec 200 pas de temps dans |'apprentissage.
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® On résout le probléeme suivant de trafic routier

Otp1 + Oz (Pl (1 -
Otp2 + O (pz (1 - —))

p1(t,0) = pr, p1(t, 1) = pa(t, 1) = g(p1(t, 1), p2(t,0)),

—)) =0, z€l[0,1]
z € [1,2]

® On couple donc la propagation du trafic sur deux routes avec des densités maximales p; maz-

fan

— et

A

Erors in tme (1og scale)

Erors in tme (log scaiel

® 20 modes. A gauche : on apprend sur des tranches de 50 pas de temps. A droite : on apprend sur des
tranches de 200 pas de temps.

® On observe un léger gain de précision avec 200 pas de temps dans |'apprentissage.
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Contexte physique
et mathématique

Modéles réduits
pour I'équation de
Vlasov

Génération des données

Réseaux de neurones ® Conclusion : apprendre la fermeture sur plusieurs pas de temps permet d'éviter les accumulations

(Relizts dramatiques d'erreur, et méme de corriger des défauts dans la base.

Modele fluide

Difficultés : stabilité et A .

coiit caleul ® Dans ce cas, on peut méme apprendre sur des centaines de pas de temps.

Fermeture et bases

réduites ® Défaut : colit en mémoire. Pour des gros problémes, on doit n'apprendre que sur peu de pas de temps.
Bases réduites pour les .

équations hyperboliques ® Apprentissage par renforcement,

Fermeture et contrle ® Neural ODE (gradient sur les pas de temps calculé par contréle optimal).

optimal

Stabilisation de
schéma LBM
Schéma LBM

Stabilisation et contréle
optimal
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E. Franck
® On considére des équations hyperboliques.
Contexte physique ® On introduit le cas scalaire, mais tout ce qui suit fonctionne de la méme fagon pour le cas vectoriel.
et mathématique
Modzles réduits op+ V- (f(p)) =0.
pour I'équation de
Vlasov

Génération des données
Réseaux de neurones ® Schéma LBM [D2Q4] :

Résultats @ On introduit 4 variables f1 (t, ), ..., fa(t,x)

(D it @ On introduit 4 vitesses :
Difficultés : stabilité et

cofit calcul o N o Y o 0 . o
Fermeture et bases 1=\o) %2 = 0 YV3 = | ] va = |y

réduites
Bases réduites pour les ©® On résout a chaque pas de temps :
&quations hyperboliques
Fermeture et contréle fz* (tn, mj) = fi(tn, zj — Atv;), V1<i<4
optimal
Stabilisation de e On applique une étape de collision
schéma LBM . eq .
Schéma LBM fitntr,25) = f; (®5) + W(p(z;)(f; " (p(x;)) — f; (x5))
Stabilisation et contréle 4
optimal avec p(wj) = Zl N fi* (wj), M une matrice de passage et

1 0 0 0

—1 0 0
W(p) =M 0 Q(p) 0 M.
0 0 0 1
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P Schéma LBM

stabilisation en EDP ,
® Erreur des schémas LBM :

E. Franck
Contexte physique —1 2 ’ ’ 2
e o+ V- (o) =atv- | (270 - 31) (F1-F e f () Ve | +o@ar®)
Modeles réduits
pour I'équation de D(p)
Wsay ® Q = I; donne le schéma d’ordre 1 classique. Q@ = 2I; donne le schéma d’ordre 2.

Génération des données

Stabilité approchée : D(p) > 0

Réseaux de neurones
® Le schéma d'ordre 2 oscille notamment autour des discontinuités, ce qui génére des problémes de stabilité.

Résultats

Modéle fluide a
Difficutés : stabilé er  ®  Exemple ci-dessous avec f(p) = | ) p:
cofit calcul

Fermeture et bases
réduites

Bases réduites pour les
&quations hyperboliques

Fermeture et contréle
optimal
Stabilisation de
schéma LBM
Schéma LBM

Stabilisation et contréle
optimal
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de fermeture et Schéma LBM
stabilisation en EDP

E. Franck ® Le choix de €2 n’est pas simple.
1 i 2 i ® ;

Ceriesiio Hyske L" error (time avg) L? error (time avg) L= error (time avg)
et mathématique 4

s 020 0.200 1 0551
Modeles réduit: N

[e] eis ree .LII S ] 0.175 4 ~—
pour I'équation de 0.15 1+ 0.50 4
Vlasov 0.150 4
Génération des données 0.10 0.45 1
Réseaux de neurones 0125
Résultats 0.05 0.100 1 0.40
Modele fluide Y y Y Y y Y y 1 y Y y
e " 15 16 17 18 19 2.0 15 16 17 18 19 2.0
Difficultés : stabilité et omega omega
cot calcul
— h=0.01 —— h=0.04 — h=0.01 —— h=0.04

Fermeture et bases — 02 h=0.08 —— h=0.02 h=0.08
réduites
Bases réduites pour les
€quations hyperboliques  ® Erreur en fonction de Q2 = wly.
Fermeture et contréle
optimal ® Il y a compétition :
Stabilisation de ® entre |'erreur de diffusion et I'erreur de dispersion O(Atzazzz o)
schéma LBM ® entre |'erreur de consistance et la stabilité.
Schima[CBY ® But : apprendre le meilleur €2 en apprenant sur des simulations en temps.
Stabilisation et contréle , N . X L, X )
optimal ® Meéthode : méme algorithme d'apprentissage que précédemment (apprentissage sur plusieurs pas de

temps).

® Remarque : c’est un travail en cours, et les résultats sont trés préliminaires.

® Plusieurs réseaux :

Qp(zi)) = fo(p(zi))Ia, ou fo(p(zi—1), p(zi), pP(xit1)Id, ou = Ag(p(zi))
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Equation de transport |

Equation de transport. On apprend sur 1 ou 3 conditions initiales constantes par morceaux.

Stencil en espace du réseau 1 X 1 et 3 X 3.

Timestep 0

000000000 0 (
000000000 0 (

Exact sol

Timestep 20

t=0.0834

Réseau 1 x 1

Erreurs

0.02

Timestep 40 Timestep 60

0179

L* error in time

Timestep 80

Timestep 100 Timestep 120

L2 error in time

Timestep 140

Timestep 160 Timestep 180 Timestep 200

L* errorin time

0125
0.6
0.100
E 0.075 E 04
/ —— Constant 1.8 |9 5050 — Constant1.8 | & —— Constant 1.8
Constant 1.9 Constant 1.9 0.2 Constant 1.9
/ — Network 1x1 | 0.025 — Network 1x1 — Network 1x1
—— Network 3x3 — Network 3x3 — Network 3x3
0.000 0.0
00 02 04 06 08 00 02 04 06 08 00 02 04 06 08
Time Time Time
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ol Equation de transport |
stabilisation en EDP _
® Equation de transport. On apprend sur 1 ou 3 conditions initiales constantes par morceaux.

E. Franck ! ,

® Stencil en espace du réseau 1 X 1 et 3 X 3.
Contexte physique
et mathématique Timestep 0 '
pour I'équation de . . ' ‘ . . l I
Vlasov
Génération des données ' '
e . . . . . . .

Résultats

Modéle fluide

Timestep20  Timestep 40 Timestep 60 Timestep 80 Timestep 100 Timestep 120 Timestep 140 Timestep 160 Timestep 180 Timestep 200

Modéles réduits

Exact sol

Difficultés : stabilité et
cofit calcul

Fermeture et bases
réduites

Bases réduites pour les
&quations hyperboliques
Fermeture et contréle
optimal

® Réseau 3 X 3
Stabilisation de

schéma LBM ® Erreurs
Schéma LBM L* error in time L2 error in time L* error in time
Stabilisation et contréle
optimal 0.06 0125 0.6
0.100
= 0.04 I = 0.4
5 5 0073 5
@ —— Constant 1.8 | W 4050 — Constant1.8 | & —— Constant 1.8
0.02 ~—— Constant 1.9 —— Constant 1.9 0.2 ~—— Constant 1.9
— Network 1x1 | 0.025 — Network 1x1 — Network 1x1
—— Network 3x3 — Network 3x3 — Network 3x3
0.00 0.000 0.0
00 02 04 06 08 00 02 04 06 08 00 02 04 06 08

Time Time Time
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Equation de transport Il

Equation de transport. On apprend sur 1 ou 3 conditions initiales sinusoidales par morceaux.

Solution

Iteration 0

Iteration 20

1=0035%

Iteration 40

=0.175

(=0.260

Iteration 60

Jteration 80

1=0.350

Iteration 100

\=0.47

Iteration 120

(=0.020

Iteration 140

Iteration 160

=716

Iteration 180

Iteration 200

£ \ / \_/ N N .
Erreurs
L error in time. L2 error in time L* error in time
—— Constant 1.8 014
012{ — constant 1.9 e
— Constant 20 012
— Network 1x1
010
— Network 3x3
010 os
008
008 04
&oos g g
T 006 & o3
004 o0t 02
— Constant 18 — Constant 18
00 o — Constant19 | oo — Constant 19
— Constant 20 — Constant 20
— Network 1x1 — Network 1x1
000 000 — Nework»a | 00 — Network 333
G0 oz o4 o6 o8 G0 0z o4 os ob G0 oz o4 05 o8
Time Time

Time
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Equation de transport Il

Equation de transport. On apprend sur 1 ou 3 conditions initiales sinusoidales par morceaux.
Solution

Iteration 0 teration 20 Iteration 40 lteration 60 lteration 80 __lferation 100 __Iteration 120 __Iteration 140 __lteration 160 __Iteration 180 __Iteration 200

Wm
@
o)
&

—

=3 o0ms o1 oz EE B o537 oum =ae

L

Coefficients £2(p). Gauche : cas constant. Droit : cas variable.

@

Loss w(u)
20
0018 e
0017 16
0016 14
0015 12
0014 10
13 100 200 300 00 05 To
Epoch u
Loss i)
00350 20
00325
19
00300
oozrs 1o
00250
00225 17
00200
5o o 1o a0 0 03 0% o odo o%s 1s0 1is
epoch u
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de fermeture et
stabilisation en EDP

E. Franck

Contexte physique
et mathématique
Modeles réduits ® Le réseaux est une matrice Qg (p)

pour I'équation de
Vlasov

Génération des données  ®  Erreurs

® Permet de proposer des viscosity anisotrope en espace.

Réseaux de neurones L* error in time L? error in time L* error in time
014
Résultats 007
Modéle fluide 006 o1z 08
Difficultés : stabilité et 005 010
coilt calcul 06
004 008
5 5 5
Flem.\eture et bases 5 00s 5 008 §os
réduites
004
Bases réduites pour les ooz 02
&quations hyperboliques 001 002
Fermeture et contréle 000 000 0
optimal
oo 02 04 06 08 o0 02 04 06 08 o0 02 04 06
e Time Time Time
Stabilisation de
schéma LBM —— Constant1.8 —— Constant1.9 —— Network1x1 ~—— Network 3x3 —— NetDiag 3x3 —— Netfull 3x3

Schéma LBM

_ ® Pas d'apprentissage en norme L% ftY ni de pénalisation des oscillations.

® On peut l'ajouter. Par exemple la semi norme W21 marche bien.
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Equations d'Euler

® On s'intéresse aux équations d'Euler

Otp+ V- (pu) =0,

At(pu) + V- (pu ® u+ plg) =0,

OE+ V- (Eu+ pu) =0.
® Sip = cstetu = cst, alorson a

® Pour la stabilité A > |u| + 4/

® Erreur de diffusion standard sur la densité :

Otp+u-Vp=0

E = AtV - (A2 — |u|?)Vp + O(AL)

® L’erreur augmente avec p sans que le probléme de transport de densité change.

L errorin time L2 errorin time

L error intime.

ooas Consant 18 Comtant 15 Comtant 18
a0 — Network 0 1 | o0~ — ek 3L oo — Hetwork 363 L1t

® Trois pressions : p = 0, p = 0.012, p = 0.5.
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Conclusion

Conclusion : cette technique fonctionne bien sur des cas limités.

Prochaine étape : apprendre sur plusieurs données initiales.

Le plus intéressant est d'utiliser des matrices €2 non diagonales pour les systémes, afin d'obtenir de
meilleures viscosités.

Des problémes de stabilité compromettent rapidement I'entrainement. Questions :

® comment détecter les possibles explosions et apprendre ?
® comment caractériser/explorer les matrices €2 qui assurent la stabilité ? (la dessus on galére).
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