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Loi des logarithmes itérés pour les suites i.i.d.

Soit (Xj),»1 une suite i.i.d. centrée sur un espace probabilisé (2, F, P).

@ SiE[|X;|°] est finie pour un certain p € [1,2], alors S,/n'/P — 0 presque
sGrement, ou S, = >, X.

@ Si E [X?] est finie, alors (S,/v/n converge en loi vers une loi normale
1 n>A1
centrée de variance E [X2].

@ SiE [X?] est finie, alors la loi des logarithmes itérés a lieu :

liminf ——— 2FE [X?] p.s. et
’H+00\/nln|n [ 1]p

lim sup

1
-5, =
n—+o00 VNInlnn

2E [X2] p.s.
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Loi des logarithmes itérés bornée pour les suites i.i.d.

Soit (Xi);» une suite i.i.d. centrée telle que E [XZ] soit finie. Alors la variable
aléatoire

"
M = sup —— | S,
n>1 y/nLL(n)

est presque sGrement finie, ou L (x) = max {1,Inx} et LL(x) = L(L(x)).
Il est également possible (Pisier, 1976) de contréler les moments de M : pour

tout p € [1,2],
IMll, < Coll Xl

ou C, ne dépend que de p.
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Martingales a accroissement stationnaires

Définition

On dit que (X;),, est une suite strictement stationnaires d'accroissement
d’une martlngale Si:

@ la suite (X,-),>1 est strictement stationnaire, au sens ou (Xi,...,X;) ala
mméme loi que (Xiik, ..., Xnik) pour tous k,n > 1 et

@ il existe une suite croissante (Fj);-, de sous-tribus de F telle que X; est
Fi-mesurable pour touti > 1etE[X; | Fi_1] =0

Théoreme (Cuny, 2015)

Si (Xi);»¢ est une suite strictement stationnaire d'accroissements d’'une
mart/nga/e alors pour tout1 < p < 2,

Zx

sup ——

n>1 \/nLL(n

Cp ||X1 ||2 9

ou C, ne dépend que de p.
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Champs i.i.d.

Soit d > 2 un entier et (;);c,0 Un champ i.i.d. centré. On définit un ordre
partiel sur Z9 par

i<jeig<jgpourtoutqe{1,...,d}.

Les sommes partielles sur les rectangles sont définies par

Sn = Z Xi.

1<i<n

Théoreme (Wichura, 1973)

SIE [ X (L(1%0)* " /LL(1Xsl)] < +o0, alors

1 1
fimsup &y = [Xoll, VA = —liminf g,
imeup aricqay " alle noo Al L(L () "

. d
ot |n| =][,_4 Ng.
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Objectif principal

Définition
Soit d > 1. Un champ aléatoire (X;)

tout entier k, tous iy, ..., ik, j € Z9, les vecteurs (X, ..., X, ) et
(Xiy+js - - - » Xie+j) 0Nt la méme loi.

iczo €st dit strictement stationnaire si pour

Objectif : établir la finitude et contréler les moments de la variable aléatoire

1
M:= sup ————— S|, Xi,|n| =TT ng,
nen |n|LL<|n|)'"' = 2 Xl H I

1<ixn

si possible, ou bien avec une autre normalisation
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Martingales pour l'ordre lexicographique

On munit Z9 de l'ordre lexicographique : i <iex j Si iy = j4 ou bien iy < jy et il
existeunqe {0,...,d -1} telque i, = jppourg+1 < p<detig<jg.

Définition

On dit que (Xj);cz0 €st un champ d'accroissements d’'une martingale pour

I'ordre lexicographique s'il existe une collection de tribus (Fj);,0 telle que
@ sii < J, alors F; C Fj et

@ pour tout i € Z9, X; est Fi-mesurable et si i < j, i # j, alors
E [X; | Fi] = 0.
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Loi des logarithmes itérés pour les martingales pour
I'ordre lexicographique

Théoreme (G., 2019+)

Soit (Xi)jcze Un champ strictement stationnaire d’accroissements d’une
martingale pour l'ordre lexicographique. Alors pour tout p €]1, 2],

1
SUp — == [Sp|

< Cpa |1 X0l g1
nene /[n] LL([n]) ? 2

ou Cp,q ne dépend que de p et de d et |||, , désigne la norme d'Orlicz
associée a la fonction x +— x? (In (1 4 x))7.
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@ Avantage : on retrouve (au terme en LL (| Xp|) prés) une condition
similaire au cas i.i.d pour la LLI classique, et le méme résultat que pour
les martingales en dimension un.

@ Inconvénient : 'approximation par ce type de martingale n’est pas aisé.

Question : existe-t-il d’autre type de martingales multidimensionnelles
vérifiant les contraintes suivantes :

@ I'approximation par ces martingales est aisée;

@ il est possible d’établir une loi des logarithmes itérés avec des conditions
raisonnables sur les moments.
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Orthomartingales : définition (1)

Idée globale : on souhaite exploiter une propriété de martingale en sommant
sur des rectangles. On aimerait utiliser les arguments connus en dimension

quelque soit la coordonnée suivant laquelle on somme.

Idée en dimension deux. Soit

mom

thnz = Z Z )(,'J.

i=1 j=1

Il faut définir une filtration ayant deux indices (i), ;.- On veut que
@ pour ny fixé, (Sp,,n,),,~¢ SOt une martingale ;

@ pour n; fixé, (Sp,,n,),, 54 SOt Uune martingale.
On doit donc avoir pour tous i et j,

E[Xij| Fij-1]=E[X; | Fi-1,] = 0.
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Orthomartingales : définition (2)

On aimerait utiliser des arguments de troncature comme en dimension un : si
(Xi);>1 est une suite d'accroissements d’'une martingale pour Ia filtration
(Fi)i=0 alors pour tout R, (Xj),-, et (X{’),,, sont aussi des suites

1
d’accroissements d’'une martingale, avec

Xi = X1 {|Xil < R} — E[X1 {|Xi| < R} | Fi1]
X=X {|1Xi| > R} —E[X1 {|Xi| > R} | Fi_1]

et X; = X! + X!". On veut utiliser la méme idée en dimension deux :

X=X {|Xijl <R} —E[XijA{|Xij| <R} | Fij1]
—E[X A {|Xijl <R} | Fica ] +E[Xi A {[Xi] < R} | Ficaj]

mais pour que (X,-’j) soit une suite d’accroissements d’une martingale, il
P jEL
faut que

E[E[Y | Fijal | Fioal =E[E[Y | Fica ] | Fij-a]-
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Orthomartingales : contrainte sur la filtration

Définition
On dit que (Fj);cz« est une filtration si F; C F; a lieu pour tous i et j tels que
i<j.

On note P;: L' — L' I'opérateur défini par P; (Y) :=E[Y | Fj].

Définition
La filtration (;);.,« €st commutante si pour tous i et j,

Pio Pj = Pjo Pi = Puingijy-
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Exemples de filtrations commutantes

@ Soit (¢);cz0 un champ ii.d. et Fj := o {¢j,j < i}. Alors (F;);czq €t
commutante.

Q Soient (7).,
Fi=o {sg,jq <lg,1<g< d}. Alors (Fi)jcy0 €St commutante.

des copies indépendantes de la suite i.i.d. (ey) ;- Soit
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Définition des orthomartingales

Définition

Soit (Fj)jcze une filtration commutante. On dit que le champ aléatoire (X;);c;q
est un champ de type accroissements d’'une orthomartingale si pour chaque
i €79, X; est Fj-mesurable et pour tout g € {1,...,d}, E [X,- | J-‘,-,eq] =0, ou
eq est le g-ieme vecteur de la base canonique de RY.

Exemples

@ Un champ i.i.d. centré est un champ de type accroissements d’une
orthomartingale.

© Soient (¢7),., des copies indépendantes de la suite i.i.d. centrée (ey),c5-
Soit Fj := a{ g <igy1<g< d}. Posons X; = HZ:1 52. Alors (X;);czq
est un champ de type accroissements d’'une orthomartingale.

v
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Propriétés des orthomartingales (1)

En dimension un : si (D;),., est une suite d'accroissement d’'une martingale

pour la filtration (7;) .4, alors pour tout x > 0,

+00
IP’{ max |Sk| > X} g/ P{|Sn| > xu/2} du.
1

1<k<n

Soit (Xj);cz« Un champ aléatoire de type accroissements d’une
orthomartingale et Sp := >, ;- Xi. Alors

“+oo
IP{ max |Sp| > x} g/ P {|Sn| > xu2*d} (1+log u)d_1 du.
1

1<n<N

En particulier, pour p > 1,

E [ max |S,,|p} < CoE [|Sn|P] -

1<nxN
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Propriétés des orthomartingales (2)

En dimension un : si (D)), est une suite d'accroissement d’'une martingale
pour la filtration (]—',-)j>0, alors pour tout p > 2,

n
1Sall5 < (o= 1) Y 11Xill5 -
i=1

Soit (Xj);czs Un champ aléatoire de type accroissements d’une
orthomartingale et Sp := >, ;< , Xi. Alors

I1Sall2 < (o= 1) 3 1X3.

1<i<n
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Orthomartingale, normalisation

Soient (e q) des copies indépendantes de la suite i.i.d. centrée (¢,)
g=1,2. SO|t Xij = e]e2, ot £l est bornée. Pour tous ny, no,

uez>

i /’
1 1 n 1 |&
n1n2L(L(n1n2))| el n1L(L(n1n2)) Z " VN2 ; /
B L(n1 —
L(L n1n2
\/L(L(fh —
donc
lim sup L Sl > V|, —= 32|
ny—+oo n1n2L(L(n1n2)) el 0 2\/’7_2 = /
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Orthomartingales : résultat

La variable aléatoire

1 Snvl
sup ,
o>t /mmL(L(mn)) "

est presque slrement infinie. On choisit donc

M := sup Sl .
nere |2 T, L(L ()"

Théoreme (G., (2019+))

Soit (Xi)jcz0 Un champ aléatoire de type accroissement d’orthomartingale.
Pour tout p €]1, 2],

IMllp < Cp.a[1Xll2.2(0-1) -
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Grandes lignes de la démonstration

Etapes :

@ Utiliser des arguments similaires a ceux de I'inégalité maximale de Doob
pour restreindre le supremum sur N9 & celui sur les éléments de NY dont
toutes les coordonnées sont dyadiques.

@ Utiliser une inégalité de Fan, Grama et Liu (Statistics 51, 2017) :
n n X2
. 2 *
Pz e <y gzexp(_zy) ¢

» Ordre lexicographique : application de (*) en réécrivant la somme sur un
rectangle a coordonnées dyadiques comme une somme d’'une martingale
unidimensionnelle + théoréme ergodique maximal.

» Orthomartingales : on traite la somme des carrés a I'aide du théoréme
ergodique maximal et on se raméne au cas de la dimension inférieure.

Davide Giraudo (Ruhr-Universitat Bochum) Loi des logarithmes itérés bornée... 6 juin 2019 19/21



Questions étudiées

@ Cas des fonctions de champs i.i.d. : application aux champs linéaires et
de Volterra.

@ Approximation par orthomartingales : conditions portant sur les variables
aléatoires E [X; | Fo).

© Loi des logarithmes itérés classique pour les orthomartingales lorsqu’un
opérateur de décalage est ergodique.
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Questions restantes

@ Examiner I'optimalité dans le résultat pour les orthomartingales.

@ Traiter le cas de la dimension infinie (espace de Banach). Cela semble
possible pour la loi des logarithmes itérés via une étape de troncature et
une inégalité de Pinelis.

@ Contréler la queue de la variable aléatoire maximale M a I'aide d’une
fonctionnelle de la queue de | Xp|. En particulier, on peut chercher a
obtenir le meilleur résultat d’intégrabilité possible lorsque Xp a des
moments d’ordre p > 2, des moments exponentiels ou est bornée.
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