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Changement de parameétre de queue
Soit (X,-)j>1 une série temporelle a variation réguliére, i.e.,

P(X; > X)=x"%L(x),j=1,...,n, ol aj > 0 et L est & variation lente
(limt— 400 L(ct) /L(t) = 1 pour tout ¢ > 0).

Test:

Ho:a1:-~-:a,,,

Hi:a1=--=ax#ak1=---=appouruncertain ke {1,...,n—1}.

Série temporelle a variation réguliere (X,)IZZO? et un changement d'’indice de queue en k = 150
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Estimateur de Hill

Soit (X,-)j>1 une suite strictement stationnaire, a variation réguliere
d’exposant «. La convergence suivante a lieu :

i e (o (2) 1 70 0) - i, L8 (E)000)

1
u—ro0 P(X; > u) a T
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Estimateur de Hill

Soit (X,-)j>1 une suite strictement stationnaire, a variation réguliere
d’exposant «. La convergence suivante a lieu :

Jim E <|og (X ) | Xy > u) = lim E<|Og< >1{X‘>”}> _ 1

v POG>u) a

Estimateur de Hill:

k
o= S () .

k Z] 1 1{X>un}

ol (Un),>4 est une suite déterministe vérifiant u, — oo et nF (u,) — oo (avec
F(x) := P(X; > X)).
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Estimateur de Hill

Soit (X,-)j>1 une suite strictement stationnaire, a variation réguliere
d’exposant «. La convergence suivante a lieu :

uleooE <|og (X ) | X1 > U) = lim - <|og< )1{X1>U}) _1 =:7.

U—o0 P(X1 > u) «

Estimateur de Hill:

k
e P C Ny

k Z/ 1 1{X>u,,}

ol (Un),>4 est une suite déterministe vérifiant u, — oo et nF (u,) — oo (avec
F(x) := P(X; > X)).

Statistique de test :

M= Y1k — A1l -
ni= nax e = Al
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Processus empirique bi-dimensionnel
On définit
(]
T.(s,1) = m,_211{x’>u"s} ,se[1,00], tel0,1].

Remarquons que

5 g ()
~ F(un j=1 g In {X‘>u"} — o _
M, |nt] = GAC) e (U) / =(Tn(1,1)) 1/ S 1Tn(S,t)dS.

1 Lnt]
T =1 x> ) 1
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Processus empirique bi-dimensionnel
On définit
(]
T.(s,1) = m;w)@uﬁ} ,se[1,00], tel0,1].

Remarquons que

1 Z[”f] lo X 1
PR S, i g i {X‘> n} —_ o
ety Syt 108 (i) 1o = (Ta(1,1) 1/ s Ta(s,1)ds.

’3’1,Lntj = 1 [nt]
T =1 x> ) 1

On considére donc le processus empirique bi-dimensionnel
en(s,t) :={Th(s,t) —ETy(s, 1)}
1 [nt]
= hF ) ; (1{)(]>uns} - F(u,,s)) , S€[1,00], t€[0,1].
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Volatilité Stochastique a Mémoire Longue

Volatilité Stochastique : série temporelle (X,-)j21 définie par
Xi=o (Ve 21,
ou
o (€f777/)jez est une suite i.i.d., 1 est centrée et (7;),c,, est i.i.d. gaussienne centrée ;
@ o est une fonction positive

@ Yj,j > 1 estune suite gaussienne a mémoire longue.
Mémoire Longue :

oo o0
Y/:ZCkn/—k, ;Cf:L

k=1 =

oU (n;);ez est i.i.d. gaussienne centrée Varn; = 1, et

Yy(k) = Cov (Y], Yiuk) = kPL, (K),

ou D € (0,1) et L, est & variation lente.
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On rappelle que

X=o(Y)e Vi=_ Gk j 21,
k=1

On observe que
Cov (X1, Xk+1) =0, k =1, (X)), décorrélée
Cov (1X1], | Xkr1]) = (E|e1])® Cov (|o(Y4)], lo( Yas1)]) , covariance héritée de (V1)1
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On rappelle que

Xi=o (e, Y= cmjik j>1.
k=1
On observe que
Cov (X1, Xk1) =0, k > 1, (X)), décorrélée
Cov (|X41], | Xkr1]) = (Ele1])? Cov (lo(Y4)], lo( Ys1)]) , covariance héritée de (Y)

j=1

Hypothese: P(c; > x) = x~“L(x) pour un certain o > 0 et une fonction a variation
lente L.

Lemme de Breiman. Si E [a‘”‘s (Y1)] < oo pour un certain § > 0, alors
P(Xi > x)~Ec® (Y1) P(e1 > X), X = o0

i.e. le comportement de la queue de (X;),., est hérité de celui de (), ,-
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Résultats récents

@ Kulik, Soulier (2011): étude du processus empirique a un parametre

Zn: (1 {X>uns} ~ F(U,,S)) , s€[1,00].
1

=
Convergence en loi dans D[1, o] et loi limite de I'estimateur de Hill.
@ Betken, Kulik (2019): étude du processus empirique bi-dimensionnel
Lnt]
> (1) — Fooxy () s x € [-o0,00], e [0,1],

j=1
Convergence en loi dans D ([—o0, 0] x [0, 1]); test de Wilcoxon.
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Résultats récents

@ Kulik, Soulier (2011): étude du processus empirique a un parametre

Zn: (1 {X>uns} ~ F(U,,S)) , s€[1,00].
1

=
Convergence en loi dans D[1, o] et loi limite de I'estimateur de Hill.
@ Betken, Kulik (2019): étude du processus empirique bi-dimensionnel
Lnt]
Z (1 {L/)(Xj)SX} — F¢(X1)(X)> , X € [—O0,00], te [O, 1]7
j=1
Convergence en loi dans D ([—o0, 0] x [0, 1]); test de Wilcoxon.
@ Betken, G., Kulik (2019+): étude du processus empirique
bi-dimensionnel
Lnt]
> (1{x,>uns} - I:'(u,,s)) , s€[1,00], t€[0,1].
j=1

Convergence en loi dans D([1, o] x [0, 1]) et loi asymptotique de la
statistique de Hill.
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Decomposition du processus empirique
Rappelons que

Xi=o (Ve V=) cmjr j=1.
k=1

Définissons la tribu

]:]':0'(5/(777/0/(3/.)'
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Decomposition du processus empirique
Rappelons que

Xi=o (Ve V=) cmjr j=1.
k=1

Définissons la tribu
Fj =0 (ke K<)
On considére la décomposition suivante:
en(s,t) =M, (s, t) + Ln(s, 1),
ou M, est le terme en martingale et L, a mémoire longue :

Lnt]

Mo (5.1 ::nrr;(un) ,_21 (Vs ~ € (Mouns) | 51-1))
Lnt]
La(s:1) ::nl'-';(un) ; (E(pgoue) | 7i1) — F(wr9))
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Soit ¢ la densité d’'une loi normale centrée réduite.

Théoréme

Pour G € L2 (R, ¢(x)dx) et X ~ N (0, 1), la convergence suivante a
lieu dans L? (R, o(x)dx)

a0 =3 M hx),
r=0

ou
Jr(G) == E G(X)H/(X)

et Hy, est le n-ieme polynéme d’Hermite :

On définit le rang d’Hermite de G par.

r:=min{k >1:Jx(G) # 0}.
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Théoreme limite pour des fonctions de processus
gaussien

Théoreme (Taqqu (1979))

Soit (Y),»4 une suite strictement stationnaire gaussienne telle que

Cov (Y1, Yki1) ~ k= PL(k),0 < D < 1 et soit G € L? (R, p(x)dx) une fonction
de rang d’Hermite r. Alors

Cov (G(Y1),G(Ykr1)) ~ J(G)r! (v(K))" = k=P Z(G)rIL (k)
et
Lnt]

1 \ D[o,1] Jr(G)
T 2 G

r!

Zf’7H(t)a 0 S tS 1a

ou Z (1), 0 <t <1, estun processus d’Hermite d’ordre r, de paramétre
e

n 2r!
2 ' -~ 2—rDr —
dn,r = Var (E :Hf(YJ)) e L'(n), e (1 —Dr)(2-Dr)

v

Davide Giraudo Test pour un changement de paramétre... 21 février 2019 11/27



Convergence du terme en “mémoire longue”
On rappelle que X; = o (Y}) gj, Y= 524 Cknj—ic, J =1, Fj =0 (g),&j—1,-- -0}, Nj—1,---), €t
en(s,t) = Mn(s, t) + Ln(s, t), ou

Lnt]

Mn (s. ) ::#(Un) ; (1 {X;>uns} E (1 {X;>uns} | }—141)) )
Lnt]
En(s.) ::#(u,,) 1:21 (E <1 {Xj>uns} | ‘7:1'—1) - I_:(uns)) ’
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Convergence du terme en “mémoire longue”
On rappelle que X; = o (Y}) gj, Y= 321 Cknj—k, j > 1, Fj =0 (¢j,5j—1,

> Sy Mt -) et
en(s,t) = Mn(s, t) + Ln(s, t), ou
Lnt)
Mo (.0 = e ,:21 ("og2usr ~E (1pgusy 1 75-1))
1 Lnt]

Ln(s.0) =z 1:21 (e (1{,9_>u”5} | Fi1) = F(uns)) -

Remarquons que

Lnt)
Z (Ws(Y)) —EVs(Y)))

j=1

Ln(s,t) =

:\—‘

4 Lot

Lnt
%Z: Y,,s) — Ws (¥))) + Z (EWs (Y)) —E (W (Y}.5)))

avec
E ( Uns
_ P () () W) — oo
\Un(y,s)— = 7w5(y)_s (y)7 (y)_a (.y)
Fz(un)



Convergence du terme en “mémoire longue”

Idée globale:
n 1 L]
—Ly(s, t) = — Vs (Y;) —EVs(Y))) + op(1),
170510 = G, 2 (V) — EW(1) + 0n(1)
ou

Vs(y) = s “p(y) etv(y) = o®(y) -

Il nous faut une hypothése sur Fs.
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Variation réguliére du second ordre
Definition
Soit F(x) = x~“L(x) pour une fonction & variation lente L représentée par

L(x) = cexp (/1X L:)du>

pour une certaine constante c et une fonction mesurable n. On suppose qu'’il existe
une fonction décroissante n* définie sur [0, o), telle que n*(x) = x~°L,=(x) pour un
p>0et

In(s)| < Cn™(s),

pour une constante C et tout s > 0. On dit que F est a variation réguliére du second
ordre d’'indice « et de fonction 1™ et on écrit F € 2RV (o, n").
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Variation réguliére du second ordre
Definition

Soit F(x) = x~*L(x) pour une fonction & variation lente L représentée par

L(x) = cexp (/1X LLil)du>

pour une certaine constante c et une fonction mesurable n. On suppose qu'’il existe
une fonction décroissante n* définie sur [0, o), telle que n*(x) = x~°L,=(x) pour un
p>0et

In(s)| < Cn™(s),

pour une constante C et tout s > 0. On dit que F est a variation réguliére du second
ordre d’'indice « et de fonction 1™ et on écrit F € 2RV (o, n").

Lemme (Kulik, Soulier (2011) )

Soit Fz € 2RV («,*). Pour tout e > 0, il existe une constante C telle que

f_'-z (St) _g©
Fz ()
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Hypotheéses techniques :
@ Fz € 2RV (a,n%);

@ n*(u)=o0 (%)

@ E [a(\ﬁ)a“"“{ﬂ*a”s] < oo pour un certain € > 0.
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Hypothéses techniques :
@ Fz € 2RV (a,n%);

@y (un)—o(d"’>,

@ E [a(Y1)O‘+"‘“{”"1}+E] < oo pour un certain € > 0.
Théoreme (Betken, G., Kulik (2019+))

Sous les hypothéses précedentes et le modéle VSML, si 5~ = o ( nF (un)> alors

n 1 s U

ou = désigne la convergence en loi dans D ([1, oo] x [0,1]), ¥(y) = a"( y), r estle
rang d’Hermite de V et Z ;; est un processus d’Hermite avec H =1 — 2
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Obstacle a une application directe d’une fonctionnelle

continue
On rappelle que
X;
o 1" log (u*;) 1% >un}

1,1ty = ] ]
nF(un) 2=t Toxgsuny

= (Ta(1, )" / T s (s, 1)ds

ou Tn(s, 1) = "’-:(1Un) XDJ[Ztl 1{Xj>UnS} ; s€[1,00], t€[0,1].
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Obstacle a une application directe d’une fonctionnelle

continue
On rappelle que
X;
o 1" log (uf) 1% >un}

1,1ty = ] ]
nF(un) 2=t Toxgsuny

= (Ta(1, )" / ¥ s (s, 1)ds

ouT,(st)= nﬁ(‘u”) Zj[ﬂ 1{Xj>u’75} , §€[1,00], t €0, 1]. On voudrait utiliser la

fonctionnelle

H: D([1,00] x [0,1]) — D[0, 1], £+ (F(1, )" /oo s (s, 1) ds.
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Obstacle a une application directe d’une fonctionnelle
continue
On rappelle que

ﬁ Z[n!] Iog( ) 1{Xj>un}

- :(Tn(1,t))’1/ s To(s, t)ds ,
) S 1 ogsm !

ou Ty(s,t)= nF(u ] Z[”t] {X/>uns} , §€[1,00], t €0, 1]. On voudrait utiliser la
fonctionnelle

H: D([1,00] x [0,1]) — D[0, 1], £+ (F(1, )" /oo s (s, 1) ds.
On utilise le

Lemme
Pour tout e > 0, la convergence suivante a lieu:

lim limsupP { sup

A—+00 n—+too te[0,1]

/m 1 d” (To(s,t) — E To(s, 1)} ds
R n,r

>5}:0.
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Autres hypothéses techniques

Nuos avons utilisé les hypothéses :
@ Fz € 2RV (a,n*);
® u'(un) = 0 (%)

@ E [o(Yq)a+madralte] < oo pour un certain e > 0.

Afin de garantir la convergence du terme en martingale, nous aurons
besoin des hypothéses :

o E [0(Y1 )2(a=p) <0(Yo) v (a(Y1))’1)€°} < oo pour un certain
g >0;
o E [(a(Y1))_2_‘1 < +o00 pour un certain § > 0 ;

* _ dn 1
@ n*(up) = o<n + nF(u”)>.
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Convergence du “terme martingale”

On rappelle que

Lnt]
Foin 2 (1) ~E (1 1 5-1))

Mn(s, t) =

Théoreme (Betken, G., Kulik, 2019+)

Sous les hypothéses principales, la convergence en loi suivante a lieu
dans D ([1, R] x [0, 1]) pour tout R > 1:

(,/n/‘rz(un)Mn(s, t)) — \/E[0(Y1)"] (Bs-o.1) 1 <scpostet -

ou By, est un drap brownien standard.

1<s<R,0<t<1
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Convergence de I'estimateur de Hill

Pour établir la convergence de I'estimateur de Hill, on utilise la
fonctionnelle continue x — ff s~ 'x (s, t)ds et on montre que la
contribution de f,;“’o est négligeable.

Lemme
Pour tout e, la convergence suivante a lieu:

/R ™ 51 [nFy (umMp (s, 1) ds

lim limsupP< sup
R—+00 n—+4oc0 te[0,1]

>€}:0.
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Idée de démonstration

Idée globale.
On utilise un critere de Davydov et Zitikis (2008) garantissant la

convergence en loi d’'une suite de processus (&5 (S, 1))~ indexes par
[0, 1]2.

@ Convergence des lois fini-dimensionnelles ;

@ Contrdle des moments des différences |, (51, t) — &n (S2, t)| OU
H(S17 t1) - (327 t2)”oo > apetap — 0.

© Convergence en probabilité d’'un maximum mettant en jeu les
différences £, (s1, ) — &n (82, B)] lorsque
[(s1,t1) = (82, &)l o < @n-
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|ldée de démonstration (2)

Soient ,, n > 1 des processus stochastiques indexés par [0, 1]2, a
trajectoires dans D ([0, 1] x [0, 1]). Supposons que

@ le processus &, peut s’exprimer comme la différence de deux
processus croissants & et &;;;

@ les lois fini-dimensionnelles de &, convergence vers celles d’un
processus ¢ a trajectoire continue.
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ldée de démonstration (3)
S'il existe une suite a, | 0 vérifiant:

@ Condition sur les moments: il existe des constantes v > 3 > 2,

¢ > 0O telles que pourtoutn>1,n>1,E[£,(0)]” < cet
Elén(s1,t) = &n(s2, )" < cl(s1,t1) — (2, 1) 12,
lorsque ||(s1, tr) — (S2: 2) [l = @n-

©@ La convergence (en probabilité) suivante a lieu:

WAl R\ _o(h R
g ( kn ’kn) gn (kn’ kn>‘ — 07

max

0<j1,jz<kn—1
o f1 o1 «(hok
h e (L 2) Lo
0<js k1 §"<kn’ K, ) 5"<kn’kn>‘_> ’

ol kn := [1/an],
alors &, — ¢ dans D ([0, 1]3).
21 février 2019
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Idée de démonstration (4)
On utilise le résultat précédent dans le contexte suivant:

1 [nt]

A/ n,_:z (Un) 121

qui peut s’exprimer comme la différence de deux processus croissants

Enetén:

&n(s 1) = (1{X; < u.(1+ Rs)}

“E[1{X <us(1+R)} | Fina]),

1 [nt]
———— ) _1{X; < un(1+Rs)} et

\/NFz (up) j=1

[t
STEA{X<un(1+Rs)} | Fj].

1
\/NFz (up) j=1
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Idée de démonstration (5)

@ Lois fini-dimensionnelles : par le théoréme de Cramer-Wold, il
suffit de traiter la convergence des combinaisons linéaires. On
utilise un théoréme limite central pour des tableaux
d’accroissement de martingale.

@ Condition sur les moments : inégalité de Burkholder et controle
des variances conditionnelles a I'aide de I'nypothese de variation
réguliere du second ordre de F>.

@ Controle des accroissements : ces-derniers ds’expriment a l'aide

de F~, pour laquelle on utilise encore hypothése de variation
réguliere du second ordre.
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Théoreme (Betken, G., Kulik (2019+))

Sous les hypothéses concernant F7 et o (Y;):

@ Sin? = o( nl_-'(un)), alors

1 [nt]
n1 _g j=1

1 —a s
(m1{xj>uns} —-S > = Kr,HWZr,H(t),

ou Z, 1y est un processus d’Hermite H =1 — g, r l'indide d’Hermite de o> et K, 1 une
constante.

@ Siy/nF(un) =0 (n%), alors

\ F(up) I 1
Vvn 21 (,‘:(un)1{)(j>uns} - s—a) =V EUQ(Y1)BS—‘¥,U
=

ou B est un drap brownien standard.
(= désigne la convergence en loi dans D ([1, o] x [0, 1]).)
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Soit ] X
nt] j
() — >j=1 log (7;) 1 (X >un} 3
A(t) = ol 4 , Y=o
Zj:1 {X;>un}

—1

Corollaire

Sous les hypotheses du résultat principal
R 1= _ i1
an (3(t) — ) = ?/ s~ W(s, f)ds — o' W1, D)
1
ol = désigne la convergence en loi dans D0, 1],

o si di = o( nl_-'(u,,))

an =

et

S q, D Z.(t), s dﬂn:o( nF (un)

W(S, t) — E(c*(Y1))

VE[o (Y1)¥]Bs=a 1, si\/mzo(d%) '

v
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Perspectives

@ Démonstration alternative de la tension du terme en martingale
avec des arguments de chainage : le supremum est approximé
par le maximum sur des partitions.

@ Simulations.
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