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Définition des U-statistiques

Afin d’estimer E [h (X ,Y )] via une moyenne empirique, où X et Y sont
i.i.d. et h : R× R→ R, on définit la U-statistique de noyau h par

Un :=
∑

16i<j6n
h (Xi ,Xj) , n > 2,

où (Xj)j>1 est i.i.d. et de même loi que X . On peut prendre comme
estimateur Un/

(n
2
)
.

Objectif général : comprendre le comportement asymptotique de Un.

Notons que pour chaque i < j , h (Xi ,Xj) a la même loi que h (X1,X2). La
U-statistique Un peut-être vue comme les sommes partielles des variables
aléatoires (non-indépendantes) Yj :=

∑j−1
i=1 h (Xi ,Xj).
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Exemples de noyaux

On rappelle que

Un :=
∑

16i<j6n
h (Xi ,Xj) , n > 2.

1. Estimateur de différence de moyenne de Gini : h (x , y) = |x − y |.

2. Estimateur de variance : h (x , y) := (x − y)2
/2. Alors Un/

(n
2
)
donne

un estimateur de la variance.

3. Estimateur de Grassberger-Procaccia : pour t > 0 fixé,
h (x , y) = 1 {|x − y | 6 t}.
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Outil : décomposition d’Hoeffding
Soit h : R2 → R une fonction mesurable et (Xi)i>1 une suite i.i.d. Soit

Un =
∑

16i<j6n
h (Xi ,Xj) .

On définit θ := E [h (X1,X2)],

h1 (x) = E [h (x ,X1)]− θ, h2 (y) = E [h (X1, y)]− θ,

h3 (x , y) = h (x , y)− h1 (x)− h2 (y)− θ.
Alors

Un =
(

n
2

)
θ+

n−1∑
i=1

(n − i) h1 (Xi) +
n∑

j=2
(j − 1) h2 (Xj) +

∑
16i<j6n

h3 (Xi ,Xj)

et

E [h3 (Xi ,Xj) | X1, . . . ,Xj−1] = E [h3 (Xi ,Xj) | Xi+1, . . . ,Xn] = 0.

On remarque que E [h3 (Xi , x)] = 0 pour tout x dans le support de la loi
de X1.
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Cas symétrique
On suppose h symétrique, i.e., h (x , y) = h (y , x) pour tous x , y ∈ R. On
a obtenu

Un =
(

n
2

)
θ+

n−1∑
i=1

(n − i) h1 (Xi)+
n∑

j=2
(j − 1) h2 (Xj)+

∑
16i<j6n

h3 (Xi ,Xj) .

La symétrie entraîne que h1 = h2 donc

Un =
(

n
2

)
θ + n

n∑
i=1

h1 (Xi) +
∑

16i<j6n
h3 (Xi ,Xj) .

Le terme n
∑n

i=1 h1 (Xi) est appelé partie linéaire ; le terme∑
16i<j6n h3 (Xi ,Xj) partie dégénérée.

On dit que le noyau h est dégénéré si E [h (X1,X2) | X1] = 0 presque
sûrement (ou de manière équivalente, E [h (X1, x)] = 0 pour tout x dans
le support de la loi de X0).

Dans la suite, on supposera h symétrique.
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Loi des grands nombres
Proposition (Giné, Zinn (1991))
Soient (Xi)i∈Z une suite i.i.d. et h : R× R→ R une fonction mesurable.
Soit 1 6 p < 2. On suppose que E

[
|h (ε0, ε1)|p

]
<∞ et que pour tout

x ∈ supp (PX1), E [h (X0, x)] = 0. Alors :

1. la suite
(

n−2/p
∣∣∣∑16i<j6n h (Xi ,Xj)

∣∣∣)
n>1

converge vers 0 presque
sûrement ;

2. pour tout t > 0,

tpP

sup
n>1

1
n2/p

∣∣∣∣∣∣
∑

16i<j6n
h (Xi ,Xj)

∣∣∣∣∣∣ > t

 6 κpE
[
|h (ε0, ε1)|p

]
.

Sans l’hypothèse E [h (X0, x)] = 0, la suite(
n−1−1/p

∣∣∣∑16i<j6n (h (Xi ,Xj)− E [h (X1,X2)])
∣∣∣)

n>1
converge vers 0

presque sûrement
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Loi des logarithmes itérés bornée

Si h (X1,X2) ∈ L2, alors la variable aléatoire

sup
n>1

1
n3/2

√
LL (n)

|Un − E [Un]|

est presque sûrement finie, où L : R+ → R+ est définie par
L (x) = max {ln x , 1} et LL (x) := L ◦ L (x).

Plus précisément, pour tout 1 < p < 2, l’inégalité suivante a lieu
(Arcones, Giné, 1995) :∥∥∥∥∥sup

n>1

1
n3/2

√
LL (n)

|Un − E [Un]|

∥∥∥∥∥
p

6 Cp ‖h (X1,X2)‖2
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Théorème limite central

Si h (X1,X2) ∈ L2, alors la convergence en loi suivante a lieu

1
n3/2 (Un − E [Un])→

√
E
[
E [h (X1,X2) | X1]2

]
N,

où N est de loi normale centrée réduite.

Il est possible que E [h (X1,X2) | X1] = 0 presque sûrement (par exemple
si h (x , y) = xy et X1 est centrée). Si E [h (X1,X2) | X1] = 0, alors la
convergence en loi suivante a lieu

1
nUn →

∑
k>1

λk
(
N2

k − 1
)
,

où (Nk)k>1 est une suite i.i.d. de loi normale centrée réduite et
∑

k>1 λ
2
k

converge.

8 / 21



Suites bernoulliennes
Definition
On dit qu’une suite de variables aléatoires (Xi)i∈Z est bernoullienne s’il
existe une suite i.i.d. (εu)u∈Z et une fonction mesurable f : RZ → R telles
que Xj := f

(
(εj−i)i∈Z

)
presque sûrement.

Examples

1. Fonction de processus linéaire : Xi = g
(∑

k∈Z akεi−k
)
, où

g : R→ R est hölderienne et
∑

k∈Z a2
k <∞.

2. Processus de Volterra : Xi =
∑

k,k′∈Z,k 6=k′ ak,k′εi−kεi−k′ , où∑
k,k′∈Z,k 6=k′ a2

k,k′ <∞.

But : fournir des conditions sur la dépendance de (Xi)i∈Z et le noyau h
pour obtenir les théorèmes limites précédents pour
Un :=

∑
16i<j6n h (Xi ,Xj).
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Mesure de dépendence pour les suites
Soit (Xj)j∈Z une suite bernoullienne de la forme Xj := f

(
(εj−i)i∈Z

)
où

(εu)u∈Z est i.i.d. et f : RZ → R est mesurable. Soit

Vj,` := (εu)j+`
u=j−` .

La variable aléatoire E [Xj | Vj,`] peut s’exprimer comme une fonction de
Vj,` et par stationarité, cette fonction est indépendante de j . Par
conséquent, on peut écrire

E [Xj | Vj,`] = f` (Vj,`) .
Lorsque X0 ∈ Lp, on définit

δ`,p := ‖f` (Vj,`)− f`−1 (Vj,`−1)‖p .

Par le théorème de convergence des martingales, δ`,p → 0 lorsque
`→∞.
Example
Pour Xi = g

(∑
k∈Z akεi−k

)
, où g : R→ R est γ-hölderienne,

δ`,p 6 Cp,γ (|a`|γ + |a−`|γ) ‖X0‖γpγ .
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Mesure de dépendence pour les U-statistiques
Soit (Xj)j∈Z une suite bernoullienne de la forme Xj := f

(
(εj−i)i∈Z

)
où

(εu)u∈Z est i.i.d. et f : RZ → R est mesurable. Soit

Vj,` := (εu)j+`
u=j−` .

Soit f` telle que
E [Xj | Vj,`] = f` (Vj,`) .

Pour p > 1 et ` > 1, on définit le coefficient

θ`,p := sup
j>0
‖h (f` (V0,`) , f` (Vj,`))− h (f`−1 (V0,`−1) , f`−1 (Vj,`−1))‖p

et pour ` = 0, θ0,p = supj>0 ‖h (f0 (Vj,`) , f0 (V0,`))‖p.

Si
∑
`>1 θ`,p <∞, alors∑

16i<j6n
h (Xi ,Xj) =

∑
16i<j6n

h (f0 (Vi,0) , f0 (Vj,0))

+
∑
`>1

∑
16i<j6n

h (f` (Vi,`) , f` (Vj,`))− h (f`−1 (Vi,`−1) , f`−1 (Vj,`−1)) ,

où la convergence a lieu dans Lp.
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Exemple : noyau hölderien

On suppose que le noyau h : R2 → R vérifie pour tous x , x ′, y , y ′ ∈ R,

|h (x , y)− h (x ′, y ′)| 6 C |x − x ′|α + C |y − y ′|α ,

où C est indépendante de x , x ′, y , y ′. On rappelle que

θ`,p := sup
j>0
‖h (f` (V0,`) , f` (Vj,`))− h (f`−1 (V0,`−1) , f`−1 (Vj,`−1))‖p ,

où
Vj,` := (εu)j+`

u=j−` .

et f` est telle que
E [Xj | Vj,`] = f` (Vj,`) .

Alors

θ`,p 6 2C ‖E [X0 | V0,`]− E [X0 | V0,`−1]‖αpα = 2Cδα`,pα.
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Exemple : estimateur de variance

Soit h (x , y) := (x − y)2
/2. Grâce à l’inégalité

∥∥Y 2 − Z 2∥∥p
p = E

[
|Y − Z |p |Y + Z |p

]
6 E

[
|Y − Z |2p

]1/2
E
[
|Y + Z |2p

]1/2
,

on déduit que

θ`,p 6 2 ‖X0‖2p ‖E [X0 | V0,`]− E [X0 | V0,`−1]‖2p = 2 ‖X0‖2p δ`,2p.
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Exemple : estimateur de Grassberger-Procaccia

Soit t ∈ R fixé et h : (x , y) ∈ R2 7→ 1 {|x − y | 6 t}.

On suppose que pour tous ` et j , la variable aléatoire
E [X0 | σ (εu,−` 6 u 6 `)]− E [Xj | σ (εu, j − ` 6 u 6 j + `)] a une
densité g`,j dont la norme Lr (R) est bornée indépendemment de ` et j
pour un certain r > 1.

Alors l’inégalité suivante a lieu

θ`,p 6 C ‖E [X0 | V0,`]− E [X0 | V0,`−1]‖
q
p

r
q(r−1)+r

q .
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Utilisation de la mesure de dépendence
On rappelle que

θ`,p := sup
j>0
‖h (f` (V0,`) , f` (Vj,`))− h (f`−1 (V0,`−1) , f`−1 (Vj,`−1))‖p ,

où
Vj,` := (εu)j+`

u=j−` .

etf` est telle que
E [Xj | Vj,`] = f` (Vj,`) .

De plus, si
∑
`>1 θ`,p <∞, alors

∑
16i<j6n

h (Xi ,Xj) =
∑

16i<j6n
h (f0 (Vi,0) , f0 (Vj,0))

+
∑
`>1

∑
16i<j6n

h (f` (Vi,`) , f` (Vj,`))− h (f`−1 (Vi,`−1) , f`−1 (Vj,`−1)) .

Par conséquent,
∑

16i<j6n h (Xi ,Xj) peut s’exprimer comme une série de
U-statistiques mettant en jeu des suites stationnaires qui sont une
fonction de 2`+ 1 variables aléatoires indépendantes.
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U-statistiques de données 2` + 1-dépendentes
Soit (Xi)i∈Z une suite de variables aléatoires telle que
Xi = f (εi−`, . . . , εi+`), où (εk)k∈Z est i.i.d. et f : R2`+1 → R est
mesurable.
Le traitement des sommes partielles de ces suites est en général aisé. En
effet,

n∑
i=1

Xi =
4`+1∑
r=0

∑
`:16(4`+2)k+r6n

X(4`+2)k+r

et pour chaque r ∈ {0, 4`+ 1}, la suite
(
X(4`+2)k+r

)
k∈Z est i.i.d..

Pour les U-statistiques, la situation est plus complexe ; par exemple si
Xi = f (εi−1, εi), on peut écrire∑

16i<j62n
h (Xi ,Xj) =

∑
16i′<j′6n

h (X2i′ ,X2j′)+
∑

16i′<j′6n
h (X2i′−1,X2j′−1)

+
∑

16i′<j′6n
h (X2i′ ,X2j′−1) +

∑
16i′<j′6n

h (X2i′−1,X2j′)

Les deux premiers termes peuvent s’exprimer comme une U-statistique
dont les données sont des vecteurs i.i.d., mais ce n’est pas le cas des deux
derniers. 16 / 21



Décomposition de Hoeffding

Proposition (G., 2021+)
Soient (Xi)i∈Z une suite bernoullienne, h : R× R→ R une fonction
mesurable. On suppose que

∑
`>1 θ`,p <∞. Alors

∑
16i<j6n

(h (Xi ,Xj)− E [h (Xi ,Xj)]) = n
n∑

i=1
Yi

+
∑
`>0

∑
16a,b64`+2

∑
16i<j6[n/2`]

h(`)
a,b

(
εa,b

i , εa,b
j

)
+ Rn,

où la suite (Yi)i>1 est bernoulienne et centrée, et pour chaque ` > 0 et
1 6 a, b 6 4`+ 2,

(
εa,b

i

)
i∈Z

est une suite indépendante de vecteurs de

dimension 4`+ 2 et la U-statistique associée à h(`)
a,b est dégénérée.

Le terme Rn joue un rôle négligeable dans le cadre des théorèmes limites.
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Loi des grands nombres
Théorème (G., 2021+)
Soit (εu)u∈Z une suite i.i.d., f : RZ → R et h : R× R→ R des fonctions
mesurables et Xi = f

(
(εi−k)k∈Z

)
. Soit p ∈ [1, 2). Alors

sup
t>0

tP

sup
n>1

1
n1+1/p

∣∣∣∣∣∣
∑

16i<j6n
(h (Xi ,Xj)− E [h (Xi ,Xj)])

∣∣∣∣∣∣ > t


1/p

6 cp

θ0,p +
∑
`>1

`1−1/pθ`,p

 .

Si
∑
`>1 `

1−1/pθ`,p <∞, alors

1
n1+1/p

∣∣∣∣∣∣
∑

16i<j6n
(h (Xi ,Xj)− E [h (Xi ,Xj)])

∣∣∣∣∣∣→ 0 p. s..
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Loi des logarithmes itérés

Théorème (G., 2021+)
Soit (εu)u∈Z une suite i.i.d., f : RZ → R et h : R× R→ R des fonctions
mesurables et Xi = f

(
(εi−k)k∈Z

)
. Soit p ∈ [1, 2). L’inégalité suivante a

lieu :∥∥∥∥∥∥sup
n>1

1
n3/2

√
LL (n)

∣∣∣∣∣∣
∑

16i<j6n
(h (Xi ,Xj)− E [h (Xi ,Xj)])

∣∣∣∣∣∣
∥∥∥∥∥∥

p

6 cp

θ0,2 +
∑
`>1

`1/2θ`,2

 ,

où cp ne dépend que de p.
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Théorème limite central
Théorème (G., 2021+)
Soient (εu)u∈Z une suite i.i.d., f : RZ → R et h : R× R→ R des
fonctions mesurables et

Xj := f
(
(εj−k)k∈Z

)
, Un :=

∑
16i<j6n

h (Xi ,Xj) .

Supposons que ∑
`>0

`1/2θ`,2 < +∞;
∑
`>0

`2θ`,1 < +∞

et ∑
k∈Z
|Cov (Y0,Yk)| < +∞,

où Yk est donnée par Yk = E [h (Xk ,X ′0) | εu, u ∈ Z] et X ′0 a la même loi
que X0 et est indépendante de σ (εu, u ∈ Z). Alors

1
n3/2 (Un − E [Un])→

√∑
k∈Z

Cov (Y0,Yk)N, N ∼ N (0, 1).
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Perspectives

1. Traitement des U-statistiques d’ordre supérieur :
Un =

∑
16i1<···<ir6n h (Xi1 , . . . ,Xir ).

2. Utilisation de méthodes d’approximation par martingales pour
obtenir des théorèmes limites.

3. Obtention de vitesse de convergence dans le théorème limite
central : contrôle de

sup
x∈R

∣∣∣∣P{Un − E [Un]
σn3/2 6 x

}
− P {N 6 x}

∣∣∣∣ .
4. Théorèmes limites fonctionnels : Wn (t) =

∑
16i<j6[nt] h (Xi ,Xj).
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