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Définition des U-statistiques

Afin d'estimer E [h (X, Y)] via une moyenne empirique, ot X et Y sont
i.iid. et h: R xR — R, on définit la U-statistique de noyau h par

U= Y. h(X,X), n=2

1<i<j<n

ol (Xj)j>1 est i.i.d. et de méme loi que X. On peut prendre comme
estimateur U,/ (3).

Objectif général : comprendre le comportement asymptotique de U,,.
Notons que pour chaque i < j, h(X;, X;) a la méme loi que h(X3, X>). La

U-statistique U, peut-&tre vue comme les sommes partielles des variables
aléatoires (non-indépendantes) Yj := S_1 h(X;, X;).
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Exemples de noyaux

On rappelle que

U, = Z h(Xi, X;), n=2.

1<i<j<n
1. Estimateur de différence de moyenne de Gini : h(x,y) = |x — y|.

2. Estimateur de variance : h(x,y) := (x — y)* /2. Alors U,/(3) donne
un estimateur de la variance.

3. Estimateur de Grassberger-Procaccia : pour t > 0 fixé,
h(x,y) =1{lx -yl < t}.
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Outil : décomposition d"Hoeffding

Soit h: R? — R une fonction mesurable et (X;),», une suite i.i.d. Soit

> h(XX).
1<i<j<n
On définit 6 := E [h (X1, X2)],
h(x) =E[h(x, X)) =6, h2(y) =E[h(X1,y)] -0,
hs (x,y) = h(x,y) = h1 (x) = ha (y) — 0.
Alors

= ( >9+Z n—i)h (X +Z(j—1 Yho (X)+ > b (X, X)

1<i<jgn

E[hs (X, X) | Xi,. .o, Xjma] = E[h3 (X;, X;) | Xis,. .., Xa] = 0.

On remarque que E [h3 (X;, x)] = 0 pour tout x dans le support de la loi
de Xl.
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Cas symétrique

On suppose h symétrique, i.e., h(x,y) = h(y, x) pour tous x,y € R. On
a obtenu

n—1 n
n . .

U, = <2>6+Z(n i) hy (x,-)+Z(J — 1) hy (X)) + Z hs (Xi, X)) -

i=1 j=2 1<i<j<n
La symétrie entraine que h; = hy donc

n n
U, = <2>9+ nZ hy (X)) + Z hs (X, X;) -
i=1 1<i<jgn

Le terme n>_7_; hy (X;) est appelé partie linéaire; le terme
> 1<i<j<n B3 (Xi, Xj) partie dégénérée.

On dit que le noyau h est dégénéré si E[h (X1, X2) | X1] = 0 presque
siirement (ou de maniére équivalente, [E [h (X7, x)] = 0 pour tout x dans
le support de la loi de Xp).

Dans la suite, on supposera h symétrique.
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Loi des grands nombres
Proposition (Giné, Zinn (1991))

Soient (X;);c, une suite i.i.d. et h: R x R — R une fonction mesurable.

Soit 1 < p < 2. On suppose que E [|h(co,e1)|"] < oo et que pour tout
x € supp (Px,), E[h(Xo,x)] = 0. Alors :

1. la suite (n_z/p ‘Zl<i<j<n h(Xi, X;)

stirement ;

) converge vers 0 presque
n>1

2. pour tout t > 0,

1
tPP sup — Z h(Xi, X;)| >t ¢ < KpE [[h(e0,e1)]"] -

n
n>1 1<i<j<n

Sans I'hypothese E[h (Xp, x)] = 0, la suite
(2| Cacicen (00 X)) —ETh (X0, 2)])| ) converge vers 0

presque slirement
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Loi des logarithmes itérés bornée

Si h (X1, Xz) € L2, alors la variable aléatoire

1
sup —————|U, — E[U,]|
n>1 n3/2\/LL (n)

est presque stirement finie, ot L: Ry — R est définie par
L(x) = max{Inx,1} et LL(x) := Lo L(x).

Plus précisément, pour tout 1 < p < 2, l'inégalité suivante a lieu
(Arcones, Giné, 1995) :

1
sup ——————=|U, — E[U,]|

<G |h(Xi, X
n>1 n3/2\/LL (n) p l1h (Xe, X2)ll,

p
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Théoréeme limite central

Si h(X1,Xz) € L?, alors la convergence en loi suivante a lieu

2 U= B0~ B [£ 1006, %) | 6F] W,

ou N est de loi normale centrée réduite.

Il est possible que E[h (X1, Xz) | X1] = 0 presque siirement (par exemple
si h(x,y) = xy et Xy est centrée). Si E[h (X1, X2) | X1] =0, alors la
convergence en loi suivante a lieu

Lo, =) M (NZ-1),
n k>1

ol (Ni),~; est une suite i.i.d. de loi normale centrée réduite et >, A?
= =
converge.
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Suites bernoulliennes

Definition
On dit qu'une suite de variables aléatoires (X;);.,, est bernoullienne s'il
existe une suite i.i.d. (€,),c; et une fonction mesurable f: RZ — R telles

que Xj:=f ((51'—"),'62) presque siirement.

Examples

1. Fonction de processus linéaire : X; = g (3,7 aki—k), ol
g: R — R est hélderienne et 3, ., a7 < <.

2. Processus de Volterra : X; = >, /7 jspr 3k k' Ei—kEi—k, OU

2
D okokie kot T < OO

But : fournir des conditions sur la dépendance de (X;),.; et le noyau h
pour obtenir les théoremes limites précédents pour
Up = Zl§i<j<n h(Xi, X;).

9/21



Mesure de dépendence pour les suites
Soit (Xj);¢z une suite bernoullienne de la forme Xj := f ((6j-i);ez) ol
(6u) ez est iid. et £ RZ — R est mesurable. Soit

j+£
Vie = (EU)JU:J‘J'

La variable aléatoire E [X; | V; ¢] peut s’exprimer comme une fonction de
V; ¢ et par stationarité, cette fonction est indépendante de j. Par
conséquent, on peut écrire

E[X; [ Vi =f(Vie).
Lorsque Xy € ILP, on définit
Oe,p = 1o (Vje) — for (Vie—1)ll, -

Par le théoréme de convergence des martingales, d,, — 0 lorsque
{— 0.

Example

Pour X; = g (ZkeZ aks,-,k), ol g: R — R est y-holderienne,

Oep < Cory (Jac]” + |a—e|") [ Xoll 5, -
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Mesure de dépendence pour les U-statistiques
Soit (Xj);cy une suite bernoullienne de la forme X; := f ((6j-i);ez) ol
(6u) ez est iid. et £ RZ — R est mesurable. Soit

j+¢
Vie = (EU)Ju:jff :

Soit f; telle que
E[X; [ Vi =f(Vie).
Pour p > 1 et £ > 1, on définit le coefficient

Ocp = sup[h(fe (Vo) fe (Vi) = h(feor (Vo) s fima (V1))
Jjz

et pour £ =0, 6y p = SUp;>o |h(fo (V). fo (Vo)g))”p.

Si Y ysqbep < o0, alors
=

S ohXuX)= > h(fhH(Vio), (Vo)

1<i<j<n 1<i<j<n
+> 0> h(f(Vie) £ (Vi) = h(fooa (Vie1) s froa (Vien)),
021 1<i<j<n

ou la convergence a lieu dans ILP.
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Exemple : noyau holderien

On suppose que le noyau h: R? — R vérifie pour tous x, x’,y,y’ € R,
[h(x,y) =h(X Y < Clx =x1"+ Cly = y'|",
ot C est indépendante de x, x’, y,y’. On rappelle que

Orp = sup [ (fe (Vo) s o (Vie)) = h (fea (Voe-1), foea (V1))

b
>0 P

ol »
Vj,E = (5U)JJ;j—['
et fy est telle que
E[X; | Vi = fe (V).

Alors

Orp <2C|IE[Xo | Vo] —E[Xo | Vo,g_1]||§a = 2C07 po-
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Exemple : estimateur de variance

Soit h(x,y) := (x — y)* /2. Grace  I'inégalité

I -2 =E [y —zP|y+ 2P <E[)y - 2] "B )y + 277

on déduit que

Orp < 2| Xollo, 1E [Xo | Vo,e] = E[Xo | Vo,e-1]lly, =2 Xoll, de.2p-
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Exemple : estimateur de Grassberger-Procaccia

Soit t € R fixé et h: (x,y) € RZ2+—~ 1{|x —y| < t}.

On suppose que pour tous ¢ et j, la variable aléatoire
E[Xo|o(ew, ¢ <u<O)]—E[Xj|o(ew,j—L<u<j+/{)] aune
densité g ; dont la norme " (R) est bornée indépendemment de £ et j

pour un certain r > 1.

Alors I'inégalité suivante a lieu

Orp < CIE[Xo | Vo] —E[Xo | Vo, 1]H”' =
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Utilisation de la mesure de dépendence
On rappelle que

Orp = sup 1A (fe (Vo,e) » o (Vi) = b (fom1 (Vo,e-1)  fe—1 (Ve-2))l,
iz
ol
VJ'JZ (EU)J u=j—~t"
etf; est telle que
E[Xi | Vil =fe (V).

De plus, si ), 0¢,p < 00, alors
>1Y,

S ohXX)= > h(fh(Vie), (Vo))

1<i<j<n 1<i<j<n

+> > h ) o (Vi) = b (fos (Vien) s foot (Ve 1))

21 1<i<j<n

Par conséquent, Zl§i<j<n h(Xi, X;) peut s'exprimer comme une série de
U-statistiques mettant en jeu des suites stationnaires qui sont une
fonction de 2¢ + 1 variables aléatoires indépendantes.
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U-statistiques de données 2/ + 1-dépendentes
Soit (Xi);cz une suite de variables aléatoires telle que
Xi=f(gizt,---,€i+e), OU (€k)yey st iiid. et f: R2+1 4 R est
mesurable.
Le traitement des sommes partielles de ces suites est en général aisé. En
effet,

40+1

n
ZX,- = Z Z Xae+2)k+r
i=1

r=0 £:1<(40+2)k+r<n

et pour chaque r € {0,4¢ + 1}, la suite (X(ae2)ksr), oy €St iid..
Pour les U-statistiques, la situation est plus complexe ; par exemple si
Xi = f(ei—1,€i), on peut écrire

SNICRIED ST R IC T

1<i<j<2n 1<i'<j'<n 1<i'<j'<n
+ E h (Xair, Xojr—1) + E h(Xair—1, Xajr)
1<i'<j'<n 1<ir<j'<n

Les deux premiers termes peuvent s'exprimer comme une U-statistique
dont les données sont des vecteurs i.i.d., mais ce n'est pas le cas des deux
derniers. 16/21



Décomposition de Hoeffding

Proposition (G., 2021+)

Soient (X;);cy une suite bernoullienne, h: R x R — R une fonction
mesurable. On suppose que 2521 0¢,p < 00. Alors

> (h(X, X)) —E[h (X, X)] _nZY
1<i<j<n
+>N > KL () + R

£30 1<a,b<40+2 1<i<j<[n/2¢]

ot la suite (Y;);, est bernoulienne et centrée, et pour chaque ¢ > 0 et
1<ab<4l+2, ( £; ) est une suite indépendante de vecteurs de
i€z

dimension 4¢ + 2 et la U-statistique associée a hffz, est dégénérée.

Le terme R, joue un role négligeable dans le cadre des théorémes limites.
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Loi des grands nombres

Théoreme (G., 2021+)
Soit (€4) ez une suite i.id., f: R — R et h: R x R — R des fonctions
mesurables et X; = f ((€i—k)yez)- Soit p € [1,2). Alors

1/p

1
sup tPP < sup ———— h(X:, X:) —E[h(X;, X: St
t>g n;i nl+1/p 1<§<n( (Xi, X)) [h (Xi, X))1)

<6 [ op+ D PO,

>1

Sid sy 1=1/Pg, , < o, alors

ﬁ Z (h(Xi, X;) —E[h (X, X;)])| = 0 p. s..

1<i<j<n
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Loi des logarithmes itérés

Théoreme (G., 2021+)

Soit (eu),ez une suite iid., f: R* — R et h: R x R — R des fonctions

mesurables et X; = f ((€i—k)xez)- Soit p € [1,2). L'inégalité suivante a
lieu :

1

sup———— h(X:, X)) — E[h(X;, X;
R () 1<§-<,,(( 7) — E[h(Xi, X))])

p

< Cp 90,2 = 261/29&2 )
£>1

ol ¢, ne dépend que de p.
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Théoréeme limite central
Théoreme (G., 2021+)

Soient (£4) ey une suite i.id., f: RZ - R et h: R xR — R des
fonctions mesurables et

Xi=f((e-k)kez)> Uni= D h(X,X).

1<i<j<n

Supposons que

231/292,2 < +o00; 26295,1 < 400

>0 >0

et
> |Cov (Yo, Vi)l < +o,
kEZ

ou Yy est donnée par Yy = E [h(Xk, X{) | eu, u € Z] et X§ a la méme loi
que X et est indépendante de o (e, u € Z). Alors

Up —E[Us]) =  [> Cov(Yo, Yi)N, N~ N(0,1).

kEZ 20 /21
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Perspectives

1. Traitement des U-statistiques d'ordre supérieur :
Un=Y1chccicn h Xy X)),

2. Utilisation de méthodes d'approximation par martingales pour
obtenir des théoremes limites.

3. Obtention de vitesse de convergence dans le théoréme limite
central : contréle de

P{ng}P{Ngx}

sup
on3/2

x€R

4. Théorémes limites fonctionnels : W, (t) = 321 j<ing I (Xi: X))
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