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U-statistique empirique a un échantillon

La convergence de la U-statistique empirique a un échantillon définie par

a été traitée (Svetlana Borovkova, Robert Burton et Herold Dehling).
Si (Xi);»; est strictement stationnaires et vérifie certaines conditions de

dépendance, alors la convergence a lieu dans D[0, 1] vers un processus
gaussien dont la fonction de covariance est explicite.
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U-statistique a deux échantillons

La convergence de la U-statistique a deux échantillons de noyau h défini
par

[nt] n
T ( = 3/22 Z h (X5 X) = E[h (X5, X;)])
i=1 j=[nt]+1

a également été traitée (Herold Dehling, Roland Fried, Isabel Garcia et
Martin Wendler) ol (X;),, est strictement stationnaires et vérifie
certaines conditions de dépendance.

La convergence a lieu dans D[0, 1] vers un processus gaussien dont la
fonction de covariance est explicite.

Idée : on divise pour chaque t € [0, 1] I'échantillon Xi, ..., X, en deux

échantillons X1, ..., X5y et Xjntj+1,- - -, Xn et on considére des quantités
du type h(X,Y), ot X est dans le premier échantillon et Y le second.
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U-statistique empirique a deux échantillons

Pour n > 1,0 <t < 1,5 € R, on définit

[nt] n
en (s, t) = 3/22 Z 1{g(X < s}
=1 jlnt +1

oll g: R? — R est une fonction mesurable et pour tout réel x, [x] désigne
I'unique entier k tel que k < x < k+ 1.

Lien avec les U-statistiques a deux échantillons:

[nt] n
T, (h,t) 3/22 > h(X,X):
i=1 j=[nt]+1

en(s,t) = Tp(hs, t) ot hs(u,v) =1{g (X, X;) < s}.
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Objectif

Soit (Xj);5, une suite i.i.d. et

[nt] n
en (s, 1) = 3/22 Y 1{g(X,X) <s}.
i=1 j=[nt]+1

Trouver une condition portant sur g et (X;),; telle que
€n (57 t) -k [en (57 t)] - W(57 t)

en loi dans D ([—R, R] x [0,1]) vers un processus W (-,-) et fournir une
description de W.
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Résultat
Theorem (Dehling, G., Sharipov (2020+))

Soit (X;);so une suite i.i.d. et e, défini par

[nt] n
en(s, t) = 3/22 Z 1{g (X, X;) <s}
i=1 j=[nt]+1

On suppose que g est symétrique et que pour tout u € R, la variable
aléatoire g (u, X1) a une densité f, et que sup, , f, (x) < +oo. Alors pour
tout R > 0,

en(s,t) —Ele,(s,t)] = W (s, t) en loi dans D([—R, R] x [0,1]),

ou (W (s,t),s € R,t €[0,1]) est un processus gaussien centré, dont la
covariance est donnée pour 0 <t <t' <1lets,s’ €R par:

Cov(W (s,t), W(s',t)=t(1—t)(1—-2t+2t)csys,
ou Css/ = E [h175 (Xl) h17s/ (Xl)] et
his (u) = P{g (u, X1) < s} —P{g (X1, X2) < s}.
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Exemples

1. Soit g (u,v) = u+ v et supposons que Xj aie une densité f bornée
par M. La densité de g (u, X1) = u+ Xj est f, (x) = f (x — u). De
plus,

hlys(u) = P{Xl <s-— u} 7IP{X1 + X5 < S}.

2. Le choix g (u,v) = u — v est possible (permet d'utiliser la symétrie

de X,' — )(1)

7/23



Le cas non-symétrique

Les hypotheéses sont les suivantes

1. la variable aléatoire g (u, X1) a une densité f; , et
SUPy x s (X) < 0.

2. La variable aléatoire g (X1, v) a une densité £, , et
sup, » fa,v (x) < +oo.
La covariance du processus (gaussien centré) limite est donnée pour
t <t/ par
Cov(W (s, t), W(s',t')=t(1—1t)(1—t')E[hs (Xo) h1sr (Xo)]
+t(1—t)(f = t)E[hs (Xo) s (X0)]
+ tt' (1 — t') E [ho,s (X0) h2,s (X0)]

o
hs (u) =P{g(u, X1) < s} —P{g(X1,X2) < s},
hy,s (v) =P {g (X1, v) < s} —P{g (X1, X) < s}
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Exemples de fonctionnelles

1. Pour tout R > 0, la convergence en loi

sup  sup |e,(s,t)]— sup sup |W (s,t)]
0<t<1 —R<s<R 0<t<1 —R<s<R

a lieu.

2. Soit ¢ une mesure finie sur les boréliens de R.

Alors

0<t<1 0<t<1

sup /R(e,,(s, £)—E[en (s, )])2 dpu (s) — sup /RW(S, £ dpu(s).
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|dée de démonstration : apercu global

Les étapes principales sont les suivantes :
1. On considere le noyau hs: R? — R défini par
hs (u,v) = 1{g(u,v) < s}. La décomposition d'Hoeffding's donne:
une U-statistique contenant une partie linéaire 4+ un terme dit
dégénéré.

2. On établit la convergence des lois fini-dimensionnelles de la partie
linéaire vers celles du processus W.

3. Puis on démontre que le processus associé a la partie linéaire
converge vers W dans D ([—R, R] x [0,1]) pour tout R > 0.

4. Enfin, on montre que la contribution de la partie dégénérée est
négligeable.
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Décomposition d'Hoeffding classique

Soit h: R? — R une fonction mesurable et (X;);-, une suite i.i.d. Soit

> h(X,X).

On définit 6 := E [h (X1, X)],
h(x) =E[h(x,X)] =0, h(y)=E[h(X,y)] -6,

hs (x,y) = h(x,y) = h1 (x) — h2 (y) —
Alors

_<’2’>9+i(n—i)h1 +Z(J—1 Yha (X)+ D hs (X, X))
i=1

1<i<jgn

E[hs (Xi, X;) | X1, -, Xj—1] = E [hs (X3, X;) | Xiga, ..., Xa] = 0.
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Décomposition d'Hoeffding

Soit 05 :=P{g (X1, X2) < s}, hs (u,v) =1{g(u,v) < s}

his(u) =P{g(u,X1) <s}—0s, hs(v)=P{g(X1,v)<s}—0bs,

et
hss (u,v) = hs (u,v) — h1 s (u) — has (V) — Os.
Alors
en(s,t) —Ele,(s,t)] = Ra(s, t) + W, (s, t),
ou
[nt] n
n S,t = 3/22 Z h3S(XI7X
i=1 j=[nt]+1

W (s :”‘JZ”ZIHS P S hax).

j=lntl+1

12/23



Lois fini-dimensionnelles
Cramer-Wold : soient 0 =ty < t; < ...ty < tgr1 =1, s = 1,
1 < k < d. On doit montrer que

d d
Z ak.e W, (Sg, tk) — Z ak,[W(S[, tk) en loi.
k=1 k=1

On exprime ZZ v—1 @k, W, (s¢, t) comme une combination linéaire de
variables aléatoires indépendantes a laquelle on applique un théoréme
limite central pour les tableaux de variables aléatoires.

Soient

)

:{ieN\[ntU,1]+1<i<[ntu]}2 u<d
1<i<n}.

nl—{I€N|1 [ntl]}et/,,d+1—{/€N|[ntd]—|-
Alors |'égalité suivante a lieu:

d+1

Z ak,e Wi (s, tx) = Z akZ 3[/Ztk] ZI{U < k} Z hys, (Xi) +

k=1 k=1 =1 i€l
d d+1

k=1 =1 i€y

> ke[,;kzlzl{u>k+1} D has (X)),
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Convergence de la partie linéaire : outil
Theorem (Davydov, Zitikis)

Soit &,, n > 1 des processus stochastiques définis sur [0, 1]2 et dont les
trajectoires se trouvent dans D ([0,1]?). Supposons que :

1. & — & (fin. dim.) et & a des trajectoires continues ;

2. on peut exprimer £, = &7 — £ ou &, et & sont croissants,
§n(0,0) =0

3. il existe des constantes v > 3 > 2, ¢ € (0,00) telles que pour tout
n>1,sil|(s,t)— (s, t')||,, =1/n, alors

E (|6 (s, t) — & (s, t)"] < cli(s,t) — (s, )%,

4. la convergence en probabilité suivante a lieu :
n n b n n 7 0'
¢ (n n) & ( n +lgién ¢ n’n —& )7

Alors (fn)n>1 converge en loi vers & dans D ([O7 1]2).

max
1<ijsn
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Convergence de la partie linéaire

1. Condition sur E [|£, (s, t) — &a (s', t')|7]: inégalité de Rosenthal et
en définissant

as (u) =P{g(u,X1) <s}, bs(v):=P{g(X,v)<s},

las — a5l < Cls = 5], [|bs = borll oo < Cls — '] (*)

2. Condition
* J AN LQ)’
€n<n n) €n< ,n> +12;3§n €n(n,n> £n(n, - — 0,

Le processus & est donné par

max
1<ijsn

[nt]

i
€ (s, 1) [—/Z [’;/tleSX)Jrze R+2Rs[1/1»

Jj=1

ot s = P{g (X1, X2) < s} et on utilise a nouveau (*).
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Traitement de la partie dégénérée (1)

Rappelons que

[nt] n

R,,(S,t):#z Z h3,s(Xia)<j)a

i=1 j=[nt]+1
ou, par definition de hs s,

[ h3,s — h3,$’||Oo < Cls -5,

Efhss (Xi, X;) [ o (X1,..., Xj—1)] =0

E[hss (Xi, Xj) | o (Xk, k = i+ 1)] = 0.
On doit montrer que

sup  sup |R,(s,t)| — 0 en probabilité.

—R<s<KROLK]
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Traitement de la partie dégénérée (2)
Premier pas : supremum sur t pour un s fixé :

Rn(s,t « (X, X))
02:21| (s 8) = 3/2 1<ten 1 Zl ;

i=1 j=t+1
Soit h; j := hs¢ (X;, X;) et pour n fixé, S = S0_ S g hij,
1<l<n—1etS5 =0. Alorspour2</¢<n

)4 n {—1 n
Se=Seea=2 D =3 ) b

i=1 j=+1 i=1 j=¢
n n
:Zzh’l+zhf1 Zzhu Zhle
i=1 j=¢+1 j=0+1 i=1 j=(+1
= Z h@,_/ Zhlé
Jj=0+1

donc

k k n
22(53—55_1) = — Z hi,é"‘z Z h[J'
/=1

1<i<e<k (=1 j=b+1
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Traitement de la partie dégénérée (3)

Terme maxigk<n—1 Z1<i<e<k hi¢ : on applique une inégalité
exponentielle pour les U-statistiques dégénérées a noyau borné.

n

k o e s ,
Terme maxick<n—1_y—1 D_jgyq hej o il s'agit également d'un
maximum d'une U-statistique, mais la suite considérée est
()(,,,)(n_]_7 . 7X1) au lieu de ()(17 N 7Xn)-

On déduit que

]P’{ sup |Rn (s, t)] > 5} < Cexp (—cv/ne),

0<t<1

ol les constantes ¢ et C sont universelles (en particulier, indépendentes
de s, nete).

Puis on découpe [—R, R] en “petits”intervalles et on utilise I'inégalité

|hs,s — h3s]l, < K|s—s'].
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Extension du cas indépendant
On rappelle que

[nt] n
(s:1) 3/22 > (H{e (X, X) < s} —P{g(X;, X)) <s}).
i=1 j=[nt]+1

On se place dans le cadre suivant la suite (X;);.;, est
» strictement stationnaire ;
» [3-mélangeante :
B (k) :=B(c(Xi,i<0),0(X;,i=k))—0,

ou

! J
B(A.B) :—ésup{zzm (AN B) (A;)P(Bj)l},

1j=1

et le supremum est pris sur les partitions (A,-),.:1 JAi € Aet
J
(Bj)j—1:Bj € B.

Objectifs : donner une condition suffisante sur (3 (k)),>, et g
garantissant la convergence de e, dans D ([—R, R] x [0,1]) et une

description du processus limite.
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Résultat
Théoreme (Dehling, G., Sharipov (2020+))

Soit (X;);cy une suite strictement stationnaire et e, défini par

[nt] n
en (s, t) = 3/22 Z 1{g (X, Xj) < s} —P{g (X, X;) <s}).
i=1 j=[nt]+1

On suppose que g est symétrique et que pour tout u € R, la variable
aléatoire g (u, X1) a une densité f, et que sup, , f, (x) < +oo. De plus,
supposons que 3 (k) = O (k—P) pour un p > 4. Alors pour tout R > 0,

en(s,t) = W (s,t) en loi dans D ([-R, R] x [0,1]),

ot (W(s,t),s € R, t €[0,1]) est un processus gaussien centré, dont la
covariance est donnée pour s,s' e Ret0 <t <t' <1 par:

Cov (W (s, £), W (s, ¢)) =t(1 = t') (1 = 2t +2¢') D "Cov (1,5 (X0) , b, (X)),
kEZ

ot hys(u) =P{g(u, X1) <s}.
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Perspectives (1)

» Mettre au point un procédure statistique: trouver les quantiles des
lois limites supg<,<1 SUP_res<r |W (s, t)| et
2
SUPpgi<i fR (en(s,t) —E[es (s, t)])" du(s) —
supg< i<t Jz W (s, t)> dyu(s), ob W est le processus limite.

» Traiter d’autres exemples de suites dépendantes, comme
Xi=f ((Ei,j)j20), ol (€x)yeyz est i.id., sous des conditions
mettant en jeu la norme LP de la densité conditionelle de g (X;, X;)
par rapport a la tribu engendrée par €, u < 0.
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Perspectives (2)

U-statistiques a k échantillons
» Pour0<t; <--- <t <1, on définit

[I‘It1] [ntz] n

Tk,n,h(tla'~-7tk):Z Z Z /’I()(,'17...,)<,'k)7

=1 h=[nt;]4+1 ik=[nti]+1

ot h: RK — R est une fonction mesurable et (Xi);5 vérifie
certaines conditions de dépendance (mélange, fonction d'une suite
i.i.d. par exemple).

Motivation : détecter un multiple changement de paramétre dans un
échantillon.

» Versions empiriques : noyaux de la forme

hS(Xla"'an):l{g(xl7"'7xk)gs}'
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Perspectives (3)

Soit
[nt] n
en(g,s,t) 3/22 > (A{g (X, X)) < s} —P{g (X, X)) < s}).
i=1 j=[nt]+1

On chercher a établir la convergence du processus e, (g, s, t), g € F,
s € R,t €]0,1], ol F est une classe de fonctions.
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