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1 Différentiation d’une fonction

Tous les espaces vectoriels F, F, etc. sont des R-espaces de Banach (on pensera surtout aux
espaces R"). On veillera, en dimension infinie, & considérer les espaces L°(E, F') au lieu de L(E, F)).

1.1 Différentiation ponctuelle

Définition : Soit U un ouvert de E, f : U — F est dite différentiable en xq € U ¢s’il existe
L e LY(E,F) et r> 0 tels que B(zg,7) C U et Yh € B(xo,7),

f(xo+h) = flxo) + L(h) + o ([[h]g)-

[[2]|—0
L est alors uniquement déterminée et on note L = D f(xg) = df,, = df (xo).
Notation : Pour L linéaire on note aussi L(x) = Lr = L - x.

Remarque : L’unicité de L est assurée par le fait que si (L; — Lq)(h) = HhHO (II17|lg), alors pour
—0

t)
_ (L1 = Lo)(te) _ ol - N
ecEett>0, (L — Ly)(e) = ; == —t_om(l)t—_)o)().DouLl—Lg.

Remarque : f différentiable en xy implique f continue en zy. En effet on a

|£(wo) = flwo + W)lle < [IDf (o)1l + 0 (7lz)-

[\

-~

— 0
Il 5—0
Ceci serait a priori faux si D f(x() n’était pas continue.

Exemples
— Si L € LAE,F) et U est un ouvert de E, alors f = Ly est différentiable en tout point et
sa différentielle en tout point est égale a L :

— Si F est un espace de Hilbert, alors on a ||z+h|]* = ||z|*+2 (z, h) +||k||*. Donc 'application

N2 { f : Hsz est différentiable en tout x* € E et DN?(x) - h = 2 (x, h).



— Plus généralement si b est bilinéaire continue, alors ¢ : z — b(x,z) est différentiable de
différentielle Dq(z) - h = b(x, h) + b(h, z).
— Si [ est un intervalle de R et f : [ — F est dérivable en ¢y, alors Vt € R tel que t + 1ty € I,
flto +1t) = f(to) +tf'(to) + t00<t)' f est donc différentiable en ¢ et sa différentielle est
—
Df(to) : t = tf'(to)-

Définition (Gradient) : Si £ = H est un espace de Hilbert, on définit le gradient de f : U — R

différentiable en a € U par Vf(a) € H tel que Vh € H,(Vf(a),h) = Df(a) - h. Vf existe et est

unique par le théoreme de représentation de Riesz. On note aussi V f = grad f.
Géométriquement V f pointe vers les grandes valeurs de f (localement).

Exemple : Avec N%(z) = ||z||? qui est différentiable en tout z € H, on a VN?(z) = 2x.

Lien avec la dérivée directionnelle

Définition : Pour e € E'\ {0}, la dérivée directionnelle suivant e en xg € U C E de f: U — F
est (si elle existe)

te) — D -t
lim J(xo £ te) = J(o) lim Do) - te = Df(xg) -e.
t—0 t Si f est t—0 t
teR” différentiable en zo tER"

Ainsi, si f est différentiable, elle admet des dérivées directionnelles selon toutes les directions.
La réciproque n’est cependant pas vraie.

R? — R
Contre-exemple : On considere la fonction f : (x,y) — 0 si0<y<a? . Les déri-
4 1 sinon

2
vées directionnelles de f existent et sont toutes nulles mais, pour ¢t # 0, f (t, 5) = 0 tandis que
f£(0,0) = 1. f n’est donc pas continue en (0, 0).

Expression dans une base en dimension finie

On considere ici E = R™ et F' = R™ par un choix de bases e = (e1,...,e,) et ¢ = (e],...,el)
et on écrit f(z1,...,x,) = f(x1€1 + -+ Tp€0).
0
On note a—( p) la dérivée directionnelle en p suivant le vecteur e;. On a 8—f(p) =Df(p)-e
T Ti
0fi
On a alors Mat. (D f(p)) = (<8f >) ] Js(p), ou Jr(p) est appelé la matrice Jaco-
ZEj 1€]l,m
Jeltn]
bienne de f en p (dans les bases e et €).
Remarque : Si 'on note z; : v - R , x; est la restriction d'une application li-
(tl,. .. ,tn) — 1
néaire, donc Dx;(p) - (hy, ..., h,) = h;. Alors
hy
flp+h) = +Z hi JAllz) = f(p) + Tp(p) | JnllE)-
8932 " e " iz
hn
D D p)Dx;
onc Df(p Za% zi(



Exemple des fonctions C-dérivables

On considere £ = C = F et f, C-dérivable en z;. On a

flz0+2) = f(20) + f'(20)2+ 0 (lz]).

|z]—0
Lapplication { & — € t linéaire, f est donc différentiabl Df(z) -z =
application ¢ * F(z0)2 est linéaire, f est donc différentiable en z, avec 20) 2=
f'(20)z.
- : e of af
Réciproquement, si f est différentiable en zy, on a Df(z) - z = ax + by avec a = e b= 90
w Y
et z=x+1y. D'ou
Df(z0) - 2 = z+2+bz—5_ a—1b +a+ib_
%) 2 =a—; 5 = 5 ¢ 5 %
~—— ~——
_9f af
“9: " TaEt
0 0 0
D f(zy) est donc C-linéaire si et seulement si 8—f(zo) = 0, si et seulement si a—f(z0)+za—f(zo) 0.
z x Yy

On retrouve ainsi les équations de Cauchy-Riemann.

1.2 Formules de différentiabilité (et calculs)

Proposition (composition)

Sif: UE — XQ est différentiable en xo et g : V — G est différentiable en yo = f(x¢), alors go f
C c

est différentiable en xq et on a :

D(go f)(wo) = Dg(f(w0)) o Df(zo).

Démonstration : f(zo+z) = f(xg) + Df(xg) -x +e(z),oue(x) = o (|z]), donc

[l IIH0

go flxo+x) = g(f(xo) + Df(xo) - & + ()
= 9(f(20)) + Dy(f(x0)) - (Df(wo) - x + () + o(| Df (x0) - = + e()|)

De plus si p(z) = O(¢(x)), alors (h(z ) =o(p(x))) = (h(z) = o(¢p(x)). Ici, comme Df(xo) est

linéaire continue, on a || Df(xg) - z|| = W9, O(HxH) Donc o(||Df(xo) - = + e(z)||) = ol O(H x||) et

Dyg(f(zo)) - e(x) = ol O(HwH) D’ou le résultat. |

)
)

Si on se place en dimension finie on a matriciellement Jyor(p) = J,(f(p)) T¢(p)-
gof)i ~=0g; O fr

Si on regarde les dérivées partielles on a

Application (Equation des ondes 1D) : On cherche a résoudre
0?f 10%*f

L 22—,

0x?2 2 Ot?
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pour f:R? — R. En effectuant le changement de variables linéaire { Zj f ;_’__g , la fonction

~ u+v v—u
f=r * , vérifie I’équation
2 2c

of ) —u\ 0 ofdd 10 10
O 0y =2 (“g“,“%“) 9wy + 9010 (5 09) - L g,
Rf Of 1 0%f
Done & 5 (1 0) = <a_ - _aT) =0

Conséquence : Siy: [ — U C E est dérivable en 5 et f: U — F est différentiable en ~(t¢),
alors

(f o) (to) = Df(v(t)) - (to) € F.

f agit donc sur les vecteurs tangents par sa différentielle.

Application : On cherche a dérivée / f(z,t)dz par rapport a ¢ (en supposant réunies les
0 R?

conditions pour dériver sous le signe intégral). Pour cela on pose F' : 9(t)

P gue Intégral) P { (L) o / Fa,t)da

différentiable.
On prend 7 : t — (t,1), alors

(1) = (F o) (1)
— DF(3(t0) -/ (t)
= DF(to, ) - (1,1)

OF OF

= %(tmto) + a_y(th to)

9(to)
= §/(t0) fglto) fo) + / O (o).

Proposition
Soit M : Fy X --- x E, — F une application n-linéaire continue, f; : U — E; différentiable en
x € Ey. Alors M(f1,..., fn) : U — F est différentiable en x avec

D(M(fy - ~h = ZM (fr(z —1(2), Dfi(x) - b, fira(z), ..., ful2)).

Démonstration : Pourn = 2:

M(fi(x) + Dfi(x) - h+er(h), fo(x) + Dfa(z) - h + £5(x))
(f1(2), fa(x)) + M(D fi(x) - h, fa(2)) + M(fi(2), D fa(x) - h)

M(ei(x), falx +h)) + M(fi(x + h),ea(x))

M(D fi(x) - b, D fo(x) - )

M(fi(z +h), fo(z + h))

M
_l’_
+ M(Dfi(z



Il reste a montrer que les termes de reste sont bien négligeables devant ||h||. On a
IM(D fi(2) - h, Dfo(x) - B)|| < IMID fr(2) 1D fo(2) [ 12]]* = o]|2]]).
De plus

1M (e1(2), falx + ) < M ][lle (P f2(z + h)

f2 est continue en z, on a donc une constante C' > 0 telle que pour h assez petit || fo(z+h)|| < C.
[

On a finalement M(gq(z), fo(z + h)) = HhHO 0(||h||), ce qui finit de montrer le résultat.
—

Exemples
Les applications suivantes étant supposées différentiables,

— Solent f,g: U = R*. D(f Ag)(p)-h=Df(p)-hAg(p)+ f(p) A Dg(p) - h.
— Sur un espace de Hilbert H, D({f,g))(z) - h = (Df(x) - h,g(z)) + (f(z), Dg(z) - h).
— Soit A: U = My, n(R) et f:U — R™

D(Af)(x) - h = (DA(z) - h) f(x) + A(x)Df (x) - h.

H — R
Application : Soit H un espace de Hilbert, N : { =+/-o N2 Donc N
v oo el = Y

est différentiable 1a ott N? # 0, c’est-a-dire sur H \ {0}. Pour calculer la différentielle de N, deux
méthodes :

1. Calculer la composée DN = D(+/%) o D(N?).
2. On a déja vu que D(N?)(x) - h = 2 {(x, h), mais N> = N x N donc
D(N?)= N x DN + DN x N = 2N x DN.
Mais de plus D(N?)(x) - h =2 {(x,h) = 2N(x)DN(x) - h.
Donc DN(z) - h = <ﬁ h>. Autrement dit, VN(z) = ﬁ
x x

Application : Si 7 : I — F tel que |7 = cste est différentiable, on obtient 7 L 5 (en
particulier 'accélération d’un mobile se déplacant a vitesse de norme constante est orthogonale a
la trajectoire).

Exemple (Wronskien) : Soit A : I — M,(R) et pour j € [1,n], Y; : I — R” tels qu’on ait
I'EDO

Vi€ [1,n],Y](t) = A(t) x Y;(t).
On définit w(t) = det(Y1(t),...,Yn(t)), on a

w'(t) = Zdet(Yl(t), Y (), Y (), Y (D), .., V(D))

= Zdetm(t), Y (), ARYi(), Yia (8), ..., V(D))

On rappelle le lemme suivant :



Lemme
Si f € L(E) avec E un espace vectoriel de dimension n, alors

Zdet(al, oo ity f(a), g, - an) = Te(f) det(aq, . .., ay).
i=1

(L’ensemble des applications n-linéaires alternées est un espace vectoriel de dimension 1 porté
par det et le membre de gauche correspond & une application n-linéaire alternée valant Tr(f) en

(e1,...,6n)).

On déduit donc que w vérifie I’équation différentielle : ¢y’ = Tr(A)y. Ainsi,

w(t) = w(0) exp ( /0 t Tr(A(s))ds) .

Exemple (Le déterminant) : Notons § : (R")" — R le déterminant de I’espace vectoriel R™
{ M,(R) — (R

l’application qui a une
= (Ay,...,A,) PP d

relativement a la base canonique et ¢ :

matrice associe la liste de ses colonnes.
det = § o ¢ se factorise donc en une application linéaire ¢ et une application n-linéaire . Ainsi
la différentielle de det en une matrice A = [A;]---|A,] suivant le vecteur H = [H,|...|H,] vaut

Ddet(A) - H = Di(6(A)) - (Dé(A) - H)
= DI(o(4) - o(11)

—Za Ay, A Hy Aj, L A

= Zdet[Aﬂ o [ A [ H A - A

Développons det[A;]| - --|A;_1|H;j|Ajt1] - - - |A,] suivant la j-éme colonne :
Ddet(4)- H =3 S (= 1) h, det < ks ,#l) 55" by (Com(A
j=1 i=1 Jj=1 =1

On peut réécrire cette dernicre égalité en D det(A) - H = Tr(* Com(A)H) = (Com(A), H) pour
le produit scalaire matriciel usuel. Autrement dit, pour ce produit scalaire, V det(A) = Com(A).

Exemple (L’inversion des isomorphismes) : Soit £ un espace de Banach quelconque. No-
tons Inv : GLY(E) — GL¢(FE), l'application qui, & un endomorphisme inversible u associe son
inverse u~!. On rappelle que GL(E) est un ouvert de I'espace de Banach £°(E) muni de la norme
subordonnée, nous sommes donc bien dans le bon cadre. Pour u € GLY(E) et h € L°(F) tel que
Al < m, rappelons en effet que u + h est inversible d’inverse la série convergente :

(u+h)t=0dg+utoh) tout = Z(—l)"(u‘l oh)"ou .

Ainsi, pour h € L°(F) assez petit,



Inv(u+h) =Inv(u) —u tohou ' + Z(—l)”(u‘1 oh)"ou?,

n=2

1

avec h — —u~! o howu ! linéaire. Le terme de reste se majore par

Y (0wt ey ou | <Y i(ut o h) ou|

n=2 n=2
< e R e
n=2
< M IPIRID S (e 121"
n=0
‘HhHF H|U71H|3
NS .
1= flu=t{[lI A

On reconnait en ce reste un = O (||A]|*) donc un o (||R])).
linll—o0 12| —0 1

Finalement, Inv est différentiable en tout u avec DInv(u)-h = —u"tohou™"t.

Exemple (Une fonctionnelle quadratique) : Cet exemple s’adresse avant tout a ceux ayant
déja rencontré la notion d’espace de Sobolev. Soit {2 un ouvert borné de R™ munit de son produit
scalaire usuel. On considére P'espace de Sobolev HJ (), complété de D(2) := C°(Q, R) pour la
norme H'! dérivant du produit scalaire :

n of o
Vf,gGD(Q)a <f,g>H1 = <fvg>L2(Q)+Z<3_§7axg'>L (Q).
i=1 Lo

Rappelons que Hj () s’'inclut naturellement dans L?*(€2) (prolongeant continfiment I'inclusion de
D(Q) dans L*(2)) et que ses éléments admettent des dérivées partielles premieres au sens des
distributions, s’incluant elles-mémes dans L*((2).

Etant donné V € L*®(12), on considére la fonction J : H}(Q) — R suivante :

Vfe H\Q), J(f) :/dem/ﬂwmmdx.

Nous cherchons a caractériser les points critiques de cette fonction. Voyons que J est une
application de classe C! du Hilbert H}(Q). Il suffit de constater que J = g+ L ou g est quadratique
continue et L est linéaire continue. En effet, considérons la forme bilinéaire symétrique définie sur

H} () par :
. (Vu(@). Vo(@) 1§~/ 0F g
b .(U,U) = /Q 2 dz _-2 j{: <faxijéiri>lﬂ(ﬂ).

i=1

1
b est continue car |b(u,v)| < 5\ (u,v) ;1 |, pour u, v € Hg(§2). Considérons la forme linéaire :

L:uw— /QV(x)u(x)dx = (V,u) 2.

7



L est continue de norme ||V|| 2. Alors, en posant ¢ : u — b(u,u), on vérifie bien l'affirmation
précédente. Ainsi J est méme C*™ et sa différentielle en u € H} () est DJ(u) = Dq(u) + DL(u) =
20(u, -) + L. Une fonction u € H} () est donc critique pour J si, et seulement si,

o e HAQ), DJ(u)-v— /Q (Vu(z), Vo(z)) dz + /Q V(z)o(z)dz = 0.
En particulier, nous avons
Vo e D(Q), (Vu,Vo)pp +(V,0)p p = (—Au+ V,0)p 5 = 0.
Ainsi, un élément u de HJ(€2) est un point critique de J si, et seulement si, u vérifie

Au=V

au sens des distributions (on remonte les implications par densité de D(Q) dans H}(2)).

1.3 Fonctions de classes D! et C!

Si f: U — F est différentiable en tout point de U, alors pour x € U on a une application
linéaire continue D f(x) € L°(E, F). On a donc une application Df : U — L°(E, F).

Rappel : Si F est un espace de Banach alors (L°(E, F), || - ||) est un espace de Banach.

Définition : — Si f: U — F est différentiable en tout point de U, alors f est dite de classe
DYU, F). On écrit f € DY(U, F).
— Side plus Df : U — L°(E, F) est continue, on dit que f est de classe C'(U, F') et on écrit
fecCl(UF).

Proposition
Si f € DNU,F), les extrema x de f vérifient Df(x) = 0 (on dit que ce sont des points critiques

de f).
@ La réciproque est fausse, pour f : x — 23, 0 est un point critique mais pas un extremum.

Démonstration : Soit z un extremum de f. Pour e € E et ¢ > 0 assez petit on considere

— - U
| =&l . Alors comme z est un extremum de f, 0 en est un de f o~. Donc

v t — x+te
(fo)(0)=0=Df(z)-e. |
Proposition

D! et C! sont des espaces vectoriels stables par composition. Ce sont aussi des anneaux pour X si
F=R.



Caractérisation des fonctions de classe C' pour F de dimension finie

On considere F = R™ par le choix d'une base e.

Proposition

On a f € CHU,F) si et seulement si les applications ezistent et sont continues sur U.

aflfi

Pour montrer la réciproque de ce résultat, nous allons démontrer un critere de différentiabilité
plus faible :

Proposition
Soit f: U — F admettant des dérivées partielles définies sur U et continues en un point a € U.
Alors f est différentiable en a.

0
Démonstration : On écrit simplement a—f(p) = Df(p) - e;. Ces applications sont donc
T

1
continues par continuité de D f et de I’évaluation d’un morphisme borné en un vecteur e;.
On considere la norme infinie sur F (par équivalence des normes en dimension ﬁnie cela

ne change rien au calcul). Soit L : U — L°(E, F) telle que pour p € U, L(p

8

Cette application est continue par hypothése. On va montrer que f est dlfferentlable en a €U de
différentielle L(a), il s’agit donc de montrer que

1f(a+h) = fla) = L(a)h||
[[A]] Inll—0

Pour cela, on décompose la variation f(a + h) — f(a) suivant les différents axes et on estime
ces variations via les dérivées partielles :

a1 = fla) = Lo = (o + hasonsooov0) = fla) = 2 (@ )

+Z (f(al +h1,...,ai_1 +hi_1,ai,...,an)

0
_f<a1+h1,...,CLi—i‘hi,(li_,_l,...,CLn) 8xfz() )

+ (f(a+h) — flar 4+ h1,. . yanq + hy1,a,) — 88; (a)hn>

Si nous étions dans le cas plus fort ou les dérivées partielles étaient continues, alors nous
pourrions représenter la i-eme parenthese par I'intégrale :

h; a a
/0 (ai (a1 + P,y @iy + hicg, i+t g, an) — axfi (a)) dt.

Par inégalité de la norme d’une intégrale, en majorant grossiérement sous le signe intégral par
un sup, nous aurions alors que la norme de ce terme est inférieure a :

0 9,
Latn) - @

sup
lImlI<IAl




Mais, en vérité, la représentation intégrale n’apporte rien ici : 'inégalité précédente découle
directement du cas différentiable de 'inégalité des accroisements finis appliquée a la fonction d’une
variable réelle :

taf

t— f(a1+h17' N 7aifl+hi717ai+t7ai+la' H 7a’n)_f(al+h17' N 7aifl+hi717ai7' N 7an)_ &C(a)
pour ¢ parcourant [0, h,_;].
Nous avons donc, par inégalité triangulaire :
If(a+h)— fla) — Lhj of of
<n sup (a+n) - z—(a)||.
Il Inli<ial 1| O Oi
1<i<n
La continuité des dérivées partielles de f en a permet alors de conclure. [ |

Proposition (Lemme de Hadamard)
Soit f : B(xz,r) — F de classe C', alors il existe des fonctions continues (explicitées dans la
preuve) g; - B(0,r) — F telles que

Vh e B(0,r), flz+h)=f(z)+ Zgi(h)hi.

0,1] — B(x,r)

. 1 .
b oath WM chemin de classe C*. Alors f o~y est C*, de

Démonstration : Soit v : {

dérivée en t,

(707 () = DF2(0) /(1) = DG +th) b= D2

=1

ainsi,

fl+h) = f(2) + /Ol(f o) (D)t = f(x) + Z (/Olgi (z +th)dt) he

of
al‘i

intégrale : en effet, pour h € B(0,r) fixé, I'application n —

of
a.%i

(x 4 th)dt. g est continue par théoréme de continuité sous le signe

1
Posons ainsi g;(h) = /
0

x + tn) est continue au point h
) Ui
T

(x + th) est dominée sur [0, 1] par son maximum. W

pour tout ¢ € [0, 1], et la fonction ¢ —

Ce lemme permet notamment de résoudre l'exercice suivant :

Exercice
Toute dérivation § de fonction C*(U,R) en a (id est toute application § : C(U,R) — R telle que
Vf,9 € CH(U,R), 6(f9) = F(a)3(g) + 9(a)3(f)) est de la forme

ou les \; sont des réels.

10



Le résultat de cet exercice est essentiel dans la théorie des variétés abstraites (qu’on ne traitera
pas dans ce cours car totalement hors du programme de I'agrégation) : elle affirme que les vecteurs
tangents en un point sont identifiables aux dérivations de fonction lisse en ce méme point, ce
qui permet de donner une définition intrinseque aux espaces tangents d’une variété et de définir
aisément la structure d’algebre de Lie de ses champs de vecteurs.

Application : Les applications rationnelles en les coordonnées sont de classe C* sur leur domaine
M, (R) — R

A s det(A) est de classe C*®. De méme l'inverse

de définition. Par exemple det :

Inv : { GLZ(R) : /\/ZL(]lR)

La connaissance a priori de la différentiabilité de Inv donne une méthode plus directe pour
calculer sa différentielle : Pour A € GL,(R), on a Inv(A) x Idgr,®(A) = I,. On a donc pour
A € GL,(R) et H € M,(R),

est de classe C*® car A~ = "Com(A).

det(A)

(D IDV(CI,) . H) X IdGLn(R) (A) + IHV(A) X DIdGLn(R) (A) -H=0.

Dou DInv(A)-H=—-ATHA™L.

Inégalité des accroissements finis (cas C')

Théoréme (Inégalité des accroissements finis)
Soit f:U — F de classe C*.

1. Si U est connexe par arcs et si ||Df|| < M, alors Va,b € U on a
1F(b) = fla)ll < Mdy(a,b),

ot di(a,b) = inf {/0 17/ (s)]|ds,~ : [0,1] C—1> F,~(0) =a,v(1) = b}.

2. Si U est convexe, alors VYa,b € U on a

1/(0) = fla)l < sup {|[Df(z)[[}|b - all

z€la,b

Démonstration : On prend 7 : [0, 1] % F reliant a & b. Alors

£(b) — fla) = / (f o)/ (s)ds = / Df(1(s)) -7/ (s)ds.

Dans le deuxiéme cas on prend ¥(t) = a + t(b — a).
Par I'inégalité triangulaire on a

1/ (0) / H\Df( sHI M (s)llds

//\
|
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Remarque : Si U est un ouvert d'un espace vectoriel normé, alors sont équivalents
1. U est connexe par arcs;
2. U est connexe par arcs C™;
3. U est connexe par lignes brisés.

Corollaire
Soit f € D', si U est connexe et Df =0, alors f est constante sur U.

Inégalité des accroissements finis, cas D!

Théoreme
Soit a < b deux réels, f: [a,b] — F et g: |a,b] — R dérivables sur |a,b.
Si vt €la, b, [ f' @) < g'(t), alors || f(b) — fla)]] < g(b) — g(a).

Démonstration : Soit ¢ > 0. On va montrer que

vt € o, B, 1£ (1) — F(@)ll < g(t) — gla) + (¢ — a) +<. 1)
On raisonne par l'absurde : on pose U = {t € [a,b] tel que (1) est faux} et on suppose que
U #0.
U est un ouvert [a,b] en tant que préimage de |0, +oo[ par l'application ¢ — || f(t) — f(a)| —
g(t) + g(a) —e(t — a) — € qui est continue par hypothese. Soit ¢ = inf U.

1. ¢ > a : par continuité en a de t — || f(t) — f(a)|| — g(t) + g(a), il existe 6 > 0 tel que pour
t €la,a+ 4],

1f @) = fla)l < g(t) — g(a) +e < g(t) — gla) +&(t —a) +¢.
Donc [a,a + 6[NU = 0.
2. ¢¢ U : comme ¢ > a, si c € U ouvert alors In > 0,]c —n,c+n[C U donc ¢ — g < ¢, ce qui
est absurde.

3. ¢ < b: Sinon U = {b} qui n’est pas ouvert dans [a, b].
Donc ¢ €a, b[. Par hypothese, f et g sont dérivables, donc In > 0 tel que pour t €]c, ¢ + 1],

w - <If@l
o) < 9=99 £

Par hypothese, on a || f'(c)|| < |¢'(c)|, donc ||f(t) — f(c)|| < g(t) — g(c) + &(t — ¢). Finalement

vt €le, e+l [ £(t) = fla)]l = Fl +11f(c) = fla)ll
— f(@)l[ +9(t) = g(c) +e(t = ¢)
g9(c) —gla) +elc—a) +e+g(t) —g(c) +e(t — o)
<g(t) —gla) +e(t —a) +e.
Donc pour tout ¢ €]e,c+ |, t ¢ U, ce qui contredit la définition de ¢. Donc U = @) et (1) est
vrai pour tout ¢ € [a,b]. En faisant tendre e vers 0 on déduit le résultat. n
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Remarque : Il suffit d’avoir f et g dérivables a droite.

Corollaire
Les inégalités sont vraies dans le cas D*

0,1] — F

Démonstration : Pour la deuxieme on applique le théoréme a v : { £ flattb—a))

avec g(t) = sup ([[Df(x)[[[[b— allt).

z€[a,b]
1
Pour la premiere il faut approcher inf {/ 17/ (s)llds, v : [0,1] it F,v(0) =a,v(1) = b} par des
0

lignes brisés. L

Conséquences (Voir Cartan, Calcul différentiel)
— On a un critere de différentiabilité d’une fonction en a € U en dimension finie : si les

Ty
existent sur U et sont continues en a, alors f est différentiable en a.
— Théoréme de convergence : Soit f,, : U — F une suite de fonctions de classe C! telle que :

1. 3a € U tel que (fn(a))neny € FY ait une limite ;
2. Df, =% g:U — LY(E,F).

n—+0o00
Alors il existe f : U — F de classe D' telle que f, % fetDf =g.
n—-+00

On en déduit que si K est un compact inclut dans un ouvert U d’un espace vectoriel
de dimension finie, alors (C}(K, F),| - |lc1) est un espace de Banach ou C}(K,F) = {f =
fig ot f € CHU,F) et K C U ouvert} et || fller = || flloo + Sll[}; 1D f(x)||.

xe

2 Différentielles d’ordre supérieur

2.1 Définitions et théoréme de Schwarz

Si f est de classe DY(U, F), alorson a Df : U — L°(E, F). Si on suppose de plus D f différen-
tiable en a € U, on a D(Df)(a) : U — L(E, L(E, F)).

Remarque : On a un isomorphisme isométrique

LY(E,LE,F)) = BIilYEXEF)
L — ((u,0) = (L(u))(v))
(u+— B(u,-)) +— B
Définition : — f:U — F est 2 fois différentiable en a si f € D! sur un voisinage V de a et

Df:V — LE(FE,F) est aussi différentiable en a.
On note alors D?f(a) € Bil°(E x E, F) correspondant & D(Df)(a) par l'isométrie précé-
dente.

— De méme pour [ est n fois différentiable, noté f € D" (resp. de classe C") en a si Df est
n — 1 différentiable en a (resp. Df € C"71).
On vérifie (D* (D" 7*f) (a) - (h1,. ... k) - (hists -, hn) = D" f(a) - (b1, ..., hy).

— On pose C>* = ﬂC” = ﬂD”.

n>0 n=0
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U — LYE,F)

— Soit L € LAE, F)et f =Ly Df=§ .

En particulier f est de classe C*.
— Soit b une application bilinéaire continue de E dans F, q(z) = b(z,z) et f = qu. On a

Df:{U - LB, F) .Donc Df = Ly avec L : h— b(h,-) +b(-,h) € L(E, F).

Exemples
{ est constante, donc D?f = 0.

r — blx,:)+b(-,x)
Donc D(Df)(x) = L et

D*f(x) - (h,k) = (D(Df)(x) - h) - k = (L(h))(k) = b(h, k) + b(k, h).

Expression en coordonnées si £ = R"”

Soit p € U, g différentiable en p,

99, .. glp+=)—glp)
Dy(p)-ei = x; (») = nl—g{loo 1/n '

Pour f deux fois différentiable en p on a

n—-+oo

Df(p+%) — Df(p)) |

D(Df)(p)-e; = lim ( n

Donc

D(Df)-e)-e = im0 (DF (+ %) - D103 ) -

Ainsi D((Df)(p) - €;) - e; = (x = Df(z) - ¢;), et donc D%f(p) - (e;,¢;) = ﬁ( )
p 1 ] @xl ) 1) p 1y vy) T 8:1:‘13% p .

ok f

e )= ————
’ Zk) 8% 0:10%

().

Plus généralement D¥f(p) - (e;,, . .

Théoréme (Schwarz)
Si f est 2 fois différentiable en a alors D*f(a) est symétrique.

Corollaire
Si f est n fois différentiable en a alors D" f(a) est symétrique

Démonstration : Par récurrence sur n > 2,

D" f(a@) - (i, ha) = DD f)(@) - he) - (o, )
— DA(D"f)(@) - (s ha) - (B - Bt

Donc D™ f(a) est invariant sous 'action de ((1,2),&([2,n + 1])) = &, 11 |
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