L3 - Analyse complexe 2018-2019: TD 10

Produits infinis
S. Allais, L. Poyeton

Exercice 1 (La fonction zéta). La fonction zéta est définie sur le demi-plan

={z| Ré(z) > 1}

par

+00

(@)=Y

n=1
ou n~* = exp(—zlogn), avec la branche principale du logarithme.

1. Montrer que C est holomorphe sur U.
2. Montrer que pour toutz € U, on a

(=[] - _1p_z.

p premier

3. Montrer que la somme des inverses des nombres premiers diverge.

Exercice 2. Montrer que pour toutz € A, on a

g(uzz"):

Exercice 3 (Un développement en produit infini). On cherche a calculer dans cet exercice
un développement eulérien du sinus.

1. Montrer que le produit

+00 ZZ
TZ H (1 - ﬁ)

n=1
définit une fonction entiere. Dans la suite de 1'exercice, on la notera f.

2. En déduire I'expression de la dérivée logarithmique de f en un point z non entier :

f(z) 1
f(z) _E Z —n2

3. On définit u(z) = £
— Calculer la dérivée logarithmique de u et montrer que £ est périodique.
— Montrer que u’ est nulle. (Indication : On pourra utiliser que |cotan(x + iy)* <
coth(y)? et que coth est décroissante sur R;.)

— En déduire le développement en produit infini sur C:

sin(ntz) = iz ﬁ (1 — rzz_z)

n=1

2

4. En déduire que Yoo nz =%



