Préparation a 'agrégation — Géomeétries classiques 2020-2021 : TD4

Géométrie euclidienne

Exercice 1 (Bissectrices, Berger T. 2 sect. 8.7). Montrer que ’équation 22 = a d’inconnue x
a exactement deux solutions dans le groupes des angles orientés de droites (resp. demi-droites).
Utiliser ce fait pour définir les bissectrices d’un angle orienté de droites (resp. demi-droites).

Exercice 2 (Audin, pp. 83-84). Soient A, B et C' trois points distincts sur un cercle de centre
O dans un plan affine euclidien.

1. Montrer qu’on a I'égalité d’angles orientés de demi-droites (O—A), O—B)) = Q(CTA), C'—B)>

2. En déduire que I'angle orienté de droites ((CmB)) ne dépend pas de C.

—
—

3. On note D la tangente au cercle en B, montrer que (O—A), O—B)) =2((AB), D). En quoi
ce résultat est-il le cas limite de la question précédente ?

Exercice 3 (Audin, p. 85). Soient A, B et C trois points non alignés d’un plan affine euclidien.

1. Montrer qu’il existe un unique cercle C passant par A, B et C et expliquer comment
construire son centre O.

—_—

2. Montrer que D € C si et seulement si ((CA), (CB)) = ((DA), (DB)).

3. On identifie le plan & C par le choix d’une base orthonormée. Traduire le critére de
cocyclicité précédent en termes des affixes a, b, ¢ et d des points A, B, C et D.

Exercice 4 (Angles et similitudes affines). Soient £ un espace affine euclidien de dimension
au moins 2 et f : &€ — £. On dit que f préserve les angles orientés (resp. non-orientés) de
demi-droites, si pour tout 4, B,C € £ avec B# A# C on a

(FAVFB). FAFCT) = (4B, AC).

1. Montrer que f € Sim(€) si et seulement si f préserve les angles non-orientés de demi-
droites.

2. Si dim(&) = 2, montrer que f € Sim™* (&) si et seulement si f préserve les angles orientés
de demi-droites.

Exercice 5. Montrer que les hauteurs (resp. bissectrices, resp. médiatrices, resp. médianes)
d’un triangle sont concourantes.

Exercice 6 (Constructions a la régle et au compas). Soit £ un plan affine euclidien.
1. Soient D une droite de £ et A € £, construire a la régle et au compas la perpendiculaire
a D passant par A.
2. Méme question avec la paralléle & D passant par A.

3. Soient D1, Dy et Ds trois droites paralléles de £. Construire a la régle et au compas trois
points A, B, C tels que A € Dy, B € Dy, C € D3 et ABC est équilatéral.

Exercice 7 (Cercle et droite d’Euler, Eiden pp. 30 et 224). Soit ABC un vrai triangle du
plan euclidien, on note :

e (G le centre de gravité de ABC,

e H l'orthocentre de ABC,

e O le centre du cercle circonscrit & ABC,



A’, B' et C' les symétriques respectifs par rapport a O des points A, B et C,

Ma, Mp et Mc les milieux respectifs de [BC], [AC] et [AB],

Hy, Hp et He les pieds des hauteurs issues de A, B et C' respectivement,

H'\, Hp et H. les symétriques H par rapport a [BC], [AC] et [AB] respectivement.
Py, Pp et Pc les milieux respectifs de [AH], [BH] et [CH].

1. Soit h '’homothétie de centre G et de rapport f%, montrer que 'image de ABC par h

est MaMpgMc. On note I' le cercle circonscrit & M4 MpgMc
2. Montrer que h(H) = O. On note Q := h(O). Montrer que € est le centre de I
3. Montrer que QH = —QO. En déduire que O, G, et H sont alignés dans cet ordre.

4. Soit b’ 'homothétie de centre H et de rapport 2, montrer que h'(2) = O et I/(T') est le
cercle circonscrit 4 ABC.
Indication : quelle est la nature de h' o h ?

5. Montrer que G est le centre de gravité des triangles AHA', BHB' et CHC'. En déduire
que My, Mp et Me sont les milieux respectifs des segments [A'H], [B'H| et [C'H].

6. Montrer que H'y, Hp et H{, appartiennent au cercle circonscrit & ABC'.
Indication : considérer le triangle HA'H 4.

7. En déduire que Ha, Hp et Ho € T.

8. Montrer que Py, Pg et Po €T.

Exercice 8. Soit D une droite d’un plan affine euclidien, A et B deux points hors de D et
dans le méme demi-plan. Construire M € D tel que d(M, A) + d(M, B) soit minimal.

Exercice 9 (Point de Fermat, Fresnel pp. 212-214). Soient ABC un triangle non dégénéré
d’un plan affine euclidien et f : M — d(M, A) + d(M, B) + d(M, C).

1. Montrer que f admet un unique minimum, en un point M situé dans ’enveloppe convexe
des sommets.

2. SiM ¢ {A, B,C} , montrer que les angles orientés (M A, M B), (MB,MC), (MC, MB)
sont égaux. En déduire que leur mesure est congrue a :l:%’r aprés un choix d’orientation

du plan.
Exercice 10 (Trajectoires de lumiéres, Berger 9.4). Soit P un polygone convexe de sommets
ai,...,ay. Un polygone de lumiére de P est un polygone de sommets aq, ..., a, tel que, pour
i € Z/nk,

(i) a; €lai, aita];
(ii) (a@;a;1) est la bissectrice extérieure de I'angle a; 10;av11.

Soient les droites D; := _ i € Z/nZ. Supposons que P admette un tel polygone de
lumiére. En considérant les réflexions sp,, montrer que

1. si n est impair, P admet un unique polygone de lumiére,

2. si n est pair, nous avons dans le groupe des angles orientés de droites

n/2 -
> (Dai-1,Dyi) = 0.
i=1

Il existe des réciproques a ces propriétés (cf. Berger 9.4.2.1).


Simon Allais



Nombres complexes

On identifie le plan euclidien & C au moyen d’un repére euclidien.

Exercice 11 (Trigonométrie). Vérifier que vous savez redémontrer les formules de trigono-
métrie usuelles :

cos(a + b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b),
sin(a + b) = sin(a) cos(b) + sin(b) cos(a),

Montrer que pour tout x € R, cos(3z) = 4 cos(x)? — 3 cos(x).

Exercice 12 (Equations en complexes). Déterminer la nature géométrique des ensembles
suivants :

{zeC|zz=4}, 5. 9z€C\{1} | R(22) =04,
AzeC|z+z=1}, { ‘ ( 1) 2_}|a|2
AzeC| |z=-2|=|z+1]}, }
{2z eC| arg(z—1i) =T}

6. {zeC’?R(z(b—a)): b

=~ W N

Exercice 13 (Angle moitié et angle au centre). Soient « et § € R, calculer 'argument de
i@_eia
e?—1

[

. En déduire le théoréme de I'angle au centre.

Exercice 14 (Caractérisations des triangles équilatéraux). Soient A, B et C' des points d’af-
fixes a, b et c.
1. Montrer que ABC' est un triangle équilatéral centré en 'origine si, et seulement si, il
existe un complexe u € C tel que a, b et ¢ soient les racines de X3 — u.
2. Montrer que le triangle ABC est équilatéral si, et seulement si, 'une des conditions
équivalentes suivantes est remplie :
(a) a+bj+cj?=0o0ua+bj?>+cj=0,ouj ::eQZTﬂ,
(b) a® +b? + ¢* = ab + be + ca,

(©) g+ + a5 =0

Exercice 15. Soit H ’hyperbole définie par y = % Soient A € H d’affixe w € C et B € H son
symétrique par l'origine, d’affixe —w € C. Soit C le cercle de centre A contenant B. Montrer que
CNH = {B, M1, My, M3} posséde quatre points tels que M MyM; est un triangle équilatéral.
Indication : On appliquera la question 1 de l’exercice 14 aux affives des M; translatés de —w.

Exercice 16 (Théoréme de Gauss-Lucas). Soit P € C[X], montrer que les racines de P’
appartiennent & I’enveloppe convexe des racines de P.



