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Le groupe D’Alembert

Le groupe d’Alembert est un rassemblement d’une quarantaine de
chercheurs travaillant à l’édition critique des Œuvres complètes de
d’Alembert. Ces Œuvres sont divisées en cinq séries :

Série I : Œuvres mathématiques de jeunesse (1736-1756)
Série II : Articles de l’Encyclopédie (avec ENCCRE)
Série III : Suite des œuvres mathématiques (1757-1783)
Série IV : Écrits philosophiques, historiques et littéraires
Série V : Correspondance générale
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Une chronologie

1717 : Naissance à Paris.

1730-1735 : Après des études au Collège Mazarin (des Quatre
Nations), reçu maître-ès-arts, puis entreprend des études de droit.
1741 : Entrée à l’Académie royale des sciences de Paris comme
adjoint.
1743 : Traité de dynamique.
1746 : Prix de l’Académie de Berlin pour ses Réflexions sur la Cause
générale des vents.
1751 : Premier tome de l’Encyclopédie.
1754 : Élu à l’Académie française.
1759 : Interdiction de l’Encyclopédie.
1783 : Décès d’Euler le 8 septembre et de D’Alembert le 29 octobre.
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Principe de D’Alembert de la dynamique appliqué aux fluides

Figure de la Terre
Mode propre de l’océan
Attraction d’un ellipsoïde à trois axes
Études barométriques
Vitesse des ondes en eau peu profonde
Trigonométrie et cinématique sphérique
Étude du cas d’un fluide stratifié
Équivalence entre équation différentielle linéaire et système
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La méthode d’intégration

« L’équation auroit pû s’intégrer par une autre méthode, que j’exposerai
ici en peu de mots, parce qu’elle peut servir à l’avancement de
l’Analyse. » (Article 80)

D’Alembert considère l’équation différentielle :

ρ+ εdρ
dx + f ddρ

dx2 = 0 avec f , g constants

et remarque qu’elle est équivalente au système :{
dρ− tdx = 0

ρ+ εdρ
dx + f dt

dx = 0
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D’Alembert considère ν tel que 1
ν+ε = −ν

f et pose la fonction
X = ρ− νt.

Alors
dx + dX

X (ν + ε) = 0.

Nous savons donc que

X (x) = X (0)e− x
ν+ε = ρ(x)− νt(x)

Ce qui donne t en fonction de ρ et x , il ne reste donc plus qu’à résoudre
une équation du premier ordre.
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« Cette méthode que je ne fais qu’exposer ici à la hâte & en passant, est
fort utile pour intégrer un nombre quelconque n d’équations
différentielles, dont chacune seroit d’un degré quelconque, & qui
contiendroient n + 1 variables x , y , z , u, &c. dont la premiere eût sa
différence dx constante, & dont les autres u, y , z , &c. & leurs différences
ne parussent que sous une forme lineaire, c’est-à-dire, ne fussent ni
mêlées entr’elles, ou avec x & y , ni élevées à aucune puissance autre que
l’unité, mais seulement multipliées par des puissances convenables de dx .
L’intégration n’auroit même aucune difficulté de plus, si dans chacune de
ces équations il y avoit un terme quelconque composé & formé comme
on voudroit, de x , de dx & de constantes. »
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Lien avec l’approche moderne

De manière moderne, on écrirait ce qu’exprime D’Alembert

ρ+ ερ′ + f ρ′′ = 0⇔ Y =
(

0 1
−f −ε

)
Y ′ avec Y =

(
t
ρ

)

La diagonalisation donne(
0 1
−f −ε

)
= P−1

(
−(ν + ε) 0

0 ν

)
P

où
P =

(
1 1

−(ν + ε) ν

)
, P−1 = 1

2ν + ε

(
ν −1

ν + ε 1

)
et ν est une solution de 1

ν+ε = −ν
f .
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En faisant le changement de base P−1Y = (P−1AP)P−1Y ′, on obtient
donc (

νt − ρ
(ν + ε)t + ρ

)
=
(
−(ν + ε) 0

0 ν

)(
νt ′ − ρ′

(ν + ε)t ′ + ρ′

)

Soit, en première composante,

1 + X ′
X (ν + ε) = 0 avec X = νt − ρ.
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« Soient données deux quantités

αds + βdu

& ραdu + νβds + du ∆u, s + ds Γu, s

dans lesquelles ρ & ν désignent des constantes données, ∆u, s, & Γu, s,
des fonctions quelconques données de u, & de s ; Supposons, outre cela,
que ces deux quantités soient l’une et l’autre des différentielles exactes et
complettes de quelque fonction de u et de s ; on demande une méthode
pour déterminer α & β, & par conséquent l’intégration des deux
différentielles proposées. » (propos xvi, article 87)
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L’énoncé revient au système suivant :{
∂α
∂u = ∂β

∂s
γ ∂α∂s + ∂∆

∂s = ν ∂β∂u + ∂Γ
∂u

Ou, en notant f une fonction telle que df = αds + βdu, cela revient à

γ
∂2f
∂s2 − ν

∂2f
∂u2 = ∂Γ

∂u −
∂∆
∂s

Équation d’onde, dite de D’Alembert, avec un terme source ∂Γ
∂u −

∂∆
∂s .
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D’Alembert fait le changement de variable :{
t = u√

n + s
y = u√

n − s où n = ν

γ

De manière moderne, on a alors{
∂
∂u = 1√

n

(
∂
∂t + ∂

∂y

)
∂
∂s = ∂

∂t −
∂
∂y

D’où la factorisation

∂2

∂s2 −
ν

γ

∂2

∂u2 =
(
∂

∂s −
√
n ∂
∂u

)(
∂

∂s +
√
n ∂
∂u

)
= −4 ∂2

∂y∂t .
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L’article qui suit est équivalent à la résolution de

ρ
∂2f
∂s2 − γ

∂2f
∂u2 + (p −m) ∂2f

∂u∂s = Φ(u, s).

D’Alembert procède à un changement linéaire, quelconque cette fois, des
coordonnées :{

u = µy + νt
s = λy + ϕt et

{ ∂
∂y = µ ∂

∂u + λ ∂
∂s

∂
∂t = ν ∂

∂u + ϕ ∂
∂s

On souhaiterait trouver des constantes µ, ν, λ, ϕ telles qu’on ait à
nouveau factorisation, soit telles que, à une constante près : λϕ = ρ

µν = −γ
λν + µϕ = p −m
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En divisant par µν = −γ, on a nécessairement :{
ϕ
ν + λ

µ = m−p
γ

ϕ
ν
λ
µ = − ρ

γ

C’est-à-dire que ϕ
ν et λ

µ sont les racines du polynôme
X 2 + p−m

γ X − ρ
γ .

Remarquons que le cas où il admet une unique racine
correspond au cas ∆ = 0⇔ −4ργ = (p −m)2, on a la factorisation :

ρ
∂2

∂s2 + 2
√
ρ(−γ) ∂2

∂u∂s − γ
∂2

∂u2 =
(
√
ρ
∂

∂s +
√
−γ ∂

∂u

)2
= ∂2

∂y2

En prenant λ = √ρ, µ =
√
−γ et (ϕ, ν) non colinéaire à (λ, µ).
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Pour le cas général, notons x1 et x2 les racines distinctes du polynôme,
alors si l’on prend par exemple ϕ = x1, λ = x2 et µ = ν = 1, nous
obtenons

∂2

∂y∂t = − 1
γ

(
ρ
∂2

∂s2 − γ
∂2

∂u2 + (p −m) ∂2

∂u∂s

)
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Merci de votre attention !
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