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Introduction

Cette feuille concerne la révision des sections 9.1 et 9.2. La démonstration d'un bon nombre
de résultats de ces deux parties s’appuient sur des notions topologiques et en particulier sur le
fait que R et C sont des espaces métriques. Cette révision pourrait donc étre menée en paralléle
avec celle des sections 10.1 et 10.3.

La séance du 17 septembre sera consacrée au travail autour de cette feuille de révision.

Programme

Le texte en italique contient quelques commentaires et recommandations sur les parties du
programme qui précédent.

9.1 Nombres réels, nombres complexes

Corps R des nombres réels et C des nombres complexes.

Ce paragraphe ne fait pas explicitement partie du travail pour la séance du 17 septembre,
mais sa révision est indispensable pour une bonne compréhension de ce qui suit. Ce contenu est
bien résumé par exemple dans Analyse 1 de Monier.

Suites convergentes, divergentes, suites extraites, valeurs d’adhérence. Opérations sur les
limites.

1l est trées important de refaire le lien entre ces définitions et les démonstrations sans se
reposer sur les automatismes de calcul des limites. Commencez par redémontrer les propriétés
des opérations sur les limites en n’utilisant que les définitions.

Toute partie non vide majorée de R posséde une borne supérieure. Toute suite croissante
majorée est convergente. Suites adjacentes, théoréme des segments emboités. Droite numérique
achevée.

Complétude de R : toute suite de Cauchy de R converge. Théoréme de Bolzano-Weierstrass :
de toute suite bornée de R on peut extraire une sous-suite convergente. Extension de ces
résultats a C.

Il faut connaitre les démonstrations (au moins dans le grandes lignes) des résultats cités
dans ces deux derniers paragraphes. Non seulement ¢ca permet de mieux comprendre le sujet,
mais les méthodes de ces démonstrations sont tres uliles pour l’écrit.

Développement décimal d’un nombre réel. Cas des nombres rationnels.

Il faut voir le développement décimal d’un nombre réel comme une suite particuliére (voire
exercice 2) de nombres décimauz qui tende vers ce nombre.

Comportement asymptotique d’une suite. Relations de comparaison : domination, prépon-
dérance (u est négligeable devant v), équivalence. Notations u = O(v) et u = o(v).

Suites de nombres réels définies par une relation de récurrence u, 1 = f(u,). Suites définies
par une relation de récurrence linéaire & deux termes et a coefficients constants, ou par une
relation homographique.



Prétez une attention particuliére a la relation entre le comportement de la fonction généra-
trice et celut de la suite récurrente : monotonie, points d’accumulation etc.

9.2 Séries de nombres réels ou complexes

Une série numérique est un cas particulier de suite numérique. Donc tout résultat de la
section précédente reste valable.

Séries a termes positifs. La série converge si et seulement si la suite des sommes partielles
est majorée.

Etude de la convergence par utilisation des relations de comparaison, comparaison a une
série géométrique, a une série de Riemann. Sommation des relations de prépondérance et d’équi-
valence pour les séries convergentes et divergentes. Comparaison d’une série et d’une intégrale,
cas des séries de Riemann.

Il faut savoir étudier la convergence de séries de Riemann.

Critére de Cauchy pour les séries & termes réels ou complexes. Convergence absolue. Conver-
gence d’une série alternée dont le terme général décroit vers 0 en valeur absolue, signe et ma-
joration du reste. Exemples d’emploi de la transformation d’Abel. Exemples d’emploi d’un
développement asymptotique du terme général.

Vous trouverez dans le livre de Hauchecorne des nombreux exemples autour des criteres
usuels de convergence de séries, qui montrent l'importance de la vérification de toutes les condi-
tions nécessaires pour l'utilisation de ces critéres. Opérations sur les séries. Produit de Cauchy
de deux séries absolument convergentes.
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Exercices

Suites réelles ou complexes

Questions « du cours ».

Il faut savoir démontrer les résultats et savoir répondre aux questions suivantes.

1.
2.

Toute suite d’entiers convergente est stationnaire a partir d’un certain rang.

Soit (u,) une suite réelle de termes positifs qui tend vers 0. Est-elle nécessairement dé-
croissante a partir d’un certain rang?

est-il vrai que si la suite (u,) converge, la fonction f est continue telle que pour tout
n € N u, € Dy, alors la suite (f(u,)) converge?
En n’utilisant que la définition de la limite, montrer que la suite de terme général u, =
% tend vers ¢ dans les situations suivantes :
(a) a=0,b,c,d e R, c#0.

(b) a,b,c,d € R, ac # 0.

(c) a,b,c,d € C, ac # 0.

Le théoréme de la limite monotone.

6. Théoréme de Bolzano-Weierstrass (cas réel et complexe).

7. Soit (u,) une suite numérique et soit la suite (v,) définie par v, = u,4x o k # 0 est un

10.

entier naturel fixé. Les suites (u,) et (v,) sont-elles équivalentes ?

Soient (u,) et (v,) deux suites a termes strictement positifs. Soient (x,) et (y,) deux
suites. On suppose x, ~ u, et y, ~ v,. Alors x,, + ¥, ~ u, + v,.

Soient (u,,) et (v,) deux suites telles que u, — v, — 0. Les deux suites sont-elles équiva-
lentes 7 La réciproque est-elle vraie ?

Est-il vrai que si la suite u,, est telle que u,, — u,,1 — 0 alors elle converge ?

Commencez par essayer d’y répondre par vous mémes. Si vous n’y arrivez pas, regardez
dans un des ouvrages cités dans la bibliographie. Le but est ddapprendre (ou réapprendre) a le
faire.

Exercices

Exercice 1. Montrer que un nombre réel a deux écritures décimales si et seulement si

c’est un nombre décimal.

1

Exercice 2. Soit x un réel fixé. On construit les suites (x,) et (y,) suivantes :

[10"+1(x—xn)] R 1
107+ R T

To = [2]; Tnp1 = T +

. Démontrer que les suites (z,,) et (y,) sont adjacentes et déterminer leur limite commune.



2. En déduire que Q est dense dans R. A quelle condition nécessaire et suffisante un nombre
est-il rationnel ?

3. Proposer un exemple de suites de rationnels convergeant respectivement vers m, vers e,
vers In 2 et donner pour chacun d’entre eux une estimation de ’erreur commise.

Exercice 3. Soit la suite (u,,) définie par u,, = cos(n). déterminer ’ensemble de ses valeurs
d’adhérence.

Exercice 4. Les affirmations suivantes sont-elles vraies ou fausses? Justifier.
Une suite non majorée tend vers 4oc.

Une suite convergente est minorée.

Une suite qui tend vers —oo est majorée.

Toute suite qui tend vers +o0o est croissante a partir d’un certain rang.

Toute suite décroissante et minorée par 0 a pour limite O.

AR AN

Toute suite qui converge vers 0 est soit croissante et négative, soit décroissante
et positive.

Exercice 5. On considére la suite (u,) définie par ug € R et, pour tout n > 0,
Up41 = ui + ui =+ Uy,.

Pour quelles valeurs de ug la suite (u,,) est-elle convergente ?

Exercice 6. Soit (u,) une suite réelle et soit (v,) définie par v, = “t=t= Montrer

successivement :

1. Siwu, — 0, alors v,, — 0.

2. Siwu, =1 €R, alors v, — [. La réciproque est-elle vraie?
3. Siu, — 400, alors v, — +o0.
4

. Si (uy,) est monotone et v, — [, alors u,, — .
Exercice 7. Soit (u,) une suite réelle. Montrer que
L Upy1 —up, = 1 € R, alors 72 — 1.
2. Soit de plus u,, > 0, Vn € N. Si “Z—:l — L alors {/u, — 1
Exercice 8. Soit (u,) une suite a termes positifs telle que pour tout n € N on a

Un+1 + Ap,

Un+2 S 3

Montrer que (u,) — 0.

Exercice 9. On considére les deux suites (uy)nen et (v, )nen définies par :

Ug =0 Vo = 2
u, +1 et vy, + 1
Uy, = Up, =
+1 w, + 2 +1 on £ 2

Montrer que les deux suites (u,) et (v,) sont adjacentes. Déterminer leur limite commune
notée .



Séries
Questions « du cours ».
Il faut savoir démontrer les résultats et savoir répondre aux questions suivantes.
e Toute série qui converge absolument converge. Donner deux exemples de séries qui
convergent mais ne convergent pas absolument.

e Le théoréme d’Abel.
e Deux démonstrations du théoréme sur la convergence des séries alternées :

1. directement
2. comme conséquence du théoréme d’Abel

e Théoréme de comparaison entre une série et une intégrale. En déduire la convergence de
séries de Riemann.

e Etudier la convergence des séries de Bertrand.

e Théoreme de sommation par paquets. Permutations des termes.

Exercices
Exercice 10. On considére la suite (u,) définie par uy € R et, pour tout n > 0,
Upy1 = ui + ui + Uy

(C’est la suite de l'exercice 5 )
Etudier la convergence de la série (v,) de terme général v, = u2. (Dans le cas délicat, on
pourra utiliser la série > (w,,), définie par w,, = u,+1 — u, et montrer que v, ~ wy.)

1 -1
Exercice 11. Soient les suites (u,,) et v, définies par u,, = 1 et v, = (1) )
n n

1. Montrer que pour tout n € N, |u,| < |v,]|.
2. Montrer que la série de terme général u, diverge, alors que celle de terme général v,

converge.

Exercice 12. Soit (z,) une suite de nombres complexes non nuls telle que

n#Em= |z, — zm| > 1.

o]

Montrer la convergence de la série —.
Zn

Exercice 13. On considére la suite (uy, ),y définie par ug = 2 et u, 11 = 2 + In(u,).
1. Montrer qu’elle est convergente.

2. Soit £ = lim u, . Etudier la série de terme général v, = u,, — /.
n—0o0

n
3. En déduire un équivalent de la suite (s,) définie par s, = Z U
k=0



Exercice 14. Etudier la nature des séries de terme général suivant :

>m

2nm ;
cos( %) exp(if)) 3w, = J 2im

V3. 2. v, = : . ==, (ouy=¢e3).
1. u, N v - %( J )

Exercice 15. En utilisant les sommes de Riemann déterminer les limites des suites définies
par le terme général suivant :

k=1

- n " k
1';m? 20 5 Zm

Exercice 16. Soit (u,) une suite réelle telle que la série > u? converge. Soit o une bijection
de N dans N et (v,,) la suite définie par Vn € N, v +n = ug(y).

1. Montrer la convergence et calculer la somme de la série_ v2.
2. Quelle est la nature de la série ) |u,v,|?
3. Déterminer les bornes supérieure et inférieure de > |u,v,| lorsque o parcourt 1’ensemble

des bijections de N dans N.

Exercice 17. Montrer que la série de terme général définie par

1 2 1

Up = +—7
vn—1 Vn  Vn+1

pour tout n > 2, converge et calculer la somme.

Exercice 18. Le but de cet exercice est de trouver le développement asymptotique de la

série harmonique.
Soit pour tout n € N\ {0}, H,, la somme partielle de la série harmonique : H, = >, _; 1,

U, = H, —Inn et v, = up1 — uy.
1. Montrer que H, ~ Inn.
2. Etudier la nature de la série de terme général u,.
3. En déduire que la suite (u,) converge et trouver sa limite, qu’on notera ~.
4

. Soit pour tout n € N\ {0}, R, = >k =n""%. En utilisant la comparaison avec une
intégrale, donner un équivalent de R,,.

5. En étudiant la suite (v,) définie par v, = u, — 7, Vn € N\ {0}, montrer que

1 1
H, =1 — —).
nn—|—7—|—2n+o(n)



