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Consignes

Ce DM peut se faire en groupe (max 2 personnes). Les exercices sont indépendants et ’exercie 2 est optionnel.

1 Primitives et intégrales

a) Montrer qu’une primitive de la fonction
T —
! 1422

est donée par = — arctan(z).
Préciser les ensembles de définition de f et de sa primitive.

b) Calculer une primitive de
3zt +22% + 1
x3(z2 4+ 1)2 7

en précisant les ensembles de définition de g et de sa primitve.

g:x

c) Trouver une primitive de h : x — (cos(z) + 3z sin(z) + 422 + x — 5)e® en précisant les ensembles de
définition de h et de sa primitive.

d) Calculer les intégrales suivantes :
1

dx,

2
A::/
1
2
1
B::/ dx,
1 1+e*

2 .
L = / e* arcsin Zd:r'
1/V2

Il est conseillé d’utiliser les changements de variables suivants

sinh x

w:=coshx, t:=e%, t:=sind,

avec sinhz : R > R;z — (e — e *)/2 et coshz : R = R;z — (e +e77) /2.

/01 (1 — z)b.

e) Soient (a,b) € N2. Calculer



2 Un peu d’analyse

Dans tout I’exercice, a et b sont deux réels.

a) Montrer que si une fonction continue est positive sur un segment [a, b] est nulle si, et seulement si, son
intégrale sur [a, b] est nulle.

Indice : Si f est une fonction mon nulle continue, on peut trouver un point x, et un voisinage de x dans

lequel f est strictement positive.

b) Soient f et g deux fonctions continues sur [a, b], avec g positive, non indentiquement nulle.
Déduire de la question 2a qu’il existe d € [a, ], tel que

= f(d .
- fg=f( )/[a,b]g

c) Soient f et g deux fonctions continues sur un segment [a,b]. Montrer que

2
[a,b] [a,b] [a,b]

Indice : on pourra étudier les racines de

_ 2 _ 2 2 2
P(A)‘/[a,b](f“g) —A/ Y R

[a,b] [a,b] la,b

d) Toujours avec les hypotheses de la question ¢, montrer que

(L) =L L

si, et seulement si, IAg € R, f = A\gg.

3 Intégrale de Wallis

Vn € N, on pose I, :== fol(l — t2)ndt.

a) L’intégrale I,, est elle bien définie ?

b) Montrer que la suite (I,,)nen est décroissante.

c¢) Montrer que Vu € [0,1],ona0<1—u<e ™
o . < N
d) En déduire une majoration de I,, a aide de J, := fo e .

e) Montrer que la suite (J,,) est bornée. On pourra remarquer que Vz > 1, e <e 7.

En déduire que I,, — 0.
n—-+oo

f) Soit n € N*. Calculer I,,_1 — I,, & 'aide d’une intégration par parties. En déduire que I,, = I,_1.

2n
2n+1

i) En déduire une expression de I, a l'aide de factorielles.

j) En déduire une expression de foﬂ/2 cos?"t1(0)db.



