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Résumé

Ce mémoire d'enseignement d'approfondissement est consacré à la dé-

monstration, via la cohomologie des faisceaux, du théorème de de Rham,

qui donne un isomorphisme entre la cohomologie singulière d'une variété

sur R et sa cohomologie de de Rham. Après avoir énoncé le théorème de

de Rham, on présente quelques rudiments de la théorie des faisceaux ainsi

que les axiomes d'une théorie de cohomologie des faisceaux. On s'attache

ensuite à démontrer l'existence d'une telle théorie, en s'appuyant sur la

notion de faisceau �n. La dernière partie est consacrée à la démonstration

du théorème de de Rham, dont le seul point qui n'est pas plus ou moins

automatique avec la machinerie de la cohomologie des faisceaux est le

théorème des petites chaînes, auquel est consacrée la dernière sous-partie.
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1 Énoncé du théorème de de Rham

Soit X une variété, que l'on suppose à base dénombrable. On dispose dans
ce cas de deux théories de cohomologie sur X.

On a d'une part le complexe de de Rham des formes di�érentielles

Ω0(X)
d−→ Ω1(X)

d−→ · · ·

qui donne en passant à la cohomologie de de Rham des groupes

H .
dR(X)

D'autre part, on dispose du complexe des cochaînes singulières sur X

C0(X)
d−→ C1(X)

d−→ · · ·

dé�ni comme le complexe dual du complexe C.(X) des chaînes singulières, avec
pour q ∈ N

Cq(X) =
⊕

σ:∆q
C∞−−→X

Z.σ

Ce complexe, en passant à la cohomologie, donne les groupes de cohomologie
singulière

H .
s(X)

En�n, on dispose d'un morphisme de complexes τ : Ω.(X)→ Cq(X) obtenu
en posant pour q ∈ N, f ∈ Ωq(X) et σ ∈ Cq(X)

τ(f)(σ) = 〈f, σ〉 =

∫
σ

f =

∫
∆q

σ∗f

Le fait que τ soit bien un morphisme de complexe se traduit par

〈df, σ〉 = 〈f, ∂σ〉

ce qui découle d'un calcul immédiat et d'une application de la formule de Stokes.
On peut alors, une fois introduits ces trois objets, énoncer le théorème de de

Rham.

Théorème 1. Le morphisme de complexes τ : Ω.(X) → C .(X) est un quasi-
isomorphisme de complexes.

Nous allons présenter une démonstration de ce théorème qui repose sur la
théorie des faisceaux et plus précisément sur la théorie de cohomologie des fais-
ceaux. La partie suivante est donc consacrée à la présentation des axiomes d'une
théorie de cohomologie des faisceaux et des propriétés utiles à la démonstration
du théorème de de Rham qui découlent de cette dé�nition.
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2 Présentation axiomatique de la cohomologie des
faisceaux

2.1 Généralités sur les faisceaux

Nous allons d'abord introduire les faisceaux via leur aspect "préfaisceaux",
puis nous introduirons un autre point de vue possible, l'espace des germes, qui
met plus en valeur l'aspect topologique de la dé�nition des faisceaux, et qui
permet de dé�nir l'image d'un morphisme de faisceaux.

Soit X un espace topologique et R un anneau commutatif. On note OX la
catégorie dont les objets sont des ouverts de X, et si U et V sont des ouverts
de X, Hom(U, V ) est un singleton si V ⊂ U et vide sinon.

2.1.1 Dé�nition via la notion de préfaisceau

Dé�nition 1. On appelle préfaisceau de R-modules sur X un foncteur

F : OX → R−Mod

La donnée d'un préfaiseau F de R-modules sur X est donc la donnée d'un
R-module pour chaque ouvert de X ainsi que d'une application F (U)→ F (V )
pour tous modules U ⊂ V .

Si V ⊂ U sont des ouverts de X et si f ∈ F (U), par analogie avec les
fonctions dé�nies sur X, on note f |V et on appelle restriction de f à V l'image
de f par le morphisme de R-modules F (U → V ).

Dé�nition 2. Si F , G sont des préfaiseaux de R-modules sur X, on appelle
morphisme de préfaiseaux une transformation naturelle de F vers G.

Un morphisme de préfaisceaux de F vers G est donc la donnée d'un mor-
phisme de R-modules F (U)→ G(U) pour tout ouvert U de X, qui commutent
à la restriction.

Par exemple, si M est un R-module, les ensembles d'applications des ou-
verts de X vers M , munis de la restriction usuelle des applications, forme un
préfaisceau de R-modules sur X. Si N est un autre R-module et φ : M → N un
morphisme de R-modules, alors φ induit un morphisme de préfaisceaux du fais-
ceau des applications des ouverts de X vers M vers les applications des ouverts
de X vers N .

De même, pour q ∈ N, les ensembles de q-cochaînes singulières Cq(U) pour U
ouvert de X, avec la restriction usuelle des applications, forment un préfaisceau
de R-espaces vectoriels, et les di�érentielles d : Cq(U) → Cq+1(U) donnent un
morphisme de préfaisceaux entre les Cq(U) et les Cq+1(U).

On peut alors dé�nir les faisceaux comme des préfaisceaux véri�ant une
propriété de recollement et une propriété de détermination locale.

Dé�nition 3. On applelle faisceau de R-modules sur X un préfaisceau F de
R-modules sur X véri�ant les deux propriétés suivantes :
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1. Si (Ui)i∈I est une famille d'ouverts de X et (fi)i∈I une famille telle
que fi ∈ F(Ui) et pour i, j ∈ I, fj |Ui ∪ Uj = fj |Ui ∪ Uj, alors il existe
f ∈ F

(⋃
i∈I Ui

)
telle que pour i ∈ I, f |Ui

= fi. (recollement)

2. Si (Ui)i∈I est une famille d'ouverts de X et f, g ∈ F
(⋃

i∈I Ui
)
telles que

pour tout i ∈ I, f |Ui
= g|Ui

, alors f = g. (détermination locale)

Par exemple, les applications d'un ouvert de X à valeurs dans un R-module
est un faisceau, mais pas les cochaînes singulières des ouverts de X, qui ne
véri�ent pas la propriété de détermination locale. Si X est une variété, alors
l'existence de partitions de l'unité sur X permet au préfaisceau des fonctions
lisses sur X (qui véri�e trivialement la condition de détermination locale), de
véri�er la condition de recollement, et donc d'être un faisceau.

2.1.2 Espace des germes, faisceautisation

Un faisceau peut également être vu comme l'espace topologique des germes
de ses "fonctions". Ce point de vue permet de mettre en oeuvre un processus de
"faisceautisation", c'est-à-dire la construction, pour chaque préfaisceau F , d'un
faisceau qui est le faisceau "le plus proche" de F . C'est ce point de vue "espace
des germes" que nous allons à présent exposer.

Soit F un préfaisceau de R-modules et x ∈ X. On dé�nit l'ensemble Fx des
germes de F en x comme

Fx =

( ⊔
x∈U ouvert de X

F (U)

)/
∼

avec f ∼ g s'il existe un voisinage ouvert U de x tel que f |U = g|U . Si U ouvert
de X et f ∈ F (U), on appelle germe de f en x et note fx la classe de f dans
Fx.

On appelle alors espace des germes de F et nous noterons EF l'ensemble⋃
x∈X Fx, muni de la topologie induite en prenant comme base d'ouverts les

ensembles
WU,f = {fx, x ∈ U}

pour U ouvert de X et f ∈ F (U). Ainsi, deux germes sont proches l'un de l'autre
si ce sont deux germes d'une même fonction f , en deux points qui sont eux-
mêmes proches l'un de l'autre. Il faut cependant véri�er que lesWU,f dé�nissent
bien une base d'ouverts, ce qui est le cas car on a l'égalité pour U, V ouverts de
X, f ∈ F (U) et g ∈ F (V ) :

WU,f ∩WV,g =
⋃

x∈U∩V,fx=gx

Wf |Ux ,Ux

où pour x ∈ U∩V tel que fx = gx, Ux est un ouvert de U∩V tel que f |Ux
= g|Ux

.
Posant π : EF → X tel que pour fx ∈ EF , π(fx) = x, on voit immédiatement

que π est surjective. C'est de plus un homéomorphisme local. En e�et, si fx ∈ EF
avec x ∈ U ouvert de X et f ∈ F (U), π induit une bijection de WU,f (qui est
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un voisinage ouvert de x dans EF ) sur U , et il est immédiat de voir que cette
bijection est continue et ouverte, donc que c'est un homéomorphisme.

Par ailleurs, pour x ∈ X, Fx = π−1(x) est muni d'une structure de R-module
en posant fx + gx = (f + g)x et λfx = (λf)x. On véri�e que les opérations du
R-module Fx sont continues pour la topologie de EF .

Donnons-nous à présent un espace topologique E muni des attributs que
nous venons de construire pour l'espace de germes EF , c'est-à-dire d'un homéo-
morphisme local π : E → X et de structures de R-modules sur les �bres π−1(x)
dont les opérations sont continues. On obtient alors un faisceau FE en dé�nis-
sant FE(U) comme le module des applications continues f : U → E telles que
πf = idX et en prenant la restriction usuelle des fonctions comme restriction
sur FE . La continuité des opérations sur les �bres π−1(x) permet d'associer des
structures de R-modules aux FE(U), faisant de FE un préfaisceau sur X. Les
propriétés de recollement et de détermination locale sont par ailleurs immédia-
tement véri�ées, et font de FE un faisceau.

Dé�nition 4. Si F est un préfaisceau de R-modules sur X, on appelle fais-
ceautisé de F le faisceau FEF

associé à l'espace des germes de F .

On dé�nit de façon canonique un morphisme de faisceaux φ de F vers son
faisceautisé en posant pour U ouvert de X et f ∈ F (U)

φU (f) : x ∈ U 7→ fx ∈ FEF

On remarque que φU (f) est l'inverse de π|WU,f
, ce qui donne que φU (f) est,

comme annoncé, dans FEF
. Il est immédiat que φU est un morphisme de R-

modules et commute à la restriction. Il découle de cela que pour toute section
s ∈ F(U), il existe une famille d'ouverts (Ui) telle que U =

⋃
Ui et π|Ui

=
φUi

(fi) pour un certain fi ∈ F (Ui).
On voit également que F a de plus la propriété de détermination locale (resp.

de recollement) si et seulement si φU est une injection (resp. une surjection)
pour tout ouvert U de X. Ainsi, si F est un faisceau, φ est un isomorphisme de
faisceaux.

On a alors que le faisceautisé de F , relié à F par φ est le "faisceau le plus
proche de F" au sens de la proposition suivante. On appelle support d'un mor-
phisme de préfaisceaux φ : F → G et on note supp(φ) l'adhérence de l'ensemble
des points x ∈ X tels que l'application induite par φ sur Fx est non nulle, c'est-
à-dire l'adhérence des points qui admettent un voisinage ouvert V tel que φV
est non nulle.

Proposition 1. Soit F un préfaisceau de R-modules sur X et F
φ−→ FEF

son

faisceautisé. Pour tout morphisme de préfaisceaux F
ψ−→ G tel que G est un

faisceau, il existe un unique morphisme FEF

ψ̃−→ G tel que ψ = ψ̃φ.
De plus on a supp(φ̃) = supp(φ), et si (Ui)i∈I est une famille localement

�nie d'ouverts de X et (θi)i∈I une famille de morphismes de F vers un faisceau

G telle que supp(θi) ⊂ Ui, alors
∑̃
i∈I θi =

∑
i∈I θ̃i
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En e�et, l'unicité de ψ̃ vient de la surjectivité locale de φ : si U est un ouvert
de X et s ∈ FEF

(U), on peut se donner (Ui) famille d'ouverts et fi ∈ F (Ui)
avec s|Ui

= φUi
(fi). On en déduit que ψ̃(s)|Ui

= ψ(fi), ce qui donne l'unicité
de ψ̃ comme G satisfait la propriété de détermination locale. L'existence de ψ̃,
quant à elle, provient du fait que si U ouvert de X et f, g ∈ F (U), alors si
φU (f) = φU (g), on a que fx = gx pour x ∈ U , d'où l'on déduit φ(f)x = ψ(g)x,
et la propriété de recollement de G permet de conclure ψU (f) = ψU (g) : on peut
donc bien poser ψ̃(φU (f)) = ψU (f) = ψU (g), l'image d'un recollement étant le
recollement des images. On véri�e aisément qu'on obtient ainsi un morphisme
de faisceaux.

Le fait que supp(φ̃) = supp(φ) vient du fait que si φ s'annule sur un ouvert
U , vue l'expression qu'on a donnée pour ψ̃, cette dernière s'annule également
sur U . L'additivité de ψ 7→ ψ̃ est immédiate vue l'expression donnée pour ψ̃.

Remarquons que si E est un espace topologique muni d'un di�éomorphisme
local π : E → X dont les �bres sont munies de structures de R-modules telles
que les opérations soient continues, on a un homéomorphisme de l'espace des
germes de FE vers E qui commute avec les projections sur X et induit des
isomorphismes de R-modules sur les �bres des projections, en posant

Φ(sx) = s(x)

Ainsi, il y a équivalence entre la vision des faisceaux comme des préfaisceaux
particuliers et la vision des faisceaux via l'espace des germes.

Donnons-nous à présent F et G deux faisceaux de R-modules sur X ainsi
qu'un morphisme de faisceaux

ψ : F → G

On voudrait dé�nir l'image et le noyau de ψ dans la catégorie des faisceaux.
Remarquons que l'on obtient des préfaisceaux

Ker(φ) : U 7→ Ker(φU )

et
φ(F) : U 7→ Im(φU )

Le fait que F et G satisfassent la propriété de détermination locale donne que
Ker(φ) et φ(F) la satisfont également. De plus, la détermination locale pour
G donne également le recollement pour Ker(φ). En revanche, φ(F) ne satisfait
pas nécessairement la propriété de détermination locale et n'est donc pas tou-
jours un faisceau. On appelle donc Im(φ) le faisceautisé de φ(F). Comme φ(F)
est un sous-faisceau de G satisfaisant la propriété de détermination locale, la
proposition 1 permet d'a�rmer que Imφ est le plus petit sous-faisceau de G
contenant φ(F).

On note Γ(X, .) le foncteur de la catégorie des faisceaux de R-modules sur
X vers R-mod qui à un faisceau F associe le module Γ(X,F) de ses sections
globales. La remarque que l'on vient de faire sur l'image d'un morphisme nous
dit que si F et G sont des faisceaux et φ : F → G un morphisme de faisceaux,
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le morphisme induit de Γ(X,F) vers Γ(X,G) n'est pas nécessairement surjectif.
Cependant, si φ est injectif, φ induit bien un morphisme injectif Γ(X,F) →
Γ(X,G), ce qui revient à dire que le foncteur Γ(X, .) est exact à gauche.

2.2 Dé�nition axiomatique de la cohomologie des faisceaux

On a vu que pour un morphisme surjectif de faisceaux de R-modules F → G,
le morphisme de R-modules induit Γ(X,F)→ Γ(X,G) n'est pas nécessairement
surjectif. On introduit la cohomologie des faisceaux, qui permet de mesurer le
défaut de surjectivité de ce dernier morphisme.

Dé�nition 5. Une théorie de cohomologie des faisceaux de R-modules sur X
est la donnée

(i) D'un foncteur Hq(X, .) pour tout q ∈ N de la catégorie des faisceaux de
R-modules sur X vers la catégorie des R-modules.

(ii) Pour toute suite exacte courte

0→ F ′ → F → F ′′ → 0

et tout q ∈ N, d'un morphisme

Hq(X,F ′′) ∂−→ Hq+1(X,F ′)

(iii) D'un isomorphisme de foncteurs

H0(X, .)
∼−→ Γ(X, .)

tels que
1. Pour toute suite exacte courte

0→ F ′ → F → F ′′ → 0

la suite

H0(X,F ′)→ H0(X,F )→ H0(X,F ′′) ∂−→ H1(X,F ′)→ H1(X,F )→ . . .

est exacte
2. Pour tout morphisme de suites exactes courtes

0 → F ′ → F → F ′′ → 0
↓ ↓ ↓

0 → G′ → G → G′′ → 0

le diagramme induit pour q ∈ N

Hq(X,F)
∂−→ Hq+1(X,F)

↓ ↓
Hq(X,G)

∂−→ Hq+1(X,G)

est commutatif.

7



La suite exacte longue associée à la suite exacte courte permet de mesurer

le défaut de surjectivité de Γ(X,F)
φ−→ Γ(X,G) pour un morphisme F φ−→ G

surjectif. En e�et, en posant K = Ker(φ), on a une suite exacte courte

0→ K → F → G → 0

En passant en cohomologie, on obtient que la suite

0→ Γ(X,K)→ Γ(X,F)→ Γ(X,G)→ H1(X,K)→ · · ·

est exacte. La non-nullité des Hq(X, .) pour q ≥ 1 est donc un symptôme du
fait de Γ(X,F)→ Γ(X,G) n'est pas surjectif.

Nous allons à présent énoncer un résultat qui d'une part explicite un peu
plus le lien entre cohomologie des faisceaux et foncteur Γ(X, .), et d'autre part
constitue le principal ingrédient de la preuve du théorème de de Rham. Sup-
posons donnée un théorie de cohomologie des faisceaux H .(X, .), et précisons
que si F est un faisceau, on dit que F est acyclique (pour cette théorie) si pour
q ≥ 1, Hq(X,F) = 0. Par ailleurs, on appelle une résolution de F une suite
exacte de faisceaux

C0 → C1 → C2 → · · ·
telle que

Ker(C0 → C1) = F

Théorème 2. (De Rham-Weil) Soit F un faisceau de R-modules sur X, et
supposons données deux résolutions de F par des faisceaux acycliques, avec un
morphisme de résolutions :

F → C0 → C1 → C2 · · ·
‖ ↓ φ ↓ φ ↓ φ
F → D0 → D1 → D2 · · ·

Alors les groupes de cohomologie du faisceau F sont isomorphes aux groupes de
cohomologie du complexe induit Γ(X, C.) (de même pour le complexe Γ(X,D.)),
de façon compatible avec le morphisme de résolutions φ, c'est-à-dire qu'on a un
diagramme commutatif pour tout q ∈ N :

Hq(X,F) → Hq(Γ(X, C.))
‖ ↓ φ∗

Hq(X,F) → Hq(Γ(X,D.))

En e�et, posons{
Ki = Ker(Ci → Ci+1) = Im(Ci−1 → Ci)
Li = Ker(Di → Di+1) = Im(Di−1 → Di)

On a alors deux suites exactes courtes

0 → Ki → Ci → Ki+1 → 0
↓ φ ↓ φ ↓ φ

0 → Li → Di → Li+1 → 0
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avec de plus K0 = L0 = F et φ : K0 → L0 est l'identité de F . On en déduit des
suites exactes longues en cohomologie

· · · → Hq(X, Ci) → Hq(X,Ki+1) → Hq+1(X,Ki) → Hq+1(X, Ci) → · · ·
↓ φ∗ ↓ φ∗ ↓ φ ↓ φ∗

· · · → Hq(X,Di) → Hq(X,Li+1) → Hq+1(X,Li) → Hq+1(X,Di) → · · ·

Comme les Ci et les Di sont acycliques, on en déduit pour q ≥ 1 les isomor-
phismes :

Hq(X,Ki+1)
∼−→ Hq+1(X,Ki)

↓ φ∗ ↓ φ∗
Hq(X,Li+1)

∼−→ Hq+1(X,Li)

puis, par récurrence :

Hq(X,K0)
∼−→ H1(X,Kq−1)

↓ φ∗ ↓ φ∗
Hq(X,L0)

∼−→ H1(X,Lq−1)

avec K0 = L0 = F . De plus, les suites exactes longues donnent en q = 0 les
suites exactes :

Γ(X, Ci) → Γ(X,Ki+1)
∂−→ H1(X,Ki) → 0

↓ φ∗ ↓ φ∗ ↓ φ∗

Γ(X,Di) → Γ(X,Li+1)
∂−→ H1(X,Li) → 0

Par le théorème d'isomorphisme, les ∂ induisent des isomorphismes

Hi+1(Γ(X, C.)) = Γ(X,Ki+1)
Im(Γ(X,Ci)→Γ(X,Ki+1)

∼−→ H1(X,Ki)

↓ φ∗ ↓ φ∗

Hi+1(Γ(X,D.)) = Γ(X,Li+1)
Im(Γ(X,Di)→Γ(X,Li+1)

∼−→ H1(X,Li)

d'où l'on déduit le diagramme recherché pour q ∈ N :

Hq(X,F) → Hq(Γ(X, C.))
‖ ↓ φ∗

Hq(X,F) → Hq(Γ(X,D.))

3 Construction d'une théorie de cohomologie des
faisceaux

Nous allons construire dans cette partie une théorie de cohomologie des
faisceaux dans le cas où X est une variété et où les faisceaux considérés sont
des faisceaux de R-espaces vectoriels.

Pour cela, nous allons faire usage du produit tensoriel de deux faisceaux.
Pour F et G des faisceaux, on peut considérer le préfaisceau induit par le produit
tensoriel des sections :

P : U 7→ F(U)⊗ G(U)
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On appelle produit tensoriel de F et G le faisceautisé de P .
Comme les R-espaces vectoriels sont plats, on a que que pour tout faisceau

F de R-espaces vectoriels sur X que le foncteur .⊗F est exact : si

0→ G′ → G φ−→ G′′ → 0

est une suite exacte courte de faisceaux, alors on a une suite exacte courte :

0→ G′ ⊗F → G ⊗ F φ⊗id−−−→ G′′ ⊗F → 0

3.1 Stratégie pour la construction de la théorie de coho-

mologie

Supposons donnée une classe de "bons" faisceaux de R-espaces vectoriels
de R-espaces vectoriels sur X, telle que si F est un "bon" faisceau, les deux
conditions suivantes sont véri�ées :

1. Si
0→ F → G → G′ → 0

est une suite exacte courte, alors on a une suite exacte courte

0→ Γ(X,F)→ Γ(X,G)→ Γ(X,G′)→ 0

2. Pour tout faisceau G, le faisceau F ⊗ G est "bon".
Notons R le faisceau localement constant, c'est-à-dire le faisceau tel que

R(U) est l'espace vectoriel des fonctions localement constantes sur U pour U
ouvert de X.

Supposons également donnée une résolution C. du faisceau constant R par
de "bons" faisceaux, c'est-à-dire une suite exacte

0→ R→ C0 → C1 → · · ·

où les Cq sont bons. Alors pour tout faisceau F , on obtient un complexe de
"bons" faisceaux

C0 ⊗F → C1 ⊗F → · · ·

puis un complexe de R-espaces vectoriels

Γ(X, C0 ⊗F)→ Γ(X, C1 ⊗F)→ · · ·

Remarquons de plus que comme .⊗F est exact et Γ(X, .) est exact à gauche,
on a que la suite

0→ Γ(X,R⊗F)→ Γ(X, C0 ⊗F)→ Γ(X, C1 ⊗F)

est exacte, puis comme R⊗F = F

Γ(X,F) = Ker
(
Γ(X, C0 ⊗F)→ Γ(X, C1 ⊗F)

)
= H0(Γ(X, C. ⊗F))
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Cela fait des foncteurs F 7→ Hq(Γ(X, C. ⊗ F)) pour q ∈ N de bons candidats
pour constituer une théorie de cohomologie des faisceaux. Pour montrer que
c'est e�ectivement le cas, il su�t de voir que si

0 → F ′ → F → F ′′ → 0
↓ ↓ ↓

0 → G′ → G → G′′ → 0

sont des suites exactes courtes reliées par un morphisme de suites exactes
courtes, on a des morphismes ∂ pour q ∈ N comme dans le diagramme ci-dessous

Hq(Γ(X, C. ⊗F ′′)) ∂−→ Hq+1(Γ(X, C. ⊗F))
↓ ↓

Hq(Γ(X, C. ⊗ G′′)) ∂−→ Hq+1(Γ(X, C. ⊗ G))

tels que ce diagramme commute pour q ∈ N et tels que les deux suites longues
induites par les ∂ pour F et pour G soient exactes.

Pour avoir l'existence de ces ∂, il su�t de voir que pour toute suite exacte
courte

0→ F ′ → F → F ′′ → 0

la suite de complexes induite

0→ Γ(X, C. ⊗F ′)→ Γ(X, C. ⊗F)→ Γ(X, C. ⊗F ′′)→ 0

est exacte. L'existence des ∂ et les propriétés qu'on leur veut viendront alors de
la suite exacte longue associée à toute suite exacte courte en cohomologie et de
la fonctorialité de celle-ci.

Or l'exactitude de

0→ Γ(X, C. ⊗F ′)→ Γ(X, C. ⊗F)→ Γ(X, C. ⊗F ′′)→ 0

découle immédiatement de l'exactitude des Cq ⊗ . et du fait que les Cq, donc les
Cq ⊗F ′ sont de "bons" foncteurs.

Remarquons au passage que si F est un "bon" faisceau, alors F est acyclique
pour la théorie de cohomologie des faisceaux que nous venons de construire. En
e�et, en notant Ki = Ker(Ci → Ci+1) = Im(Ci−1 → Ci), on a que

0→ Ki → Ci → Ki+1 → 0

est une suite exacte courte, donc comme .⊗F est exact et Ki ⊗F est "bon"

0→ Γ(X,Ki ⊗F)→ Γ(X, Ci ⊗F)→ Γ(X,Ki+1 ⊗F)→ 0

est exacte, ce qui permet de conclure.
Pour avoir l'existence d'une théorie de cohomologie des faisceaux, il nous

reste donc à trouver une classe de "bons" faisceaux satisfaisant les deux pro-
priétés énoncées plus haut, ainsi qu'une résolutions du faisceau constant R par
des faisceaux de cette classe.
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3.2 Faisceaux �ns

Le but de cette section est de trouver une propriété qui dé�nisse une classe de
"bons" faisceau telle que celle qu'on a supposée donnée à la section précédente.

Soit F φ−→ G un morphisme de faisceaux de R-espaces vectoriels sur X. On
cherche une condition su�sante sur Ker(φ) pour que φ induise une surjection
Γ(X,F) → Γ(X,G) et on veut que cette condition se transmette au produit
tensoriel Ker(φ)⊗F ′ pour tout faisceau F ′.

La surjectivité de φ signi�e que pour g ∈ Γ(X,G), il existe (Ui)i∈I un re-
couvrement ouvert (que l'on peut supposer localement �ni car X est à base
dénombrable) et fi ∈ F(Ui) tels que pour i ∈ I, g|Ui

= φ(fi). On a alors pour
i, j ∈ I, fi − fj ∈ Ker(φ)(Ui ∪Uj) mais fi − fj n'est pas nécessairement nul, ce
qui empêche de les recoller pour trouver un antécédent à g.

On va essayer de "corriger" les fi en f̃i = fi+δi tels que φ(f̃i) = φ(fi) = g|Ui

et f̃i − f̃j = 0 pour tout i, j ∈ I. Cela revient à trouver δi ∈ Ker(φ)(Ui) tel que

δi − δj = fj − fi pour i, j ∈ I. Si on y arrive, il su�ra de recoller les f̃i pour
obtenir un antécédent de g dans Γ(X,F)

Procédons à un calcul formel, pour voir si on peut trouver de tels δi, et si
oui, comment. On voudrait, en posant αij = fj − fi ∈ Ker(φ)(Ui ∩ Uj) :∑

j

(δi − δj) =
∑
j

αij

pour i ∈ I, d'où
|I|δi =

∑
j

αij +
∑
j

δj

Seules les valeurs des δi − δj nous importent, on peut donc supposer∑
j

δj = 0

On voudrait donc poser pour i ∈ I :

δi =
1

|I|
∑
j

αij

On voit que l'on pourrait rendre ce calcul valide (c'est-à-dire essentiellement
sommer les αij) si l'on disposait de partitions de l'unité dans le faisceau Ker(φ)
où vivent les αij .

Dé�nition 6. Soit F un faisceau de R-espaces vectoriels sur X. On dit que
F est �n si pour tout recouvrement (Ui)i∈I localement �ni de F , il existe des
endomorphismes

θi : F → F

véri�ant les deux conditions suivantes :
(i) Pour tout i ∈ I, supp(θi) ⊂ Ui
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(ii)
∑
i∈I θi = id

Une telle famille (θi)i∈I est appelée une partition de l'unité de F subordonnée
au recouvrement ouvert (Ui)i∈I .

Remarquons que si F est �n et G un faisceau quelconque, la famille θi⊗ idG
est une partition de l'unité du faisceau F⊗G subordonnée aux Ui, donc F⊗G est
un faisceau �n. La classe des faisceau �ns satisfait donc à la deuxième condition
requise pour la classe des "bons" faisceaux demandés à la section précédente.

Revenons à présent à l'étude de l'endomorphisme

F φ−→ G

Reprenons les notations introduites avant la dé�nition 6 et supposons que le
faisceau Ker(φ) soit �n. Soit donc (θi)i∈I une partition de l'unité subordonnée
au recouvrement ouvert localement �ni (Ui)i∈I . Voyons comment faire marcher
le calcul formel avec ces outils.

Pour i, j ∈ I, on peut prolonger θi(αij) à Ui tout entier en recollant θj(αij)
et la section nulle de Ui\supp(θj). Le calcul formel devient alors valide en posant
pour i ∈ I

δi =
∑
j∈I

θj(αij) ∈ Ker(φ)(Ui)

On a alors pour i, j ∈ I :

δi − δj =
∑
k∈I

θk(αik) +
∑
k∈I

θk(αkj) =
∑
k∈I

θk(αij)

donc les δi satisfont les conditions su�santes qui pesaient sur eux pour qu'on
ait un antécédent à g ∈ Γ(X,G) dans Γ(X,F).

3.3 Existence d'une théorie de cohomologie des faisceaux

On a donc montré que si Ker(φ) est un faisceau �n, φ induit un morphisme
surjectif Γ(X,F) → Γ(X,G). La classe des faisceaux �ns satisfait donc égale-
ment la première propriété des "bons" faisceaux de la section précédente. Ainsi,
d'après la section précédente, il nous su�t de disposer d'une résolution du fais-
ceau constant R par des faisceaux �ns pour disposer d'une théorie de cohomolo-
gie des faisceaux. Cette résolution nous est donnée par la proposition suivante.
Remarquons tout d'abord que la restriction à un ouvert U de X des formes
di�érentielles sur X permet de munir, pour q ∈ N, l'ensemble des formes di�é-
rentielles de degré q Ωq(X) d'une structure de préfaisceau dont il est très aisé
de voir que c'est un faisceau. On note ΩqX ce faisceau. De plus comme la dif-
férentielle extérieure d commute avec la restriction, on obtient un complexe de
faisceaux :

Ω0
X

d−→ Ω1
X

d−→ Ω2
X

d−→ · · ·

Proposition 2. Le complexe de de Rham

Ω0
X

d−→ Ω1
X

d−→ Ω2
X

d−→ · · ·

13



est une résolution du faisceau constant R par des faisceaux �ns.

En e�et, les fonctions C∞ dé�nies sur un ouvert de X de di�érentielles nulle
sont bien les fonctions localement constantes, donc

Ker(Ω0
X → Ω1

X) = RX
Soit maintenant q ≥ 1 et montrons que la suite

Ωq−1
X → ΩqX → Ωq+1

X

est exacte. Il s'agit de montrer que si V est un ouvert de X et f ∈ ΩqX(V ) avec
df = 0, pour tout x ∈ V il existe un ouvert U ⊂ V contenant x et gU ∈ ΩqX(U)
tels que

f |U = d(gU )

Prenons U
φ−→ Rn une carte de X avec U un voisinage ouvert de x contenu dans

V et tel que φ(U) est une boule ouverte de Rn. On a alors d(φ−1∗f |U ) = 0, donc
comme Hq

dR(B) = 0, il existe g ∈ Ωq−1(φ(U)) telle que dg = φ−1∗f |U . Il su�t

alors pour conclure de remarquer que φ∗g ∈ Ωq−1
X (U) et

d(φ ∗ g) = φ∗φ−1∗f |U = f |U
ce qui permet de conclure que

Ω0
X

d−→ Ω1
X

d−→ Ω2
X

d−→ · · ·

est bien une résolution de R.
Le fait que les faisceaux ΩqX soient �ns découle de l'existence de partitions

de l'unité de X associées à chaque recouvrement ouvert localement �ni de X.
Pour obtenir une partition de l'unité sur ΩX , il su�t de considérer les endomor-
phismes de faisceau donnés par la multiplication par les fonctions de la partition
de l'unité.

Nous venons donc de terminer la démonstration du théorème suivant :

Théorème 3. Pour toute variété X, il existe une théorie de cohomologie des
faisceaux de R-espaces vectoriels sur X telle que les faisceaux �ns soient acy-
cliques.

Le théorème de de Rham-Weil nous dit alors que si on dispose de deux
théories de cohomologie des faisceaux H .(X, .) et H̃ .(X, .) sur X et si F est un
faisceau sur X admettant une résolution

C0 → C1 → C2 → · · ·

telle que les Cq sont acycliques à la fois dans la théorie H .(X, .) et dans la théorie
H̃ .(X, .), alors pour q ∈ N on a des isomorphismes :

Hq(X,F) ' H̃q(X,F)

En fait on dispose d'un théorème beaucoup plus général, que l'on n'abordera
pas ici et qui n'intervient pas dans la preuve du théorème de de Rham-Weil, qui
dit que deux théories de cohomologie des faisceaux sur X telles que tout faisceau
admet une résolution par des acycliques sont égales à un unique isomorphisme
près.
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4 Démonstration du théorème de de Rham

Nous disposons à présent de tous les outils conceptuels nécessaires à la dé-
monstration du théorème de de Rham, et nous consacrons cette partie à sa
démonstration. Le point géométrique important de la démonstration est le sui-
vant.

Si X est une variété et U = (Ui)i∈I un recouvrement ouvert de X, on intro-
duit comme dans la première section les q-chaînes de X pour q ∈ N :

Cq(X) =
⊕

σ:∆q
C∞−−→X

Z.σ

et on note CUq (X) les q-chaînes U-petites, c'est-à-dire l'espace vectoriel sur R
dont la base sont les fonctions lisses dé�nies sur ∆q et à valeurs dans un des Ui :

CUq (X) =
⊕

σ : ∆q
C∞
−−−→ X

∃i ∈ I, σ(∆q) ⊂ Ui

Z.σ

Les CUq (X) forment un complexe de R-espaces vectoriels. On va considérer dans
la suite l'injection canonique

CUq (X)
i−→ Cq(X)

qui est un morphisme de complexes.

Proposition 3. (Théorème des petites chaînes) Si X est une variété et U =
(Ui)i∈I un recouvrement ouvert de X, alors il existe un morphisme de complexes
de degré 0 :

k : C.(X)→ CU. (X)

et une application linéaire de degré 1

h : C.(X)→ C.(X)

tels que i ◦ k = idCU(X)
.

et k ◦ i = ∂h+ h∂

Nous allons d'abord ramener, à l'aide de la cohomologie des faisceaux, le
théorème de de Rham à la proposition 3, puis nous démontrerons cette dernière.

4.1 Conséquences de la cohomologie des faisceaux en lien

avec le théorème de de Rham

Reprenons les notations de la première section. On dispose d'une part du
complexe de de Rham

Ω0(X)
d−→ Ω1(X)

d−→ · · ·
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dont nous avons vu qu'il peut être vu comme le complexe des sections globales
d'une résolution acyclique (car �ne) du faisceau constant RX :

Ω0
X

d−→ Ω1
X

d−→ Ω2
X

d−→ · · ·

D'autre part, on a vu que le complexe des cochaînes singulières

C0(X)
d−→ C1(X)

d−→ · · ·

peut être vu comme un complexe de préfaisceaux, mais que les Cq(X) ne satis-
font pas la propriété de détermination locale et ne sont donc pas des faisceaux.
Pour pouvoir tout de même appliquer la théorie que l'on a développée sur les
faisceaux, on dispose de l'outil de faisceautisation. Considérons donc pour q ∈ N
le faisceautisé CqX du faisceau Cq. La proposition 1 montre que la di�érentielle

CqX
d−→ Cq+1

X induit de façon canonique une di�érentielle CqX
d−→ Cq+1

X , qui fait
de C.X un morphisme de faisceaux et de la surjection canonique C .X → C.X un
morphisme de complexes.

τ : ΩqX → CqX induit donc un morphisme de complexes :

Ω0
X

d−→ Ω1
X

d−→ Ω2
X

d−→ · · ·
↓ τ ↓ τ ↓ τ
C0
X

d−→ C1
X

d−→ C2
X

d−→ · · ·

Un premier pas vers le théorème de de Rham serait de montrer que ce dernier
morphisme est un quasi-isomorphisme. Pour cela, d'après le théorème 2, il nous
su�t de voir que la deuxième ligne du diagramme précédent est une résolution
acyclique du faisceau constant RX . C'est ce que nous allons montrer.

Tout d'abord, on a

Ker(C0
X

d−→ C1
X) = RX

En e�et, le préfaisceau C0
X s'identi�e trivialement à l'ensemble RX des fonctions

de X dans R dont il est immédiat de voir que c'est un faisceau. Par conséquent,
on a des isomorphismes canoniques C0

X ' C0
X ' RX . De plus pour f ∈ C0(V ),

V ouvert de X, df = 0 si et seulement si pour x ∈ X, il existe un voisinage
ouvert U ⊂ V de x tel que df |U = 0, c'est-à-dire pour σ ∈ C1(U)

0 = f(∂σ) = f(σ(1))− f(σ(0))

ce qui revient à dire que f est constante sur chaque composante connexe par
arc de U , c'est-à-dire f ∈ RX .

Le fait que le complexe C.X soit exact découle du fait que la cohomologie
singulière d'une boule est nulle dès que le degré est ≥ 1, et admet une dé-
monstration similaire à celle que nous avons présentée pour le complexe (Ω.X).
Nous allons plutôt expliciter la preuve du fait que les CqX sont des faisceaux
�ns, sur laquelle nous sommes passés vite pour les ΩqX . Le fait que les C

q
X sont

�ns nous donnera leur caractère acyclique, dont nous avons besoin. Soit (Ui)
un recouvrement ouvert localement �ni de X. Il existe une partition de l'unité
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de X subordonnée aux (Ui)i∈I qu'on note (θi)i∈I (il n'est en fait pas nécessaire
que les θi soient lisses, ni même continues). Considérons les endomorphismes de
préfaisceau

li : CqX → CqX
f 7→ (σ 7→ θi(σ(0))f(σ))

D'après la proposition 1, notant φ : CqX → C
q
X le morphisme de faisceautisation,

les li induisent des morphismes l̃i : CqX → C
q
X tels que le diagramme suivant

commute :

CqX
li−→ CqX

↓ φ ↓ φ
CqX

l̃i−→ CqX
et on a de plus supp(l̃i) = supp(li) et∑

i

l̃i =
∑̃
i

li = ˜idCq
X

= idCqX

ce qui achève de démontrer que CqX est un faisceau �n, donc acyclique.
Comme le morphisme de complexes τ induit l'identité sur RX , c'est un donc

un morphisme de résolutions de RX Nous pouvons donc à présent appliquer le
théorème 2, qui nous donne un diagramme commutatif pour q ∈ N :

Hq(X,RX) → Hq(Ωq(X))
‖ ↓ τ∗

Hq(X,RX) → Hq(Cq(X))

d'où l'on déduit le lemme suivant :

Lemme 1. le morphisme de complexes τ : Ω.(X) → C.(X) est un quasi-
isomorphisme.

Il nous su�t à présent, pour avoir le théorème de de Rham, de montrer que
le morphisme de faisceautisation C .X → C.X induit un quasi-isomorphisme entre
les complexes des sections globales : C .(X)→ C.(X).

Comme les préfaisceaux CqX satisfont la propriété de recollement, le mor-
phisme Cq(X) → Cq(X) est surjectif. En introduisant son noyau Cq0(X), on
obtient une suite exacte courte

0→ C .0(X)→ C .(X)→ C.(X)→ 0

à laquelle est associée une suite exacte longue en cohomologie, qui permet de voir
que le morphisme C .(X)→ C.(X) est un quasi-isomorphisme si et seulement si
on a pour q ∈ N, Hq(C .0(X)) = 0. Or Cq0(X) est constitué des sections f dont
tous les germes sont nuls, c'est-à-dire telles qu'il existe un recouvrement ouvert
(Ui)i∈I de X tel que pour i ∈ I, f |Ui

= 0. On en déduit, en notant, pour U
un recouvrement ouvert, Cq0,U (X) l'ensemble des sections globales de CqX qui
s'annulent sur tous les ouverts de U :

Cq0(X) =
⋃
U
Cq0,U (X)
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On voit alors que si Hq(Cq0,U ) = 0 pour tout recouvrement ouvert U de X,

alors tout cycle de Cq0(X), qui est un cycle dans un des Cq0,U , est un bord dans

ce même ensemble et donc un bord dans Cq0(X). Donc il su�t pour avoir le
théorème de de Rham, de montrer que pour tout recouvrement ouvert U de X,
Hq(Cq0,U ) = 0. En introduisant l'ensemble CqU des fonctions linéaires dé�nies

sur l'espace CUq des chaînes U-petites, ainsi que le morphisme de restriction
R : Cq(X)→ CqU (X), on obtient une suite exacte courte :

0→ C .0,U (X)→ C .(X)
R−→ C.U (X)→ 0

Ainsi, en considérant encore une fois la suite exacte longue induite en cohomo-
logie, on voit qu'il nous su�t de démontrer que pour tout recouvrement ouvert
U , le morphisme de restriction

C .(X)
R−→ C.U (X)

est un quasi-isomorphisme.
Montrons qu'il su�t d'avoir la proposition 3 pour terminer la démonstration

du théorème de de Rham. On a que la restriction R : C .(X) → C.U (X) est
duale de l'inclusion i : CU. (X) → C.(X). Pour tout recouvrement ouvert U , la
proposition 3 nous donne un diagramme commutatif

C.(X)
i←− CU. (X)

‖
C.(X)

k−→ CU. (X)

ainsi qu'une application linéaire de degré 1 h : C.(X)→ C.(X) avec

i ◦ k − idC.(X) = ∂h+ h∂

En notant K (resp. H) l'application duale de k (resp. h), on obtient un dia-
gramme dual :

C .(X)
R−→ C .U (X)

‖
C .(X)

K←− C .U (X)

ainsi qu'une application linéaire de degré −1 H : C .(X)→ C .(X) tel que

R ◦K − idC.(X) = Hd+ dH

On a alors qu'en passant en cohomologie, H∗d∗ + d∗H∗ = 0 puis R ◦K = id =
K ◦R, ce qui termine la démonstration du théorème de de Rham.

4.2 Démonstration du théorème des petites chaînes

Il s'agit de construire une application k : Cq(X)→ CUq (X) qui soit, à peu de

choses près, la réciproque de l'injection i : CUq (X)→ Cq(X). Il faut donc trouver
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un moyen d'associer à une q-chaîne de X une q-chaîne "plus petite". L'idée est
la suivante : on va associer à chaque chaîne la subdivision barycentrique de cette
chaîne, c'est-à-dire la somme des chaînes obtenues (récursivement) en ajoutant
le barycentre de la chaîne de départ aux chaînes de la subdivision barycentrique
de son bord. Pour pouvoir considérer le barycentre d'une chaîne, on va d'abord
travailler dans le complexe des chaînes singulières a�nes Aq, puis on se ramènera
à Cq(X) en poussant en avant les chaînes a�nes. Posons donc pour q ∈ N

Aq = V ectR({τ : ∆q → ∆q, τ a�ne })

On pose alors, en notant x0, x1, . . . , xq les sommets de ∆q, pour τ ∈ Aq :

bary(τ) =
τ(x0) + · · ·+ τ(xq)

q + 1

On dé�nit également pour y ∈ ∆q un morphisme de R-espaces vectoriels y. :
Aq−1 → Aq en posant, si τ ∈ Aq−1, yτ(x0) = y et si i ≥ 1, yτ(xi) = τ(xi−1)
(yτ est le simplexe dont le premier sommet est y et les autres sont ceux de
τ). On dé�nit alors la subdivision barycentrique d'une chaîne avec l'application
suivante, qu'on dé�nit d'abord sur les simplexes a�nes de ∆q :

Sd : Aq → Aq

τ 7→
{

τ Si q = 0
bary(τ)Sd(∂τ) Sinon

Où on a étendu Sd par linéarité à Aq tout entier. On dé�nit également une
application linéaire R de la façon suivante :

R : Aq → Aq+1

τ 7→
{

0 Si q = 0
bary(τ)(τ − Sd(τ)−R(∂τ) Sinon

On a alors
∂Sd = Sd∂

En e�et, c'est évident si q = 0 et si q ≥ 1, pour τ a�ne de ∆q vers ∆q :

∂(Sd(τ)) = ∂(bary(τ)Sd(∂τ))
= Sd(∂τ)− bary(τ)(∂(Sd(∂τ)))

avec par récurrence
∂Sd(∂τ) = Sd(∂2τ) = 0

Par le même genre de calcul, on obtient

id− Sd = R∂ − ∂R

On voudrait à présent s'assurer que l'opérateur Sd ainsi dé�ni donne bien,
conformément à l'intuition, des chaînes a�nes plus petites que celles passées en
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argument. Soit τ simplexe a�ne de Aq. On a pour 0 ≤ i ≤ q,

|bary(σ − τ(xi))| =
∣∣∣∑q

j=0 τ(xj)

q+1 − τ(xi)
∣∣∣

= 1
q+1

∣∣∣∑q
j=0 τ(xj)− τ(xi)

∣∣∣
≤ 1

q+1

∑
0≤j≤q,j 6=i |τ(xj)− τ(xi)|

≤ q
q+1diam(τ)

où diam(τ) désigne le diamètre de τ . On va montrer que

diam(Sd(τ)) ≥ q

q + 1

En e�et, si a, b sont deux sommets d'un simplexe a�ne apparaissant dans la
somme Sd(τ), alors ou bien l'un des deux est le barycentre de τ , auquel cas le
calcul précédent permet de conclure, ou bien les deux sont des sommets d'un
terme apparaissant dans la subdivision barycentrique d'une arête de τ . Comme
le diamètre des arêtes de τ est plus petit que celui de τ , un raisonnement par
récurrence permet de conclure. Ainsi, la suite (diam(Sdi(τ))) converge vers 0.
Donc si U est un recouvrement ouvert de ∆q, comme ∆q est compact, U admet
un nombre de Lebesgue. Il existe donc pour tout τ ∈ Aq un entier s(τ) tel que
Sds(τ)(τ) est U-petite.

Nous pouvons construire des opérateurs Sd et R sur Cq(X) en poussant en
avant les opérateurs du même nom dont nous disposons sur Aq : on pose pour
σ ∈ Cq(X)

Sd(σ) = σ∗(Sd(id∆q
))

et
R(σ) = σ∗(R(id∆q

))

Ces deux opérateurs véri�ent les deux relations ∂Sd = Sd∂ et id−Sd = R∂+∂R.
De plus, en considérant, pour chaque σ ∈ Cq(C) et chaque recouvrement ouvert
U de X, le recouvrement ouvert σ−1(U) de ∆q, on obtient l'existence pour tout
σ ∈ Cq(X) d'un entier s(σ) tel que Sds(σ)(σ) est dans CUq . On prend pour s(σ)
le plus petit des entiers qui conviennent.

On obtient donc une application l : Cq(X) → CUq (X) telle que i ◦ l = id en

posant l(σ) = Sds(σ)(σ) en revanche, l ne commute pas à la di�érentielle. En
e�et, on a pour σ ∈ Cq(X) :

(∂l − l∂)(σ) =

q∑
i=0

(−1)i
(
Sds(σ) − Sds(σi)

)
(σi)

En remarquant que

Sds(σ) − Sds(σi) =

s(σ)−1∑
j=s(σi)

(
Sdj+1 − Sdj

)
=

s(σ)−1∑
j=s(σi)

(R∂ + ∂R)Sdj
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on voit qu'apparaît la quantité

k(σ) = l(σ) +R

 q∑
i=0

(−1)i
s(σ)−1∑
j=0

Sdj(σi)

 ∈ CUq (X)

On a bien
k ◦ i = id

On cherche alors h tel que id− i ◦ k = h∂ + ∂h Or, avec la même technique
de calcul que juste au-dessus, on trouve

(id− i ◦ k)(σ) =

s(σ)−1∑
l=0

(R∂ + ∂R)Sdl(σ)−R

 q∑
i=0

(−1)i
s(σ)−1∑
j=s(σi)

Sdj(σi)


Ce qui nous amène à poser

h =

s(σ)−1∑
i=0

R ◦ Sdi

On véri�e alors qu'on a bien

id− k ◦ i = h∂ + ∂h

On déduit de cette dernière égalité, comme i est injective :

∂k = k∂

Ce qui termine la démonstration de la proposition 3.
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