
Géométrie lorentzienne / géométrie riemannienne : quelquespoints ommuns et di�érenesCharles Boubelfévrier 2007Le titre de e ours est trompeur : les géométries riemanienne d'une part, et lorent-zienne ou plus généralement pseudo-riemannienne d'autre part, di�èrent bien plus qu'ellesne se ressemblent. Leurs ressemblanes onsistent essentiellement en un sole ommun dedé�nitions et de premiers onepts : forme bilinéaire symétrique, isométries, géodésiques,ourbure. Dès la première exploration, les géométries riemannienne et pseudo-riemanniennes'avèrent profondément di�érentes : les mêmes outils raontent des histoires di�érentes.Le présent texte reprend brièvement les points ommuns des deux géométries, et indiquequelques diretions prinipales où des di�érenes signi�atives apparaissent et ave elles,souvent, des hantiers de reherhe. Il aborde la géométrie lorentzienne dans le adre plusgénéral de la géométrie pseudo-riemannienne, et mentionne le as éhéant les propriétésspéi�ques du as lorentzien.La première partie est onsarée, avant même l'introdution des variétés (pseudo-)rie-manniennes proprement dites, à la simple omparaison entre Rn muni d'un produit salaire et
Rn muni d'une forme bilinéaire symétrique non dégénérée mais indé�nie : entre la géométrieeulidienne et la géométrie �pseudo-eulidienne�, don. À titre de motivation historique, j'ymentionne pourquoi la onstane de la vitesse de la lumière a amené la physique à introduireau début du 20ème sièle, ave la Relativité restreinte, un tel �produit salaire lorentzien�omme nouveau adre de la inématique du point. Ce fondement historique a fortementmotivé l'étude de la géométrie lorentzienne, même si tout une part des problématiquesd'aujourd'hui sont devenues distantes ou indépendantes de ette motivation.La deuxième partie s'intéresse aux variétés (pseudo-)riemanniennes et montre ommentles di�érenes pointées dans la première en provoquent de nouvelles, dans e adre. Lesdi�érenes inontournables sont abordées : non-existene en général d'une métrique pseudo-riemannienne sur une variété ompate donnée, questions de omplétude, divers défauts deompaité... une multitude est probablement passée sous silene.Le but essentiel demeure de faire renontrer la géométrie pseudo-riemannienne, sansprétendre être exhaustif dans auune démarhe. Une onnaissane préalable de la géométrieriemannienne n'est pas requise, seule l'est elle de la géométrie di�érentielle de base et d'unpeu de topologie. Quelques ajouts en plus petits aratères, introduits par un petit bâton ,s'adressent ependant au leteur onnaissant déjà un peu plus de géométrie.1 Espaes vetoriels pseudo-eulidiens1.1 Dé�nition, points ommuns ave les espaes vetoriels eulidiens.1.1 Dé�nition Un espae vetoriel pseudo-eulidien est un R-espae vetoriel E de dimen-sion �nie n muni d'une forme bilinéaire symétrique non dégénérée g = 〈 · , · 〉 qui est indé�nie,1



'est-à-dire qui est onjuguée à une forme du type :dx2
1 + . . . + dx2

p − (dy2
1 + . . . + dy2

q ), où :� la famille (dx1, . . . , dxp, dy1, . . . , dyq) est une base de E∗ (g est non dégénérée), enpartiulier p + q = n,� les entiers p et q sont stritement positifs (g n'est ni dé�nie négative, ni dé�nie positive).1.2 Rappel (Théorème d'inertie de Sylvester � Signature) Un ouple (p, q) per-mettant une telle ériture existe pour toute forme bilinéaire symétrique et est unique. Ilaratérise don, à onjugaison près sous l'ation u : g 7→ u∗g = g(u−1 · , u−1 · ) de GL(E),une telle forme bilinéaire. On l'appelle signature de g.1.3 Voabulaire, Notation On appellera ii �pseudo-orthonormée� une base de E dansla base duale de laquelle g prend la forme normale donnée dans la dé�nition 1.1. Par ailleurs,la notation Rp,q désignera Rp+q muni d'un produit pseudo-eulidien de signature (p, q). Unproduit pseudo-eulidien sera dit lorentzien quand sa signature est (p, q) = (n − 1, 1) (ou
(1, n−1)). C'est don le as le �moins éloigné� du as eulidien. On verra qu'il a bien plus deparenté ave les autres produits pseudo-eulidiens qu'ave un produit salaire. Cependantil possède quelques propriétés spéi�ques, dont ertaines le rendent e�etivement un peumoins étranger au as eulidien que ses ousins d'autres signatures. L'espae Rn−1,1 estususellement dénommé espae de Minkowski.Un espae pseudo-eulidien partage des propriétés de base ave un espae eulidien.� Le groupe O(g) des transformations linéaires préservant g lui est assoié : O(g) = {u ∈
GL(E) /u∗g = g} est le groupe orthogonal de g, 'est un groupe de Lie, sa lasse d'isomor-phisme est notée O(p, q). Similairement sont dé�nis les endomorphismes g-(anti)autoadjointsde E. Le alul montre que l'algèbre de Lie de O(g), espae tangent à O(g) en IdE , est l'espaedes endomorphisme g-antiautoadjoints ; par onséquent dimO(p, q) = dim O(n) = n(n−1)

2 .� La non-dégénéresene de g signi�e : ∀v ∈ E r {0}, g(v, · ) 6= 0. Par égalité desdimensions, g induit don un isomorphisme anonique de E sur son dual E∗, noté ♭, deréiproque notée ♯ :
E → E∗

♭ : v 7→ v♭ = g(v, · ),

E∗ → E
♯ : α 7→ α♯.Des isomorphismes entre espaes de tenseurs E⊗k ⊗ (E∗)⊗l de dimension k + l donnée suivent.� L'orthogonalité : v ⊥ u si g(v, u) = 0, entre veteurs ou sous-espaes, est semblablementdé�nie. Si F est un sous-espae, F⊥ = (F⊥)♯, où le premier orthogonal F⊥ ⊂ E est prisau sens de g et le seond F⊥ ⊂ E∗ l'est au sens de la dualité. Désormais, ⊥ désignera la

g-orthogonalité. Il suit que dimF + dimF⊥ = dimE.� Si on oriente E, il vient alors une unique forme volume ω privilégiée : elle qui, évaluéesur une base pseudo-orthonormée direte, donne 1. Comme O(p, q)∩GLn
+(R) ⊂ SLn(R), ilen sera de même sur toute autre telle base. Un opérateur de Hodge en déoule.� Comme dans le as eulidien, on peut onsidérer la struture onforme assoiée à g sur

E, i.e. la lasse R∗
+.g des métriques (positivement) proportionnelles à g.2



1.2 Prinipales di�érenes ave les espaes eulidiensContentons-nous déjà d'en donner une liste. On la ommentera dans la partie 1.4.(1) Il n'y a plus ni norme ‖v‖ =
√

g(v, v) ni distane assoiée.(1 bis) La notion d'angle disparaît aussi, ou plut�t est a�aiblie.(2) Un sous-espae vetoriel F d'un espae pseudo-eulidien E n'est pas néessairementpseudo-eulidien : g|F peut dégénérer. Dans le même ordre d'idées, un sous-espae F et sonorthogonal ne sont pas néessairement en somme direte.(3) Le groupe O(p, q) n'est pas ompat. Auun niveau de g ne l'est non plus.(4) Sur un espae vetoriel E, l'ensemble des produits pseudo-eulidiens de signature
(p, q) donnée est onnexe, mais il n'est pas onvexe, omme l'ensemble des produits salaires.(5) Alors que SO(n) est onnexe, SO(p, q) a deux omposantes onnexes.(6) Une dernière propriété n'est pas la mise en défaut d'une ontrepartie eulidienne,mais au ontraire l'apparition d'un objet nouveau, le �ne isotrope {v ∈ E /g(v, v) = 0} de
g. Dans le as eulidien, il est réduit à {0}. Rappelons au passage la terminologie suivante.1.4 Voabulaire Un veteur v de (E, g) tel que g(v, v) = 0 est dit isotrope. Un sous-espae
F de (E, g) tel que F = {0} ou g|F est dégénérée, respetivement tel que g|F = 0, est ditisotrope, respetivement totalement isotrope. Équivalemment, (F = {0} ou F ∩ F⊥ ) {0})et F ⊂ F⊥, respetivement.Avant de poursuivre, un détour historique explique l'apparition, ave la relativité res-treinte, d'un produit lorentzien à la base de la méanique du point, lorsque de grandesvitesses relatives sont en jeu. Il motive l'étude de Rn−1,1, avant même l'introdution detoute géométrie di�érentielle.Conjuguée à l'interprétation de la gravitation omme une ourbure, par la relativitégénérale, ette apparition de R3,1 en physique a stimulé l'étude des variétés lorentziennes.Ce détour familiarisera aussi le leteur, avant le ommentaire des propriétés du 1.2, ave
R1,1. Par ailleurs, il expliquera l'origine d'un petit voabulaire devenu usuel en géométrielorentzienne : veteurs-temps, -lumière ou -espae, �ne de lumière et.1.3 L'apparition d'un produit lorentzien en physique : la relativité res-treinteCe paragraphe résume une présentation vulgarisée de la relativité donnée par Einstein[E1917℄ ou [E1921℄.Commençons par un retour en arrière de quelques sièles. Une forte parenté unit en e�etla transition oneptuelle née de la méanique galiléenne au 16ème sièle et elle née de larelativité restreinte en 1905.L'apparition de la méanique dite galiléenne a notamment orrespondu à la disquali�a-tion d'un onept intuitif universellement reçu et utilisé, elui d'immobilité, plus exatementd'immobilité absolue1. La ause en est simple : quelle dé�nition physique donner de ette1Cette présentation, abrupte pour abréger l'exposé, d'un tel abandon galiléen du onept d'immobilité (f.1.6) est ependant ariaturale. Galilée a apporté la nouveauté déisive suivante : il dérit la hute des orps,de manière quantitative et véri�ée par l'expériene, par une loi valable quel que soit le mouvement d'ensembledu lieu où l'on mesure la hute, pourvu que elui-i soit un mouvement de translation retiligne uniforme. Cetapport est fondateur, à plusieurs titres. L'abandon du onept même de oordonnées absolument immobiles3



notion ? L'entreprise semble impossible. Tant que sa dé�nition demeure impossible, il fautalors oublier e onept. Une notion physiquement dé�nissable, en revanhe, est elle derepère galiléen. C'est un repère dans lequel un solide isolé, 'est-à-dire sur lequel ne s'exereauune fore (on suppose dé�ni e onept, il y a des hoses sous le tapis), n'est pas aéléré.Si un tel repère est donné, l'ensemble des repères galiléens est alors l'ensemble des repèresn'adviendra que bien après ette onstrution de lois qui leur sont indi�érentes. Préisons l'apport de Galilée.� L'apport novateur de Galilée a une dimension mathématique, une relevant de la démarhe et de lathéorie physique, une en�n relevant de l'expérimentation physique.(i) Une dimension est mathématique : Galilée introduit, pour la première fois semble-t-il, un onept lair devitesse instantanée. Il intègre ette vitesse pour trouver la loi du mouvement. Pour e faire, en l'absene dealul in�nitésimal, il ruse, mais par un raisonnement mathématiquement orret. Par ailleurs, il utilise lalinéarité de l'espae des vitesses (�veteurs vitesse�, dirions-nous), pour déomposer la omposante horizon-tale et la omposante vertiale de la vitesse, et disjoindre leur étude. Sans et arsenal oneptuel, il n'auraitpu onstruire sa physique.(ii) La démarhe physique est novatrie : il s'agit de la démarhe expérimentale, très aboutie hez lui. Galiléeessaie de distinguer parmi les auses du mouvement (poids, résistane de l'air), spéule une loi, elle d'unevitesse roissant linéairement ave le temps, en tire une onséquene mathématique � la distane parourueest proportionnelle au arré du temps �, élabore une expériene suseptible de véri�er ou réfuter ette loi,prend soin de véri�er au préalable que des phénomènes annexes inévitables � ii les frottements � sontnégligeables dans son adre de travail, exéute l'expérimentation et valide sa loi. Par ailleurs, enore surle plan théorique, le fait que le �référentiel� soit immobile ou en mouvement uniforme devient indi�érentpour dérire le mouvement d'un objet soumis à son seul poids. Il s'agit indubitablement d'une nouveautémajeure, et dont il est parfaitement onsient. Galilée l'introduit qualitativement dans [G1632℄, dont le butest d'aréditer la rotation de la Terre autour du soleil. Il dé�nit le mouvement �uniforme� � irulaire danset ouvrage � dans la �1ère journée�. Celui-i est �impereptible et omme s'il n'était pas�, au sens que lemouvement des orps y obéit aux même lois que dans un milieu au repos, début de la 2ème journée. Un peuplus loin il est �omme rien�, suivent les élèbres exemples du boulet lâhé du haut du mât d'un navire et dumouvement de papillons à l'intérieur de e navire. Galilée dé�nit ensuite plus préisément les mouvementsuniforme et uniformément aélérés dans [G1638℄, début de la 3ème journée, puis il dérit quantitativementla loi du mouvement aéléré par la gravité. L'indi�érene au mouvement uniforme du référentiel apparaîtmathématiquement. En ela il peut être à bon droit onsidéré omme le père du prinipe de relativité enméanique : le mouvement est relatif, il n'existe que par rapport à quelque hose ; plus préisément la loi dehute des orps est valable relativement à n'importe quel référentiel non aéléré.(iii) Galilée innove en�n expérimentalement, ave une belle ruse expérimentale, ses plans inlinés ralentissantle mouvement de hute sans perturber sa loi, et permettant des observations quantitatives préises.� Il faut ependant nuaner l'introdution du prinipe de relativité. En e�et, même si Galilée est onsientde sa nouveauté et de son aratère fondamental, il n'en onlut nulle part la vauité du onept d'immobilitéabsolue. Au ontraire, il n'a expliitement pas franhi e saut. Sa dé�nition du mouvement uniforme dans[G1638℄ omet de préiser par rapport à quoi la vitesse est uniforme. L'état de repos absolu reste don,semble-t-il, une référene sous-entendue. Ensuite, sa élèbre défense [G1632℄ de l'hélioentrisme de Coperni,qui lui a valu sa ondamnation de 1633, a�rme préisément l'�immobilité� et la entralité du soleil, enlieu et plae de elles de la Terre, admises à la suite d'Aristote. J'ignore quand le onept d'immobilité enméanique a été expliitement abandonné omme vide. Newton [N1687℄ parle enore de référentiel au repos�absolu�, voir plus bas. Ce onept perd tout sens mathématique ave la Relativité Générale, 1917.� En�n, le prinipe même d'indi�érene du hoix du référentiel en mouvement uniforme est enore imparfaithez Galilée, de trois manières. Déjà, il n'introduit jamais de mouvement uniforme qu'horizontal, il manqueune extension expliite à tous les autres. Ensuite, il subsiste hez lui une ontradition latente, lorsqu'ila�rme que le mouvement naturel non aéléré d'un solide serait irulaire � épousant la surfae de laterre �, ou par ailleurs retiligne, omme il se déduit de son formalisme mathématique. La notion deréférentiel �galiléen� n'est don pas totalement mûre hez Galilée. En�n, plus seondairement, la méaniquede Galilée ne traite que de la hute des orps. C'est Newton [N1687℄ qui traitera toute fore méanique etproduira une méanique générale valable dans tout référentiel �galiléen�. Il préisera et a�ermira totalementle prinipe de relativité de Galilée. Notons ependant que si, d'un point de vue mathématique, la méaniquede Newton est la même dans un référentiel au repos absolu ou en mouvement uniforme, Newton introduit lanotion d'�espae qu'[il℄ appelle immobile� ([N1687℄ livre I, Dé�nitions, Sholie, IV), essentiellement ommele support mathématique R4 où il pose ses aluls. Il semble qu'il l'identi�e au référentiel lié aux étoileslointaines. Voir [N1687℄, premières pages du livre I, Dé�nitions puis Lois du mouvement.4



en translation retiligne uniforme par rapport à lui.Cette lasse de repères est dé�nie d'après un ritère physique mesurable. Elle est ef-fetivement physiquement privilégiée, pourvu qu'elle existe, e qui est le as, en premièreapproximation. Une notion a�aiblie d'immobilité subsiste : elle d'immobilité dans un ertainrepère de la lasse.Le monde galiléen E se formalise don ainsi, dans un ertain repère galiléen : E =
(R3, geucl) × R. Le premier fateur indique les oordonnées spatiales, le deuxième la oor-donnée temporelle. Notons (x, y, z, t) es oordonnées dans E = R4.1.5 Voabulaire Un événement est, par dé�nition, un point dans et espae-temps E. Ilest don dé�ni par sa position spatiale, sa omposante (x, y, z) sur le premier fateur, etsa position temporelle, sa omposante t sur le deuxième. L'histoire d'un point matériel auours du temps est l'image γ(I) d'une ourbe γ ∈ C1(I,E), où I est un intervalle de R,telle que : ∀s ∈ I, t(γ′(s)) > 0. La ondition traduit l'éoulement �positif� du temps. Onappellera désormais trajetoire d'une partiule pontuelle une telle ourbe dans E ≃ R4. Unetrajetoire admet un paramétrage privilégié, elui par le temps i.e. tel que : t(γ′(s)) ≡ 1.En�n on nomme observateur une partiule non aélérée i.e. de trajetoire retiligne, oula trajetoire d'une telle partiule.
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(x, y, z, t).Par ailleurs, E est paramétré de manière équivalente par tout autre système (x′, y′, z′, t′)de oordonnées galiléen, 'est-à-dire en translation retiligne uniforme par rapport au sys-tème (x, y, z, t), e qui signi�e, par dé�nition :
(x′, y′, z′, t′) = (M.(x, y, z) + t.(a, b, c), t), où M ∈ O(R3, geucl) et (a, b, c) ∈ R3.Pour alléger, on n'a onsidéré que les transformations linéaires i.e. préservant l'origine :on a omis l'ajout possible d'une onstante (x0, y0, z0, t0). Notons que le groupe GGalilée ≃N'étant pas historien des sienes, je ommets néessairement des erreurs d'appréiation dans e pano-rama. J'espère seulement qu'elles ne sont pas majeures. Je renvoie le leteur à de tels historiens pour desommentaires plus sûrs sur la nouveauté galiléenne et une meilleure mise en perspetive.La question de l'indi�érene du hoix du référentiel inertiel a été réativée par l'életromagnétisme. Lanature ondulatoire de la lumière, objet d'indies onordants dégagés par C. Huygens (1629-1695), puisbattue en brèhe par Newton, a été déterminée ave ertitude par l'expériene d'interférene de T. Youngen 1801. Il s'est ensuivi la question du milieu dans lequel se propage ette onde, l'�éther�, onjeturé parHuygens et devenu onept inontournable après 1801 et au long du 19ème sièle pour nombre de physiiens.Ave ette question a resurgi elle d'un unique référentiel privilégié � �immobile� don � : elui lié àl'éther. Ainsi, si les lois de la méanique sont indi�érentes au mouvement uniforme du référentiel, elles del'életromagnétisme, régissant la propagation de la lumière, réintroduisent la question de ette indi�érene,voir ii les remarques 1.21 et 1.22. 5



O(3, R) ⋉ R3 obtenu est de dimension 6. Ainsi, le monde galiléen est E, muni de l'orbite
GGalilée.(x, y, z, t) d'un système de oordonnées galiléen sous l'ation de G, voir �g. 2.1.6 Remarque La notion d'immobilité n'existe don pas dans E. En revanhe, t = t′. Àhangement d'origine près (ajout de t0, omis ii), le temps est dé�ni absolument. Une fois�xée une origine, haque événement m ∈ E a une oordonnée temporelle, indépendante durepère galiléen hoisi. On peut parler du temps t(m2 − m1), noté aussi dt(m2 − m1), elarevient au même dans un espae vetoriel, éoulé entre deux événements m1 et m2, et de lasimultanéité de es derniers si e temps est nul. En partiulier également, toute trajetoirede point allant de l'événement m1 à l'événement m2 est de même durée, égale à dt(m2−m1).
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événementévénementévénementobservateurobservateurtête du train au ours du tempsavant du quai au ours du tempsarrière du quaiau ours du tempsqueue du trainau ours du tempsrayon lumineux émis parrayon lumineux émis parrayon lumineux émis parFig. 2 � De nouvelles oordonnées galiléennes. La oordonnée t est invariante. Le feuilletagepar plans {t = te} l'est don aussi, feuille à feuille.L'apparition de la relativité restreinte orrespond à la disparition d'une autre notionintuitive : elle évoquée i-dessus de simultanéité. Plus généralement, la notion d'un tempsglobalement dé�ni (à une onstante près) va disparaître. Cette disparition a deux soures :d'une part la onstatation physique de l'égalité de la vitesse c de la lumière dans tousles référentiels galiléens (Mihelson et Morley, 1887), d'autre part la même exigene d'unedé�nition physiquement mesurable de la notion de simultanéité. Or un observateur ne peutse situer à la fois en deux événements m1 et m2 pour onstater, ou pas, leur simultanéité. Ilfaudra reourir à un signal voyageant dans l'espae.1.7 Réapitulation : données physiques Pour introduire la relativité restreinte, réapi-tulons les deux données de l'observation. Voir aussi �g. 3.Déjà le monde, tel qu'il apparaît à un ertain observateur p(s), est (R3, gp)×R, où gp estune métrique eulidienne � puisque p peut mesurer des distanes dans l'espae �, et où ledernier fateur R est muni d'une oordonnée-temps privilégiée tp � puisque p peut mesurerdes durées. Avant d'en savoir plus, on indexe g et t par leur observateur p. Note : es mesuresposent apparemment le problème de la non-ubiquité de p. Comment un observateur peut-ile�etuer une mesure autre que elle du temps le long de sa propre trajetoire ? Ailleurs,il est absent. Ce problème se résoud ar l'expériene prouve que tout observateur �xe parrapport à p peut synhroniser sa montre ave elle de p. La véri�ation se fait par éhange depulsations lumineuses, voir [E1905℄, I.1., dé�nition de la simultanéité. Cei permet d'assoierphysiquement à l'observateur p, qui ne onstitue que sa trajetoire i.e. une droite dans R4,des oordonnées de tout l'espae R4. Les mesures �par p� de distanes et de temps entreévénements sont alors données par e système de oordonnées.Ensuite, le monde est muni, en tout point m, des trajetoires de rayons lumineux émispar m ou passant par m. Ces trajetoires, retilignes, onstituent les règles d'un �ne dans

R4, d'équation x2
p + y2

p + z2
p = c2t2p, dans des oordonnées (xp, yp, zp, tp) liées à un ertainobservateur p tel que p(0) = m. Il s'agit don d'un �ne du seond degré, hypersurfae de6



dimension trois dans R4. Le front d'onde apparaît, dans haque hyperplan tp = s, omme unesphère entrée en e qui apparaît à p(s) omme le lieu d'émission, dans les temps ultérieursà l'émission. Un tel �ne du seond degré est attahé à haque point m de E.
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observateur p(s)

observateurtête du train au ours du tempsavant du quai au ours du tempsarrière du quaiau ours du tempsqueue du trainau ours du tempsrayon lumineux émis parrayon lumineux émis parrayon lumineux émis parFig. 3 � Le monde, tel que perçu par un observateur p = p(s), ave le fateur espae R3représenté omme R2. Les �nes apparaissent don bidimensionnels. Les unités d'espae etde temps sont hoisies pour que c = 1, la pente des règles des �nes est don 1.1.8 Voabulaire Ces �nes sont appelés �nes de lumière.Pour la suite, un exposé basé sur R × R ave des oordonnées (x, t) � une seule di-mension d'espae � su�t, sans perte de généralité pour les résultats obtenus. En e�et laquestion entrale est elle du hangement d'observateur, 'est-à-dire du passage au systèmede oordonnées lié à un nouvel observateur. Or, quitte à translater un des observateurs, equ'autorise la note de 1.7, deux observateurs onstituent deux droites séantes et engendrentun plan. Les �nes y sont des ouples de droites.1.9 Exemple introdutif Suivant [E1917℄, on onsidère, dans e monde, un �quai degare� de longueur 2d et un observateur p = p(s) situé au milieu de e quai. Cette positionmédiane a pu être physiquement véri�ée, au préalable, par ledit observateur à l'aide d'unmètre. Supposons alors qu'à haque extrémité du quai se trouve une lampe pouvant émettreun signal lumineux. L'observateur a un ritère de simultanéité pour deux tels signaux, émisde haque extrémité aux événements respetifs m1 et m2 : m1 et m2 sont simultanés si leurssignaux lumineux parviennent simultanément à l'observateur, 'est-à-dire si ette arrivéeonstitue un même événement. En e�et la lumière met, partout, le même temps d
c pourparourir (dans le vide) une même distane d ; du moins toutes les mesures le on�rment, onsuppose don qu'il en est toujours ainsi. Cette dé�nition de la simultanéité sera néanmoinsrelative à l'observateur. En e�et, omme [E1917℄, supposons qu'un train passe le long dee quai à la vitesse v > 0 et que e soit le passage de la tête du train en tête de quai quidélenhe le signal m2, et elui de la queue du train en queue de quai qui délenhe m1.Supposons en�n que la situation soit telle que l'observateur p du milieu du quai perçoive lesévénements m1 et m2 omme simultanés, 'est à dire qu'il reçoit leurs signaux simultanément(événement �point noir� �gure 4). Un seond observateur q = q(s) est situé au milieu dutrain � position également mesurée à l'avane. La vitesse v du train étant onstante, edernier onstitue lui aussi un repère galiléen. Les photons émis par les événements m1 et

m2 se déplaent don, dans le repère lié au train, à la vitesse c, même s'ils ont été émis pardes dispositifs �xes par rapport au quai et pas au train. L'observateur q tient don le mêmeraisonnement que l'observateur p : m1 et m2 sont simultanés si leurs signaux lumineux luiparviennent simultanément. Ce n'est pas le as, omme on le véri�e �gure 4, où la pereption7



de m1 est postérieure à elle de m2 (événements erlés). Pour q, 'est un éventuel signal
m3 indiqué �gure 4, émis par l'avant du train, qui est simultané à m1.
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événement m1 événement m2

événement m3

observateur p(s) observateur q(s)

tête du train au ours du tempsavant du quai au ours du tempsarrière du quaiau ours du tempsqueue du trainau ours du temps
0 = p(0) = q(0)

rayon lumineux émis par m1rayon lumineux émis par m2 rayon lumineux émis par m3

Fig. 4 � L'exemple du train présentée dans [E1917℄ et [E1921℄.Ainsi, les événements physiquement perçus omme simultanés à l'événement m1 parl'observateur p onstituent la droite (m1m2). Ceux physiquement perçus omme simultanésà e même événement m1 par l'observateur q onstituent la droite (m1m3).Cette onstatation n'est pas une absurdité. Elle signi�e simplement que la oordonnéetemporelle tp perçue par p et elle, tq, perçue par q, di�èrent. Une analyse similaire des oor-données spatiales xp et xq montrerait qu'elles di�èrent également, et pas par une �translationuniforme� xq = xp − vtp omme sous l'ation du groupe GGalilée. Cherhons don omment
(xq, tq) notés désormais (x′, t′), sont fontion de (xp, tp), notés (x, t).1.10 Proposition (Voigt, Heaviside, Fitzgerald, Lorentz, Larmor, Poinaré, Ein-stein2) Une métrique lorentzienne g se déduit naturellement des données 1.7. Alors lesoordonnées (x′, t′) sont elles perçues par un ertain observateur q si et seulement si :
(x′, t′) = A.(x, t) ave A ∈ SO0(g).Démonstration. Elle suit presque immédiatement de la onstane de la vitesse de la lu-mière. Donnons-en deux versions.Version 1. Elle reprend, légèrement reformulés, les exats arguments de [E1905℄. Dans E =
R×R, hoisissons une orientation du fateur espae et une du fateur temps. Notons u et vdes veteurs olinéaires aux rayons lumineux de vitesse +c et −c respetivement. Notons ϕ ledi�éomorphisme de E tel que (x′, t′) = ϕ∗(x, t) et A = dϕ(0), alors dx′(0) = dx(0).A = x.Aar x est une forme linéaire ; de même dt′(0) = t.A. La vitesse de la lumière mesurée en 0dans (x, t) et dans (x′, t′) est c, 'est-à-dire :

{

x(u) = ct(u)
x(A(u)) = ct(A(u))

don : {

(x − ct)(u) = 0
(x − ct)(A(u)) = 0.Semblablement il vient que : (x+ ct)(v) = (x+ ct)(A(v)) = 0. Posons g = (x− ct)(x+ ct) =

x2 − c2t2. Voii apparaître le produit lorentzien annoné. On vient de montrer que les bases2Tous ont ontribué, j'ai essayé d'être hronologique. Le dernier n'a don pas du tout la primeur de laproposition. En revanhe, il en a tiré radialement les onséquenes physiques, de façon limpide, ave sathéorie de la relativité restreinte [E1905℄. Woldemar Voigt [V1887℄ a la primeur de la transformation, à unfateur onforme près (voir ii la preuve : on montre déjà que le hangement de oordonnées est onformelorentzien). Henri Poinaré [P1905℄ a lari�é le tenseur invariant g et la struture de groupe de O(3, 1). Voiraussi l'appréiation historique de [D05℄ pp. 33�34. 8



(u, v) et (A(u), A(v)) sont toutes deux onstituées de veteurs g-isotropes. Don A est dans legroupe onforme de g (le véri�er), et même dans sa omposante neutre R∗
+.SO0(g) = CO0(g),pour des questions d'orientation spatiale et temporelle onservées. L'essentiel est dit. La suiteest un ahèvement tehnique. Les hangements de oordonnées induits par les hangementsd'observateurs forment un groupe, transitif sur les diretions de pente supérieure à 1

c (vitesseinférieure à c). Don G = CO0(g) ou G = exp(R.M) où M ∈ co(g) est un endomorphisme dematrie (

µ 0
0 ν

) dans la base (u, v). (Remarquer que l'exponentielle de matries est un dif-féomorphisme de et ensemble de matries sur co(g), algèbre de Lie de CO0(g), sur CO0(g).Par ailleurs, on suppose que A dépend di�érentiablement du hangement de oordonnées
q.) En�n la symétrie de l'e�et de la vitesse de q, quand elle-i vaut ±v, ontraint tr M = 0i.e. M ∈ o(g). Don G = SO0(g). Pour onlure, [E1905℄ a�rme que, �par homogénéité del'espae-temps�, ϕ est néessairement linéaire, don ϕ = A. On peut aussi, purement mathé-matiquement, remarquer qu'en tout point m, g = g|m est dé�nie et que par le même raisonnement :dϕ(m) ∈ SO0(g|m). Par onséquent, ϕ est une isométrie de la variété pseudo-riemannienne (E, g).Comme en�n g est plate (synhronisation possible des montres, voir 1.7), et par un théorème nonentièrement trivial3, ϕ est linéaire, don égale à A. �Version 2. Généralisant la version 1 au as E = R3 × R, elle met en valeur son argumententral. L'égalité de la vitesse de la lumière, don de l'équation des rayons lumineux, pourdeux observateurs, est exatement l'a�rmation que le �ne de lumière a la même équation :
x2 + y2 + z2 = c2t2 dans les systèmes de oordonnées liés aux deux observateurs. Géométri-quement : A(C) = C, où A ∈ GL(R4) est le hangement de oordonnées et où C est, en haque
m de E, le �ne isotrope d'une forme quadratique lorentzienne g|m. Par la proposition 1.29,
A∗g|m = λg|m ave λ ∈ R∗ i.e. A ∈ CO(g). On onlut semblablement. Remarque : dansle as E = R2, 1.29 est immédiate. Le �ne, union de deux droites vect(u1) et vect(u2) est
A-invariant si et seulement si, à omposition près par la permutation des ui, haque ui estveteur propre de A i.e. A ∈ CO(u∗

1.u
∗
2). �1.11 Remarque Retournant dans R2, et de façon délibérément élémentaire, éluidonsl'exemple 1.9 par le fait (∗) suivant. Si p est un observateur, P sa trajetoire, U1 et U2les deux diretions des rayons lumineux et σ la symétrie par rapport à Ui, parallèlement à

U3−i, (i = 1 ou 2), alors on montre :Les événement perçus par p omme simultanés à 0 = p(0) forment la droite σ(P ). (∗)Utilisons le seond fait fondamental de 1.7 sous la forme �dans le système de oordonnées
(x, t) perçues par p, la vitesse de la lumière est égale dans toutes les diretions� i.e. :

U1 et U2 sont symétriques par rapport à P = {x = 0}, parallèlement à {t = 0}. (∗∗)L'équivalene de (∗) et (∗∗) est alors un exerie faile de géométrie ou d'algèbre linéaire.On peut aussi montrer élémentairement (∗∗) ⇒ (∗) en revenant, dans l'esprit de l'exemple,à des mesures. Supposons que l'observateur p tient, �xe par rapport à lui, une règle. Soit
m un événement à l'extrémité de la règle et M la trajetoire de ette extrémité. Soit p′l'événement où p reçoit le signal lumineux de m, m′ elui où un rayon lumineux issu de prenontre M , x la distane 0m, t1 la durée 0p′ et t2 la durée mm′, perçus par p ou m ('estpareil, f. note de 1.7). Les événements m et 0 = p(0) sont perçus omme simultanés par psi et seulement si t1 = x/c, et par m si et seulement si t2 = x/c, ave le même c dans lesdeux as, par (∗∗). Mais m et p, mutuellement �xes, ont la même notion de simultanéité,3Cousin du théorème �si une appliation de Rn eulidien dans lui-même préserve la distane eulidienne,alors elle est, à translation près, un automorphisme linéaire�.9



voir enore la note de 1.7. Don 0 et m sont P -simultanés si et seulement si t1 = t2 i.e.
(0mm′p′) est un parallélogramme, puisque P et M sont parallèles. Équivalemment : m estle le symétrique σ(p′) de p′ par rapport à Ui, parallèlement à U3−i (i = 1 �gure 5), d'où (∗).
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événementévénementévénementobservateurobservateurtête du train au ours du tempsavant du quai au ours du tempsarrière du quaiau ours du tempsqueue du trainau ours du tempsrayon lumineux émis parrayon lumineux émis parrayon lumineux émis parFig. 5 � À gauhe, m n'est pas P -simultané à 0, à droite il l'est. Le dessin oublie volontai-rement toute allusion eulidienne : c est quelonque, P n'est pas �vertial� notamment.On retrouve également ainsi l'ation projetive d'un hangement A d'observateur, en-voyant P sur un autre observateur Q. Par dé�nition, A envoie temps p-simultanés à 0 surtemps q-simultanés à 0. Comme (∗∗), don (∗), sont vraies dans les deux systèmes, A, qui �xe

U1 et U2, envoie don σ(P ) sur σ(Q). Cei dérit l'ation projetive de A. C'est préisémentelle des éléments de SO0(g). En e�et σ(P ) = P⊥g .En remplaement du monde de la inématique galiléenne, le monde E = R4 de la i-nématique relativiste est don muni d'une forme quadratique lorentzienne g, d'un systèmede oordonnées (x, y, z, t) dans lequel g = x2 + y2 + z2 − c2t2, et de tout autre système
(x′, y′, z′, t′) perçu par un observateur en translation retiligne uniforme dans le premiersystème, les systèmes étant liés par :

(x′, y′, z′, t′) = A.(x, y, z, t), où A ∈ O(g).Notons que dim O(g) = 4(4−1)
2 = 6 = dim GGalilée. Le groupe des hangements de oor-données inertielles garde la même dimension. Semblablement, on a omis l'ajout possible d'uneonstante. Le groupe a�ne, ave et ajout, est dit groupe de Poinaré GPoinaré = O(g)⋉R4.1.12 Remarque Physiquement, les phénomènes étranges du type de l'exemple 1.9 ne sontsensibles que quand des vitesses relatives de l'ordre de c apparaissent. Quand e n'est pas leas, l'ation de O(g) ne di�ère pas sensiblement de elle de GGalilée.1.13 Exerie Dans l'exemple 1.9, si le train s'arrêtait le long du quai, serait-il de mêmelongueur que lui ? Autrement dit, sa longueur, pour q (�longueur du train au repos� armesurée par q �xe par rapport à lui), est-elle égale à elle du quai, pour p (�longueur duquai au repos�) ? La réponse est non, le train est plus long. Les r�les du train et du quai nesont don pas symétriques. Pourquoi ? Quelle est la longueur du train perçue par p ? Celledu quai perçue par q ? 10



1.14 Remarque L'ation de O(g) montre notamment que la pereption du temps dépendde l'observateur. Notamment, une fontion temps globalement dé�nie, à une onstante près,n'existe plus. La nouvelle notion pertinente est la suivante.1.15 Dé�nition (Temps propre) La oordonnée temporelle tp assoiée à l'observateur
p, en restrition à la trajetoire de p, est dite �temps propre de p�. Si p1 et p2 sont desévénements suessifs sur elle-i, (dtp(p2−p1))

2 = −g(p2−p1, p2−p1), don dtp(p2−p1) =
√

−g(p2 − p1, p2 − p1), ériture qui ne fait plus intervenir tp. Le temps propre est don la�longueur lorentzienne� des veteurs de la trajetoire. Comme pour la longueur eulidienned'une ourbe, on obtient alors le temps propre tγ de n'importe quelle partiule γ ∈ C1(R, E),éventuellement aélérée, entre γ(0) et γ(s0), par la formule :
tγ(s0) =

∫ s0

0

√

−g(γ′(s), γ′(s)) ds.Notamment, si deux trajetoires de partiules γ1 et γ2 dans C1([0, 1], E) ont même pointde départ γ1(0) = γ2(0) et d'arrivée γ1(1) = γ2(1), le temps perçu par haune entre esextrémités est, en général, di�érent. Une omparaison de es temps perçus aquiert un intérêtpartiulier pare que les deux départs, puis les deux arrivées, oïnident, don sont vraimentsimultanés : il s'agit haque fois d'un même événement. Le temps entre deux événementsdépend don de la trajetoire suivie entre eux. L'illustration suivante [L11℄ en est élèbre.1.16 Remarque (Phénomène des jumeaux � voir aussi 1.26) Considérons deuxpartiules p et q partant de 0 et se rejoignant en un point m dans E = R2 et dotées detrajetoires omme �gure 6. Alors le temps propre de p de 0 à m est stritement supérieur

PSfrag replaements,de oordonnée, dans lesnouvelles oordonnéeseulde oordonnéeseulidienneseulde oordonnéeseulidiennesde oordonnéeseulidiennesévénementtrajetoired'une partiule�ne de propagationde la lumière en unpoint quelonqueobservateurobservateurobservateur

m

p

q

0

trajet de jusqu'àson rebroussementveteurs de temps propresignature ,�ne dans .signature ,�ne dans .signature ,fragment de�ne dans .signature ,�ne dans .
événementévénementévénementobservateurobservateurtête du train au ours du tempsavant du quai au ours du tempsarrière du quaiau ours du tempsqueue du trainau ours du tempsrayon lumineux émis parrayon lumineux émis parrayon lumineux émis parFig. 6 � Le phénomène des jumeaux, exemple pédagogique dû à P. Langevin.à elui de q de 0 à m. En partiulier, si p et q sont des jumeaux, de même âge en 0, alors

p est stritement plus âgé que q quand, après une promenade haun de leur �té omme�gure 6, ils se retrouvent en m. D'autres ommentaires, notamment un intéressant dessin�Doppler�, se trouvent sur http ://fr.wikipedia.org/wiki/Paradoxe des jumeaux.Démonstration. Il suit de la proposition 1.10 que les parours non aélérés depuis 0,autrement dit les veteurs, de durée propre 1 sont les veteurs v tels que g(v, v) = −1. Ilsforment la branhe d'hyperbole traée �gure 7. Quitte à hanger d'unité, on peut supposerque le temps propre de p jusqu'à mi-parours est 1.
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événementévénementévénementobservateurobservateurtête du train au ours du tempsavant du quai au ours du tempsarrière du quaiau ours du tempsqueue du trainau ours du tempsrayon lumineux émis parrayon lumineux émis parrayon lumineux émis parFig. 7 � Les trajetoires de p,veteur vertial sur le dessin, et de q jusqu'à mi-parours.11



La trajetoire de q jusqu'à mi-parours, 'est-à-dire son rebroussement, n'atteint pas leniveau g(v, v) = −1, don n'atteint pas la durée propre 1. Par symétrie, il en est de mêmedu trajet de q de son rebroussement à son arrivée en m. Le résultat suit. �1.17 Remarque (Homogénéité du modèle de la �gure 7.) Insistons sur le fait qu'au-un produit salaire eulidien n'est dé�ni dans R2 lorentzien. En partiulier, le niveau
{v / g(v, v) = −1} est une hyperbole a�ne, sur laquelle auun point n'est privilégié. Parexemple, �gure 7, l'allure équilatère de l'hyperbole ou la position du veteur vertial poin-tant vers un apparent sommet ne sont qu'un hasard du dessin. Seul le hoix d'un observateur,don de oordonnées (x, t) telles que g = dx2 − c2 dt2, privilégie alors une métrique euli-dienne parmi les autres : la métrique dx2 + c2 dt2. Pour ette dernière, l'observateur devientsommet de l'hyperbole g(v, v) = −1, qui devient équilatère.1.18 Exerie Dans l'esprit de 1.11, on peut également mettre en évidene le phénomène1.16 par une mesure physique des trois durées en jeu. En e�et, si un observateur tient unerègle de longueur d �xe par rapport à lui, à l'extrémité de laquelle se trouve un miroir, edipositif lui sert d'horloge, en lui renvoyant un photon émis au bout du temps 2d/c. En
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événementévénementévénementobservateurobservateurtête du train au ours du tempsavant du quai au ours du tempsarrière du quaiau ours du tempsqueue du trainau ours du tempsrayon lumineux émis parrayon lumineux émis parrayon lumineux émis parFig. 8 � Vertiales : la trajetoire de l'observateur, en gras, elle du miroir, en pointillés.e�etuant ette onstrution ave une règle telle que la lumière revient à p à mi-parours,puis la même onstrution pour q, on se rend ompte que la lumière n'est pas enore revenueà q à mi-parours. Il s'est éoulé pour lui une durée stritement inférieure. Attention. Larègle utilisée pour p et q doit garder la même longueur, 'est-à-dire être de même longueurpour q, dans les oordonnées observées par q, que pour p, dans les oordonnées observées par

p. Par 1.11, et ave ses notations, si q1 est le point de temps propre t sur la trajetoire de
q, l'extrémité d'une règle de longueur c/t, au temps q-simultané à 0, se situe en σ(q1). Jelaisse la �gure 9 à votre méditation.1.19 Remarque/Voabulaire Véri�er les onsidérations suivantes. Pour la inématiquerelativiste, deux points m et n véri�ent g(n − m,n − m) < 0 si et seulement s'ils sont deuxévénements suessifs sur la trajetoire d'un ertain observateur. Pour et observateur, ilsont lieu au même endroit, suessivement, ave par exemple n postérieur à m. Pour toutautre observateur, ils ont lieu en des endroits di�érents et n est enore postérieur à m. Lesévénements m et n véri�ent g(n − m,n − m) > 0 si et seulement s'ils sont simultanés pourun ertain observateur. Pour tout autre observateur, ils ont lieu en des endroits et tempsdi�érents ; pour ertains d'entre eux, n est postérieur à m, pour d'autres, il lui est antérieur.En�n g(n−m,n−m) = 0 si et seulement si m et n sont deux événements sur la trajetoired'un rayon lumineux. Tout observateur les perçoit omme suessifs, dans le même ordre, eten des lieux distints. En notant d leur distane perçue par un ertain obstevateur, d/c estle temps qui les sépare, pour lui.Ainsi, voyager �plus vite que la lumière�, non seulement est impossible, mais n'a pas desens. Cela signi�erait relier par une trajetoire deux événements m et n tels que g(n−m,n−12
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observateur p1observateur p2

trajet de jusqu'àson rebroussementveteurs de temps propresignature ,�ne dans .signature ,�ne dans .signature ,fragment de�ne dans .signature ,�ne dans .
événementévénementévénementobservateurobservateurtête du train au ours du tempsavant du quai au ours du tempsarrière du quaiau ours du tempsqueue du trainau ours du tempsrayon lumineux émis parrayon lumineux émis parrayon lumineux émis parFig. 9 � Deux observateurs p1 et p2. Les veteurs les représentant sont de même tempspropre t ; on a représenté, à gauhe pour p1, à droite pour p2, la trajetoire de haqueextrémité d'une règle de longueur c/t �xe par rapport à pi, ainsi que, en pointillés longs,la droite pi-simultanée à 0. Elle est dirigée par σ(pi), voir 1.11. Le �ne de lumière est enpointillés gras. Toutes les onstrutions sont a�nes : la trajetoire de l'extrémité de la règleest la tangente à l'hyperbole g(v, v) = (c/t)2, parallèle à pi. (Exerie : pourquoi ?). Noteimportante : haque pi voit la règle transportée par l'autre plus ourte que la sienne.

m) > 0 i.e. deux événements simultanés, pour un ertain observateur : deux événements quine sont pas distants dans le temps, mais purement dans l'espae.Ces remarques ont onsaré un voabulaire usuel. Un veteur v tel que g(v, v) < 0 est ditde type temps, tel que g(v, v) > 0 est dit de type espae et tel que g(v, v) = 0 est dit de typelumière. Plus généralement un sous-espae F est dit de type temps si g|F est lorentzienne i.e.de signature (dim F −1, 1), est dit de type espae si g|F est eulidienne i.e. dé�nie positive etest dit de type lumière s'il est istrope i.e. si g|F est dégénérée i.e. de signature (dim F −1, 0).Un veteur est dit ausal s'il est veteur-temps ou -lumière : il peut être le veteurtangent à la trajetoire d'une partiule, il part d'un �passé� et pointe vers un �avenir�.Par ailleurs si un événement m est donné, disons plaé en 0, les événements qu'unepartiule passant par m peut atteindre dans le futur de sa trajetoire onstituent une desdeux omposantes onnexes de {v / g(v, v) 6 0} r {m}, le as g(v, v) = 0 étant réalisé si etseulement si m a la vitesse de la lumière, en partiulier est sans masse. Ceux dont elle peutprovenir, dans le passé de sa trajetoire onstituent l'autre omposante onnexe. Parfois, defaçon légèrement impropre, es deux omposantes sont respetivement dites le futur et lepassé de m. Le futur de m peut reevoir un signal issu de et événement. Son passé, émettreun signal perçu par lui. Le reste : {v / g(v, v) > 0} est l'�ailleurs� de m. L'événement m �attention, pas la partiule passant par m, dont la trajetoire ne se réduit pas à m � ne peutrien en onnaître ni lui transmettre auun signal. Une partiule passant par m ne peut nis'y rendre, ni en provenir.1.20 Exerie simple et important. Déterminer les positions relatives d'un sous-espae Fet du �ne de lumière, selon la nature de F : type espae, temps, lumière. Faire un dessin.1.21 Remarque La mesure en 1887 par Mihelson et Morley de la vitesse de la lumièredans des référentiels de vitesse relative non nulle jouait à quitte ou double ave le prinipede relativité des référentiels galiléens. La physique ne pouvait rester en l'état : soit lesmesures de ette élérité c s'avèrent di�érentes dans les di�érents référentiels. Alors un uniqueréférentiel, au hoix près de l'origine, devient privilégié, au sens �absolument immobile� :13



elui dans lequel c est onstante dans toutes les diretions. Les autres ont une �vitesseabsolue� par rapport à lui, mesurable par l'anisotropie de c. L'immobilité absolue aquiertune dé�nition physique, il faut abandonner l'équivalene des référentiels galiléens introduiteau début de 1.3. Soit les mesures s'avèrent égales. Alors la relativité galiléenne vaut aussi pourl'életromagnétisme, qui dérit la propagation de la lumière : auun référentiel �immobile�n'est privilégié ; tout omme les lois de la gravité, elles de l'életromagnétisme sont lesmêmes dans tous les référentiels inertiels (galiléens). Ce sont les lois de la inématique qu'ilfaut revoir, pour les rendre ompatibles ave le phénomène de onstane de c. C'est e quis'est produit, ave la proposition 1.10.1.22 Remarque Les équations de Maxwell de l'életromagnétisme, dérivant les intera-tions életrique et magnétique entre partiules életriquement hargées en mouvement, sontinvariantes par le groupe O(g), au sens qu'elles prédisent la même interation après unhangement de oordonnées A, non pas galiléen, mais lorentzien i.e. A ∈ O(g). C'est aussiette remarque qui est à l'origine de l'introdution des transformations �lorentziennes� dela proposition 1.10 ; on la trouve développée dans [P1905℄ puis dans [E1905℄, partie II. Ce-pendant, les équations de Maxwell déomposent les interations en interation életrique etmagnétique et, si la somme de es deux interations est bien invariante par O(g), hauneséparément ne l'est pas. Une présentation uni�ée de l'interation életromagnétique rem-plae les deux hamps életrique (salaire) et magnétique (vetoriel) de R3, variables dans letemps, par un seul tenseur, une 2-forme fermée sur R4, O(g)-invariante. Une référene queje onnais est le hapitre sur l'életromagnétisme de [B01℄, il y en a d'innombrables autres.1.4 Retour aux mathématiques : le groupe O(1, 1)Familiarisons-nous ave le groupe orthogonal, dans le as le plus simple : O(1, 1). Endimension deux, une forme quadratique pseudo-eulidienne q s'érit, dans une base β donnéepar le théorème 1.2, dx2 − dy2. Le �ne isotrope est onstitué de deux droites ; dans lesooronnées (x′, y′) =
√

2
2 (x − y, x + y), orrespondant à une base β′ de veteurs isotropes, qs'érit dxdy. Dans β′ on onstate que O(1, 1) est l'union disjointe de quatre omposantesonnexes :

O(1, 1) =

{(

a 0
0 a−1

)

/a ∈ R∗
+

}

∪

{(

a 0
0 a−1

)

/a ∈ R∗
−

}

∪

{(

0 a
a−1 0

)

/a ∈ R∗
+

}

∪

{(

0 a
a−1 0

)

/a ∈ R∗
−

}

.Les deux premières forment SO(1, 1), dont on onstate don qu'il n'est pas onnexe, ontrai-rement à SO(2). La omposante de Id se note SO0(1, 1). Chaque omposante de O(1, 1) pré-serve ou permute les deux omposantes onnexes du niveau {q = 1} et du niveau {q = −1},réalisant une des quatre possibilités.1.23 Exerie Montrer que dans β, SO0(1, 1) =

{(

ch α sh α
sh α ch α

)

/α ∈ R

}, où α est fon-tion de a. On retrouve ii une forme similaire à la forme anonique de SO(2). Montrer alorsque SO0(1, 1) est transitif sur les omposantes onnexes des niveaux de q (privé de 0 pourle niveau nul).1.24 Exerie (Suite à une remarque transmise par M.-F. Roy). Dans R2 eulidien, l'angle
θ apparaissant dans la matrie Rθ =

(

cos θ sin θ
− sin θ cos θ

) orrespond à l'aire algébrique du14
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trajet de jusqu'àson rebroussementveteurs de temps propresignature ,�ne dans .signature ,�ne dans .signature ,fragment de�ne dans .signature ,�ne dans .
événementévénementévénementobservateurobservateurtête du train au ours du tempsavant du quai au ours du tempsarrière du quaiau ours du tempsqueue du trainau ours du tempsrayon lumineux émis parrayon lumineux émis parrayon lumineux émis parFig. 10 � Les niveaux {q = −1}, {q = 0} et {q = 1}. Une base pseudo-orthonormée et sonimage par un élément de SO0(1, 1), en grisé. On retrouve 1.11 (∗).domaine ompat délimité par la droite d : y = 0, son image Rθ(d) et le niveau qeul = 1.Pourquoi ? Montrer qu'il en est de même ave α et q, e qui donne une interprétationgéométrique à e nombre. On peut penser par exemple à un hangement de variable.1.25 Remarque/Exerie Comprendre O(1, 1) donne déjà une bonne idée des autresO(p, q). Par exemple, ils ont tous quatre omposantes onnexes. Le phénomène peut seomprendre ainsi. Soit g un produit pseudo-eulidien. Une fois hoisis arbitrairement unsous-espae maximal F où g est dé�nie positive et une orientation de F , tout autre telsous-espae est lui aussi anoniquement orienté (Exerie : pourquoi ? On peut par exempleutiliser la projetion parallèlement à un sous-espae maximal où g est dé�nie négative, puisla onnexité par ars de l'ensemble de es derniers sous-espaes). Une telle orientation estune orientation spatiale de (E, g). La notion d'orientation dite temporelle ou ausale estdé�nie semblablement ave les sous-espaes maximaux où g est dé�nie positive.Les quatre omposantes de O(g) sont déterminées par leur ation sur les orientationsspatiale et temporelle. Notons qu'une omposante hange l'orientation de E si et seulementsi elle hange une seule de es dernières ; SO(g) a don deux omposantes.1.5 Quelques ommentaires sur les di�érenes espaes eulidiens / es-paes pseudo-eulidiens données en 1.2(1) Bien sûr, omme g(v, v) peut être stritement négatif, onsidérer √

g(v, v) n'a plusde sens. Cependant, dans le as lorentzien, 'est-à-dire en signature (n−1, 1), un phénomènemérite d'être noté. Si x, y ∈ Rn−1,1 ave y − x de type temps, on peut dé�nir la �distanetemporelle� entre x et y omme √

−g(x − y, x − y). Cette fontion n'est pas une distane,mais véri�e une inégalité triangulaire à l'envers :1.26 Exerie Si u, v et w sont de type temps et u = v+w, alors √

−g(u, u) >
√

−g(v, v)+
√

−g(w,w). Preuve : par exemple, érire que v = αu + u0 ave u0 ⊥ u et déomposersemblablement w. On retrouve ii le phénomène des jumeaux 1.16.(3) Dès qu'une forme bilinéaire symétrique non dégénérée g sur E est indé�nie, E admetun sous-espae F de signature (1, 1). Alors le sous-groupe {γ ∈ O(g) : γ|F⊥ = IdF⊥} deO(g) est onjugué à O(1, 1), don en partiulier non relativement ompat dans GL(E).Don O(g) n'est pas ompat. Semblablement, les niveaux non nuls de la forme quadratiqueassoiée à g sont don des quadriques non dégénérées non ompates � ils ontiennent deshyperboles. Le niveau nul est un �ne non réduit à {0}.Une onséquene en est que les endomorphismes g-autoadjoints A ne sont pas néessai-rement diagonalisables, ontrairement au as eulidien. La preuve utilise la ompaité de la15



sphère Sn, qui y implique l'existene d'un extremum de v 7→ g(A(v), v). Le résultat lui-mêmedevient faux, des deux manières possibles : trouver des endomorphismes g-autoadjoints nil-potents, ou sans valeur propre réelle, ave g = dxdy sur R2.1.27 Exerie Soit G un sous-groupe de O(p, q). Alors sont équivalents :� G est ompat,� G stabilise des sous-espaes F1 et F2 respetivement dé�ni positif de dimension p etdé�ni négatif de dimension q.� G est onjugué à un sous-groupe de O(p) × O(q).1.28 Exerie O(p, q) agit transitivement sur les veteurs v tels que g(v, v) est �xé. Quedire de l'ation de O(p, q) sur les sous-espaes de signature donnée ?(4) Soit Sp,q l'ensemble des formes de signature (p, q) sur Rn = Rp+q. Alors Sp,q estonnexe : si G ∈ Sp,q est identi�é à sa matrie, par 1.2, G = tPIp,qP pour un ertain
P ∈ GLn(R). Quitte à hanger le signe d'un des veteurs de la base G-pseudo-orpthonorméedonnée par P , on peut supposer que P ∈ GL+

n (R). Le résultat suit par onnexité de GL+
n (R).Si g1, g2 ∈ Sn,0, (tg1 + (1 − t)g2)(v, v) > 0 pour tous v ∈ Rn r {0} et t ∈ [0, 1] don Sn,0est onvexe. En revanhe si g ∈ S1,1, alors −g ∈ S1,1, mais 0 ∈ [−g, g] et 0 6∈ S1,1 don S1,1n'est pas onvexe. On en déduit que Sp,q ne l'est pas non plus dès que pq 6= 0.(6) Le �ne isotrope joue un r�le important en géométrie pseudo-riemannienne. On endonne en 1.29 une propriété remarquable. Voir aussi en 2.18 une onséquene de 1.29.1.29 Proposition Deux produits pseudo-eulidiens g et g′ sont proportionnels i.e. de mêmelasse onforme, au signe près, si et seulement si ils ont même �ne isotrope.Démonstration. Seul le �seulement si� est non immédiat. Il est par exemple une onsé-quene du théorème des zéros de Hilbert. On peut trouver aussi une preuve élémentaire,dans le as de degré deux qui nous oupe, dans [S86℄ théorème 46 p. 113 : ette propriétéest vraie pour tout orps de base et toute paire de formes symétriques, dès que le �nepossède un point simple � don en partiulier dès que g ou g′ est non dégénérée et le �nenon réduit à {0}.1.30 Remarque Une manière de dessiner les �nes en dimension quatre est de projetiviser,voir �g. 11.
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2 Variétés riemanniennes et pseudo-riemanniennesUne métrique riemannienne g sur une variété di�érentielle M est un objet donnant unsens à la notion de longueur d'un veteur tangent à M et par là, à la longueur des heminsdans M et à une distane sur M . La métrique g est un hamp Ck, k > 1, de produitssalaires gx sur TxM , pour tout x de M . Ainsi la norme ‖v‖g de v ∈ TxM est sa gx-normeeulidienne et si c ∈ C1([0, 1],M) est un hemin C1 sur M , sa longueur est dé�nie par :
l(c) =

∫ 1

0
‖c′(t)‖g dt.La distane induite par g entre deux points x et y de M est la distane de hemins :

dg(x, y) = inf{l(c) / c hemin de x à y}.Une métrique pseudo-riemannienne g sur M est bien sûr un hamp Ck, k > 1, de produitspseudo-eulidens de signature onstante gx sur TxM , pour tout x de M . Exerie : montrerque si M est onnexe, la signature de gx est néessairement onstante.2.1 Remarque Le mot �métrique� a subsisté, bien que ette fois, l'objet g ne fournisse pasde norme pour les veteurs tangents à M , et subséquemment auune notion de longueur dehemins ni de distane sur M . De même, une bijetion qui est C1 et préserve une métriqueriemannienne est quali�ée d'isométrie sans ontradition ave la notion d'isométrie d'unedistane : par théorème, elle est C1 et préserve g, si et seulement elle préserve dg. Undi�éomorphisme préservant une métrique pseudo-riemannienne est aussi quali�é d'isométrie,ette fois sans qu'auune distane ne soit en jeu.2.1 Sole ommun (pseudo-)riemannienToute une famille d'objets di�érentiels naît de l'introdution d'une métrique rieman-nienne sur M . Ces onstrutions persistent sans modi�ation dans le as pseudo-riemannien.Il s'agit notamment de la onnexion de Levi-Civita D, du tenseur de ourbure R et de seséléments les ourbures de Rii, salaire, et le tenseur de Weil, le transport parallèle, lesgéodésiques, les hamps de Jaobi, les notions de hamp de Killing et d'espae homogène ousymétrique, ou enore l'étude de la géométrie de la lasse onforme de g et. La ourburesetionnelle d'un 2-plan n'est ependant dé�nie que pour les 2-plans non isotropes.Un point ommun fondamental est aussi que les géométries riemannienne omme pseudo-riemannienne sont toutes deux d'ordre un, 'est-à-dire que que si (M,g) et (N,h) sont desvariétés (pseudo-)riemanniennes et ϕ une isométrie de U ouvert onnexe de M dans V ouvertde N , alors la donnée de la di�érentielle dϕ(x) de ϕ en un point x de U détermine ϕ : uneisométrie est déterminée par sa donnée à l'ordre un en un point. Cela provient de l'uniitéde la onnexion de Levi-Civita D et du fait qu'en tout y ∈ M l'exponentielle, dé�nie grâeà D, onjugue ϕ à sa di�érentielle dϕ(y).Une fois posé e sole onstituant un langage ommun, les di�érenes listées en 1.2 entreproduits salaires et produits pseudo-eulidiens engendrent des di�érenes nombreuses etprofondes. Listons-en quelques-unes et proposons quelques ommentaires.2.2 Di�érenes(1) Une variété M admet toujours une métrique riemannienne mais n'admet en généralpas de métrique pseudo-riemannienne. Il existe des obstrutions topologiques.Considérons une variété pseudo-riemannienne (M,g).17



(2) Sous-variétés. Une sous-variété de (M,g) n'est en général pas pseudo-riemannienne.Quand elle ne l'est pas, son étude di�ère fortement de elle d'une sous-variété riemannienne.(3) Distane, omplétude géodésique. Auune notion de distane dg n'est induitepar g sur M . Le théorème de Hopf-Rinow n'a don plus lieu d'être. Ses onséquenes sur la omplé-tude des ou de ertaines géodésiques sont toutes mises en défaut. De façon générale, la omplétudegéodésique est un enjeu déliat en géométrie pseudo-riemannienne.(4) Compaité, dynamique. Dans le as où M est ompate, son groupe d'isomé-tries Isom(M,g) n'est pas en général ompat. D'autres propriétés liées à la ompaité seperdent aussi. Par exemple, l'ation du groupe Diff(M) des di�éomorphismes de M sur l'ensemble
Mp,q des métriques de signature (p, q) sur M n'est en général pas propre, ontrairement au asriemannien [Eb68℄. La dynamique pseudo-riemannienne est don plus rihe que la dynamiqueriemannienne.(5) Groupes ou représentations non semi-simples. Une onséquene algébrique dela ompaité de O(n) est que toute représentation de groupe, orthogonale pour un produit salaire,est semi-simple. Ce n'est plus vrai pour les représentations orthogonales pour un produit pseudo-eulidien. Les travaux où de telles représentations interviennent, omme la lassi�ation des espaeshomogènes pseudo-riemanniens par exemple, sont don plus omplexes.(6) Causalité. La notion de veteur ausal induit elle de variété lorentzienne (ii fai-blement) ausale : une variété dépourvue de ourbe ausale périodique, et elle de variétéausalement (ou temporellement) orientable : une variété munie d'un hamp de veteurs-temps ontinu et jamais nul. De nouvelles problématiques y sont attahées.La liste n'est pas exhaustive. De multiples autres grandes di�érenes pourraient êtreitées, par exemple dans des aspets plus analytiques, moins familiers pour moi.Par ailleurs, une multitude de petites di�érenes, non regroupables dans de grandesatégories, se renontrent onstamment. Un exemple simple : en dimension supérieure ou égaleà trois, les seuls espaes pseudo-riemanniens à ourbure setionnelle de signe onstant sont les espaesà ourbure setionnelle onstante. C'est une remarque de R. Kulkarni, voir [O'N83℄ p. 229 sq.2.3 Commentaires(1) Trois exemples importants de onstrution de variétés riemanniennes sont les sui-vants. Le premier s'adapte ave une préaution au as pseudo-riemannien, le deuxième tou-jours, le troisième jamais.2.2 Exemple Une sous -variété de (Rn, geul) eulidien est naturellement munie d'une mé-trique riemannienne g : la restrition de geul à haque espae tangent, sous-espae de Rn.Ainsi la sphère Sn−1 est-elle munie de sa métrique ronde anonique. Dans le as pseudo-eulidien, ette onstrution fournit une métrique pseudo-riemannienne uniquement si etterestrition ne dégénère en auun point.2.3 Exemple Soit (M,g) une variété riemannienne et Γ un sous-groupe de Diff(M) tel que
N = M/Γ est une variété de même dimension que M i.e. Γ agit proprement disontinûmentsur M . Exemple-type : (M,g) = (Rn, geul) et Γ ≃ Zn est le groupe des translations entières.Alors si Γ ⊂ Isom(M,g), g passe au quotient en une métrique g sur N . En e�et, si x ∈ Net u ∈ TxN , quels que soient les relevés x1 et x2 de x dans M , en notant u1 le relevé de udans Tx1

M et u2 elui dans Tx2
M , alors u2 = γ∗u1 pour un ertain γ ∈ Γ ⊂ Isom(M), don

g(u1, u1) = g(u2, u2). On peut poser g(u, u) = g(u1, u1). Dans l'exemple-type i-dessus, ave18



R2 muni de la métrique eulidienne dx2 + dy2, on obtient pour (N, g) un tore riemannienplat. Ave R2 muni d'un produit lorentzien, par exemple dxdy, dont les translations sontégalement des isométries, la onstrution fournit un tore lorentzien plat, premier exempleii de variété lorentzienne ompate.2.4 Exemple La onvexité de l'ensemble des produits salaires sur Rn et l'existene departitions de l'unité sur les variétés di�érentielles entraînent l'existene de métriques rie-manniennes sur toute telle variété. On en onstruit omme ombinaison onvexe loalement�nie de métriques données sur de petits ouverts de arte, par rapatriement de la métriqueeulidienne de Rn, voir par ex. [GHL04℄. L'ensemble des produits pseudo-eulidiens n'étantpas onvexe, ette onstrution ne passe pas au as pseudo-riemannien. Le résultat d'exis-tene lui-même est faux, on peut le voir simplement. Soit (M,g) une variété lorentzienne.Alors M admet une métrique riemannienne h par le proédé donné i-dessus. En tout point
x de M , ela dé�nit l'endomorphisme h-autoadjoint A tel que g = h( · , A · ) et don fournitun hamp ontinu de diretions Dx ⊂ TxM en tout point : l'unique diretion propre devaleur propre négative de A. Les hamps g et h sont ontinus, don le hamp Dx également.La onlusion suit des propriétés de topologie algébrique suivantes :2.5 Proposition Si M est une variété admettant un hamp ontinu Dx ⊂ TxM de droites,alors sa aratéristique d'Euler-Poinaré χ(M) est nulle.2.6 Proposition Les seules surfaes ompates S de aratéristique χ(S) nulle sont le toreet la bouteille de Klein. Si Σg est la surfae orientable de genre g alors χ(Σg) = 2 − 2g ; enpartiulier par exemple χ(S2) = 2.2.7 Exerie En se servant d'un objet introduit dans le ours de F. Loray, onstruire unemétrique lorentzienne sur S3.Plus généralement, l'existene d'une métrique de signature (p, q) sur une variété Mentraîne l'existene d'une distribution ontinue de p-plans (don d'une autre de q-plans :pourquoi ? Utiliser une métrique riemanienne auxiliaire) dans son �bré tangent. Certainesvariétés présentent don des obstrutions de topologie algébrique à l'existene d'une tellemétrique.2.8 Remarque/Exerie Montrer plus préisément qu'une variété M de lasse C2 admetune métrique lorentzienne C1 si et seulement si elle admet un hamp de diretions C1.Remarquer que parmi les trois objets suivants : une métrique lorentzienne g sur M , unemétrique riemannienne h sur M , un hamp de diretions D de g-type temps sur M , ladonnée de deux fournit la donnée du troisième.2.9 Remarque/Exerie [Topologie de l'espae des métriques℄ Pro�tons de es ob-servations pour dégager une autre di�érene entre géométries lorentzienne et riemannienne.L'ensemble R(M) des métriques riemanniennes sur une variété di�érentielle M , muni parexemple de la topologie de la onvergene uniforme sur les ompats (topologie ompateouverte), est onnexe. Preuve : argument de onvexité. L'ensemble L(M) des métriques lo-rentziennes sur M ne l'est en revanhe pas en général. Preuve : Étape 1. La orrespondaneonstruite en 2.8 est ontinue, en partiulier respete les homotopies : par exemple, si gt estune homotopie de g0 à g1 et D un hamp de droites, la métrique riemannienne ht assoiéeà (gt,D) est une homotopie de h0 à h1. On en déduit que :19



� Si D0 et D1 sont deux hamps de droites de type temps pour une ertaine métriquelorentzienne g, D1 et D2 sont homotopes (utiliser la onnexité de R(M)).� Si g0 et g1 sont deux métriques lorentziennes, D0 un hamp de droites de g0-typetemps et D1 un hamp de droites de g1-type temps, alors g0 et g1 sont homotopes si etseulement si D0 et D1 le sont. Les lasses d'homotopie de métriques lorentziennes sont donen orrespondane bijetive ave elles de hamps de droites.Étape 2. Soit S le tore R2/Z2. Montrons que L(S) a une in�nité de omposantes onnexes.Par e qui préède, il su�t de montrer que l'espae des hamps de diretions sur S a unein�nité de omposantes onnexes. Considérons un feuilletage de S ave un nombre n deomposantes de Reeb (voir ours de F. Loray), dont la onavité est dans le même sens,dessiné �gure 12.
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événementévénementévénementobservateurobservateurtête du train au ours du tempsavant du quai au ours du tempsarrière du quaiau ours du tempsqueue du trainau ours du tempsrayon lumineux émis parrayon lumineux émis parrayon lumineux émis par Fig. 12 � Le feuilletage trivial du tore S, ave insertion de n omposantes de Reeb.Un feuilletage de S induit un morphisme f du groupe fondamental π1(S) de S danselui π1(RP1) de l'espae RP1 des diretions dans R2. En e�et, notant Dx ⊂ R2 la droite(vetorielle) tangente au feuilletage en x ∈ S, à un laet γ dans S est assoié un laet Dγ(t)dans RP1. Sur la �gure 12, notant a le laet horizontal de S, b son laet vertial et c ungénérateur de π1(RP1), quelle est l'expression de f ? Les hamps tangents D assoiés à deuxtels feuilletages ave n 6= n′ ne sont don pas homotopes. La onlusion suit.On peut enore montrer que, si Cn est la omposante onnexe de L(S) onstruite àpartir du feuilletage de la �gure 12, ave un nombre n pair de omposantes de Reeb, alors

π1(Cn) ≃ Z. Voir [M01℄, hapitre 2, et autres publiations de et auteur pour la preuve etd'autres développements. Tout au ontraire, R(S) est, lui, ontratile. Pourquoi ?(2) On a vu en 2.2 qu'une sous-variété N d'une variété pseudo-riemannienne M n'estpseudo-riemannienne que si auun de ses espaes tangents n'est isotrope. La ourbure ex-trinsèque d'une sous-variété (pseudo-)riemannienne est odée dans la seonde forme fonda-mentale, dé�nie par exemple à partir de la onnexion de Levi-Civita D omme :
(TxN)2 → (TxN)⊥

II : (X,Y ) 7→ p(DXY ),où p est la projetion g-orthogonale de TxM sur l'orthogonal (TxN)⊥ de TxN . Voir parexemple [GHL04℄. Notons une petite di�érene, même dans e as, ave la géométrie rie-mannienne : si N est une hypersurfae, l'endomorphisme de Weingarten W ∈ End(TN)dé�ni par II( · , · ) = g( · ,W · ) est g-autoadjoint. Ses valeurs propres s'appellent les our-bures prinipales de N . Si g|N est riemannienne, W est diagonalisable. Ce n'est plus engénéral le as si g|N est pseudo-riemannienne, omme vu en 1.5 (3).La di�érene radiale apparaît ependant quand TxN est isotrope. Alors TxM n'est plussomme direte TxN ⊕ (TxN)⊥ et p n'existe pas. Auun objet équivalent ne vient alors rem-20



plaer la seonde forme fondamentale. Ce omportement di�érent des sous-variétés isotropesapparaît dès le as le plus simple : elui d'une ourbe dans Rn pseudo-eulidien. Voyons-le.2.10 Rappel Une ourbe n'a pas de ourbure intrinsèque. Dans Rn eulidien, sa ourbure(extrinsèque) est un salaire σ. En dimension n = 3, elle forme ave la torsion τ , liée au
3-jet de la ourbe, un système omplet d'invariants de la ourbe. L'introdution du repère deFrenet lié à la ourbe fait apparaître naturellement es nombres. On le onstruit dans le asoù la ourbe γ n'est pas inluse dans un plan ; alors β(t) = (γ′(t), γ′′(t), γ′′′(t)) est une basede R3 et γ est dite birégulière. Le proédé d'orthonormalisation de Shmitt fournit à partirde β(t) une base orthonormée (par exemple direte) mobile (v1(t), v2(t), v3(t)). Paramétrant
γ par son absisse urviligne i.e. par l'unique paramétrage tel que γ′(t) = v1(t) on onstateque : v′1(t) = σv2(t) pour un ertain σ ∈ R. C'est par dé�nition la ourbure de γ en γ(t).C'est aussi l'inverse du rayon du erle osulateur à γ en γ(t), dit rayon de ourbure. En�n
v′2(t) = −σv1(t) + τv3(t), e qui dé�nit la torsion τ .2.11 Exerie Dans l'espae de Minkowski R2,1, l'orthonormalisation e�etuée en 2.10n'est possible que si :� la tangente à la ourbe n'est jamais isotrope i.e. g(γ′(t), γ′(t)) 6= 0,� le plan osulateur, i.e. engendré par (γ′(t), γ′′(t)), ne l'est jamais non plus.Pourquoi ? Dans le as d'un erle C dans R1,1 = (R2, dx2 − dy2), entré en 0, on peutdé�nir le repère de Frenet, don la ourbure σ, en tout point sauf aux points de C ∩ {x =
y} et C ∩ {x = −y}. Montrer par le alul (pas totalement immédiat je rois) que, pourun paramétrage de C dans le sens diret, σ tend vers +∞ en es points. Retrouver erésultat ave les hyperboles osulatries : montrer que, similairement au as eulidien, enun point m0 de C, la ourbure σ est le réel tel que l'hyperbole g(m,m) = 1

σ2 ou l'hyperbole
g(m,m) = − 1

σ2 , onvenablement translatée, est osulatrie à C en m0. Le réel 1
σ est le �rayonde ourbure� de C. Que sont les ourbes à ourbure onstante dans R1,1 ?Retournons dans R2,1 ave une ourbe γ birégulière. Montrer que, sur un intervalle I oùles deux onditions de non-isotropie i-dessus sont réalisées, ourbure et torsion se dé�nissentsimilairement. Montrer qu'en un point isolé où la tangente est isotrope, la ourbure tendvers l'in�ni. Considérons deux as :� Sur un intervalle I, γ′(t) est non isotrope. On y paramètre alors γ par l'absisseurviligne : g(γ′(t), γ′(t)) = ±1. Montrer que le plan osulateur ne peut être isotrope qu'endes points isolés.� Sur un intervalle I, γ′(t) est isotrope. Montrer que γ′′(t) ne l'est jamais. On para-mètre alors γ pour que g(γ′′(t), γ′′(t)) = ±1. On pose (v1(t), v2(t)) = (γ′(t), γ′′(t)). Montrerqu'alors on trouve v3(t) tel que :Mat(v1,v2,v3)(g) =





0 0 −1
0 1 0
−1 0 0



 et qu'alors : Mat(v1,v2,v3)(v
′
1, v

′
2, v

′
3) =





0 k 0
1 0 k
0 1 0



pour un ertain k ∈ R. Le réel k est l'unique invariant (omplet) de la ourbe γ. Noter qu'iln'a pas tout-à-fait le même sens que la ourbure σ dans le as préédent. Il peut s'annuler,même sur un intervalle non trivial, pour une ourbe birégulière (onstruire une telle ourbe),alors que 'est impossibe pour σ. Consulter [Ch03℄ pour une étude en dimension quelonque.Ainsi, dès la dimension un, les sous-variétés dégénérées requièrent une étude propre. Leproblème s'aroît pour les sous-variétés générales.21



(3) Une des onséquenes les plus frappantes de l'absene de distane anoniquement as-soiée à une métrique pseudo-riemannienne porte sur la omplétude des géodésiques. En géo-métrie riemannienne, es dernières se dé�nissent de quatre façons équivalentes. Soit (M,g)une variété riemannienne et I un intervalle.2.12 Dé�nition Une géodésique c de (M,g) est une ourbe c ∈ C1(I,M) paramétréeproportionnellement à son absisse urviligne et réalisant un (en fait le) plus ourt heminentre deux quelonques de ses points, dès qu'ils sont assez prohes.Rappelons que la onnexion de Levi-Civita D assoiée à la métrique g permet de dériverun hamp de veteur V dans la diretion d'un veteur X, en restant dans le �bré tangent :si X ∈ TxM , DXV ∈ TxM . Cei permet de dé�nir :2.13 Dé�nition Une géodésique c de (M,g) est une ourbe c ∈ C2(I,M) d'aélération
D .

c

.
c nulle.Soit désormais I = [a, b] un segment de R. La fontionnelle longueur l : C1(I,M) → R+donnée par l(c) =

∫ b
a ‖

.
c(t)‖dt et la fontionnelle énergie E : C1(I,M) → R+ donnée par

E(c) =
∫ b
a g(

.
c(t),

.
c(t))dt sont deux appliations di�érentiables d'un espae de Banah dans

R. La dé�nition 2.12 donne envie de dire qu'un segment géodésique se dé�nit �presque�omme un minimum de l, parmi des hemins à extrémités �xées. C'est le as :2.14 Dé�nition Un segment géodésique c de m0 à m1 dans (M,g) est un point ritique de
l sur le Banah {c ∈ C1([a, b],M) / c(a) = m0 et c(b) = m1}.On montre en�n l'équivalene ave ette dernière dé�nition :2.15 Dé�nition Un segment géodésique c de m0 à m1 dans (M,g) est un point ritique de
E sur le Banah {c ∈ C1([a, b],M) / c(a) = m0 et c(b) = m1}.Si (M,g) est une variété pseudo-riemannienne, les dé�nitions des géodésiques qui gardentun sens, 'est-à-dire elles qui n'utilisent ni norme ni distane, les dé�nitions 2.13 et 2.15,sont toujours équivalentes et dé�nissent les géodésiques.2.16 Remarque La dé�nition 2.13 implique que la valeur de g(

.
c,

.
c) est onstante pour

t ∈ I. On parle alors, selon son signe, d'une géodésique de type temps, lumière ou espae.2.17 Remarque/Exerie Si (M,g) est lorentzienne, le phénomène remarqué en 1.16 et1.26 se traduit par le fait que les géodésiques de type temps se dé�nissent omme les ourbesmaximisant leur �pseudo-longueur� entre deux quelonques assez prohes de leurs points.2.18 Remarque/Exerie La dé�nition 2.15 permet, par transformation de Legendre, ommedans le as riemannien, de voir les géodésiques omme les ourbes intégrales, sur T ∗M , du hamphamiltonien assoié au hamiltonien q = (x, α) 7→ g|x(α♯, α♯). En voii un orollaire frappant, spé-i�quement pseudo-riemannien : si g et g′ sont dans la même lasse onforme i.e. si g′ = eλg ave
λ ∈ C1(M, R) alors g et g′ ont les mêmes géodésiques lumière, à reparamétrage près. En e�et lesniveaux q−1(0) et q′−1(0) oïnident sur T ∗M (privé de l'image de la setion nulle pour obtenir desniveaux réguliers).Dé�nissons en�n la omplétude d'une géodésique et la omplétude géodésique de (M,g).22



2.19 Dé�nition Une géodésique c ∈ C1(I, R) est dite maximale si elle ne peut se prolongeren une géodésique dé�nie sur J ) I. Elle est dite omplète si I = R. La variété (pseudo-)-riemannienne (M,g) est dite géodésiquement omplète si toutes ses géodésiques maximalessont omplètes.2.20 Exemple L'espae eulidien Rn, les espaes Rp,q sont géodésiquement omplets. Enrevanhe Rn r {0} ou Rp,q r {0} ne le sont pas. De manière générale, L'exemple Rn r {0}est aratéristique des variétés riemanniennes non géodésiquement omplètes : ette variétériemannienne possède un �trou� à distane �nie. Autrement dit, elle n'est pas omplète pourla distane riemannienne. C'est le théorème de Hopf-Rinow suivant.2.21 Théorème Une variété riemannienne (M,g) est géodésiquement omplète si et seule-ment si (M,dg) est un espae métrique omplet.Ce théorème déoule diretement du lemme de Gauss. On peut en tirer d'autres re-marques, par exemple e qui suit.2.22 Dé�nition On appelle homogène une variété (pseudo-)riemannienne dont le grouped'isométries agit transitivement.2.23 Proposition Une variété riemannienne homogène est omplète, dans les deux sens duterme.2.24 Exerie Montrer 2.23. Véri�er le r�le ruial de la distane dg dans la preuve.Attention ependant, une variété riemannienne non omplète peut n'être inluse dans auunevariété riemannienne omplète de même dimension. Exemple, le �ne épointé {x2 + y2 =
z2}r {0} ⊂ R3. Autre exemple, plus retors, C muni de la métrique exp∗ geul, où exp : C →
C∗ ≃ (R2, geul) r {0}.En revanhe, les phénomènes de non omplétude pseudo-riemanniens sont bien plusdivers.2.25 Exerie [Mise en défaut pseudo-riemannienne de 2.23℄ Véri�er que (M,g) =
(R × R∗

+, dxdy) est une variété lorentzienne homogène non omplète. On peut remarquerqu'un espae (pseudo-)riemannien homogène (M,g) s'érit toujours omme G/H où G estle groupe Isom(M,g), qui est un groupe de Lie ([O'N83℄ h. 9 th. 32), et où H est un sous-groupe d'isotropie de G (le stabilisateur dans G d'un point de M), muni d'une métrique
Ad(H)-invariante. Dans l'exemple, l'isotropie est triviale (à indie �ni près), (M,g) estdon un groupe de Lie muni d'une métrique invariante à gauhe. Reonnaître lequel, etla métrique. (G est le groupe a�ne GA(R). Si on paramètre G en notant ses éléments
x 7→ a−1x + b, la métrique g s'érit dadb, qui est invariante à gauhe.) Que se passe-t-il sion remplae, en Id, la métrique lorentzienne dadb par la métrique riemannienne da2 + db2,et qu'on la translate à gauhe ? (On obtient pour (M,g) le plan hyperbolique : la métriquedevient 1

a2 (da2 + db2). Remarquer qu'il est géodésiquement omplet.)On trouvera dans [O'N83℄ des exemples de variétés dont seules les géodésiques temps,ou espae, ou lumière, sont inomplètes, un exemple d'une variété lorentzienne ompatenon omplète, le tore de Clifton-Pohl (pourquoi une variété riemannienne ompate est-ellenéessairement géodésiquement omplète ?) et d'autres ommentaires.En�n, à travers la proposition et le théorème suivants, on peut noter un phénomènearatéristique de la géométrie pseudo-riemannienne : ertains résultats riemanniens restent23



vrais, mais ave des hypothèses plus fortes et une tout autre démonstration, plus di�ile. Lethéorème 2.27 se montre à l'aide d'une struture géométrique omme introduite par F. Loraydans le as d'une struture projetive omplexe. L'espae modèle est ette fois, non C munidu groupe PSL2(C), mais, dans [C89℄ par exemple, Rn−1,1 muni de son groupe d'isométries.2.26 Proposition (Marsden, voir [O'N83℄ p. 258) Une variété pseudo-riemannienne homo-gène et ompate est géodésiquement omplète.2.27 Théorème (Carrière [C89℄, Klingler [K96℄) Une variété lorentzienne ompate et àourbure setionnelle onstante est géodésiquement omplète.(4) Si (M,g) est une variété (pseudo-)riemannienne ompate, son groupe d'isométries
G est un groupe de Lie. Si g est riemannienne, G est de surroît ompat, voir [He78℄ th.2.5 p. 169. Si g est pseudo-riemannienne, G peut être non ompat.2.28 Exemple Le groupe SL2(Z) agit sur R2 en préservant le réseau Z2 des points entiers.Son ation passe don au quotient par Z2 en une ation sur M = T2 = R2/Z2. Choisis-sons dans SL2(Z) un élément A hyperbolique, 'est-à-dire ave deux valeurs propres réellesdistintes λ et 1

λ . La matrie (

2 1
1 1

) est souvent itée omme exemple. Notons (u, v)des oordonnées de R2 assoiées à une base de veteurs propres de A. Alors la métriquelorentzienne g = dudv de R2 est invariante par A i.e. A ∈ Isom(R2, g). La métrique g estinvariante par translation, passe don au quotient en une métrique g sur M et, en notantenore A l'ation quotient de A sur M , on obtient A ∈ Isom(M,g). On peut montrer que, àindie 4 près, Isom(M,g) = 〈A〉⋉(R2/Z2), où le fateur ditingué R2/Z2 agit par translation.Or 〈A〉 ontient la suite (An)n∈Z qui quitte tout ompat de GL2(R). Don Isom(M,g) n'estpas ompat. Pour être rigoureux, mentionnons qu'en e�et, sur Isom(M,g), la topologieinduite par la topologie naturelle de M2(R) d'une part, et les topologies Ck, k > 0, d'autrepart, oïnident.Un phénomène voisin, lié à un défaut de ompaité, est la non propreté de l'ationde Diff(M) sur l'espae M(p,q)(M) des métriques pseudo-riemanniennes de signature (p, q)sur M , ontrairement à elle sur l'espae R(M) des métriques riemanniennes sur M . Cesdeux espaes sont munis d'une topologie ompate ouverte Ck, k 6 1, qui oïnide ave latopologie Ck si M est ompate.Il est naturel d'étudier l'espae quotient R(M)/Diff(M) ou M(p,q)(M)/Diff(M), où
g ∼ g′ s'il existe un di�éomorphisme ϕ tel que g′ = ϕ∗g. En e�et, 'est l'espae des métriquessur M , onsidérées à isométrie près : g et g′ sont isométriques si et seulement si g′ = ϕ∗gpour un ϕ ∈ Diff(M). Dans le as de R(M), l'ation de Diff(M) est propre [Eb68℄.2.29 Dé�nition Soit G un groupe topologique agissant ontiûment sur un espae topo-logique loalement ompat E. Cette ation est propre si, pour tout ompat K de E,l'ensemble {γ ∈ G/g.K ∩ K 6= ∅} est ompat.2.30 Exemples Les ations suivantes sont-elles propres ? Celle de Zn sur Rn par transla-tions. Celle de Q sur R par translations. Celle de R∗

+, puis de 〈2 IdRn〉, sur Rn par homo-théties. Celle de R∗
+ sur Rn r {0}, puis de 〈2 IdRnr{0}〉, par homothéties. Dérire les espaesquotients. Sont-ils séparés ?2.31 Exerie Dans le adre de 2.29, montrer que l'espae quotient E/G est séparé. Re-marquer aussi que les orbites sont fermées. 24



En première approximation, on peut don penser au quotient d'une variété par une ationpropre, enore omme à une variété. Dans le as de R(M), espae de Banah de dimensionin�nie, on peut penser à R(M)/Diff(M) omme à une variété, de dimension in�nie. C'estagréable. En partiulier l'orbite Diff(M).g d'une métrique riemannienne g est fermée : si
(ϕn)n∈N ∈ Diff(M)N et ϕ∗

ng −→
n→+∞

g∞, alors g∞ est isométrique à g. Ce n'est plus du toutle as, en général, ave M(p,q)(M)/Diff(M).2.32 Exemple L'ation de Diff(T2) sur l'espae L(T2)/Diff(T2) des métriques lorentziennessur le tore T2 = R2/Z2 n'est pas propre. On exhibe en e�et failement une orbite non ferméeet on applique 2.31. L'existene d'une telle orbite montre en outre diretement que l'espae
L(T2)/Diff(T2) n'est pas séparé (pourquoi ?).Soit g = dudv la métrique de M = T2 et A ∈ Isom(M,g) dé�nis en 2.28. Soit k ∈ R.Introduisons la métrique hk = g + k du2, alors An∗hk −→

n→+∞
g pour la topologie C∞ (levéri�er). Or pour k bien hoisi, la métrique h possède des géodésiques isotropes périodiques,e dont g est dépourvue, don hk et g ne sont pas isométriques. Véri�er tout ei ; les géo-désiques de g ou de h, toutes deux plates, sont les images des droites de R2 par l'appliationquotient R2 → M . Pour des ra�nements de et exemple, d'autres développements et di-vers théorèmes, notamment de propreté de l'ation de Diff(M) sur L(M) dans ertains as,onsulter par ex. [M01℄ hap. 4.(5) Rappelons qu'une représentation linéaire réelle ρ d'un groupe G est un morphisme

ρ : G → GLn(R). Une telle représentation est dite simple, ou irrédutible, si ρ(G) ne stabiliseauun sous-espae non trivial de Rn. Elle est dite semi-simple si elle est somme direte dereprésentations simples i.e. si tout sous-espae ρ(G)-stable de Rn admet un supplémentaire
ρ(G)-stable. Les représentations semi-simples sont un sujet profond, bien étudié, objet d'unethéorie élaborée.2.33 Exerie Soit ρ une représentation d'un groupe G dans On(R) ⊂ GLn(R). Montrerque ρ est semi-simple i.e. exhiber une déomposition de Rn en somme direte de sous-espaes ρ(G)-irrédutibles. Indiation : penser aux supplémentaires orthogonaux. Construireune représentation non semi-simple de R dans O(2, 1). Indiation : soit g = dy2 + dxdz ;trouver un endomorphisme g-antiautoadjoint nilpotent non nul A (e qui n'existe pas dans leas eulidien) et observer exp(tA) pour t ∈ R. Cei fournit une représentation de R. Montrerque ker A est ρ(R)-stable mais n'a pas de supplémentaire ρ(R)-stable.Des représentations de groupes dans O(p, q) sont au ÷ur de l'étude des espaes homo-gènes, ou symétriques, pseudo-riemanniens, ainsi que d'autres problématiques (holonomie demétriques, (G,X)-strutures...). Le défaut, en général, de semi-simpliité, mis en évidenei-dessus, ainsi que d'autres phénomènes, rendent ette étude enore plus rihe et omplexeque l'étude riemannienne.(6) Je voulais ii seulement iter la notion de ausalité, soure de questions spéi�-quement lorentziennes. Notons que l'orientabilité temporelle est indépendante de la notiond'orientabilité : onstruire une métrique lorentzienne temporellement inorientable sur le y-lindre et une métrique temporellement orientable sur le ruban de Möbius.2.4 Quelques espaes lorentziens importantsLa omparaison géométrie riemannienne/géométrie lorentzienne pourrait notamment sepoursuivre ave l'étude des espaes à ourbure setionnelle K onstante, dits �à ourbure25



onstante�. Dans le as riemannien, e sont :� pour K = 0, l'espae eulidien (Rn, geul),� pour K = 1, la sphère Sn = q−1(1) munie de la métrique induite, ave q =
∑n

i=0 dx2
ile produit salaire anonique de Rn+1,� pour K = −1, le plan hyperbolique Hn = q−1(−1) muni de la métrique induite, ave

q = − dx2
0 +

∑n
i=1 dx2

i le produit �salaire lorentzien� anonique de Rn+1.Dans le as lorentzien, e sont :� pour K = 0, l'espae de Minkowski Rn−1,1,� pour K = 1, l'espae dit �de Sitter4� dSn = q−1(1) muni de la métrique induite, ave
q = − dx2

0 +
∑n

i=1 dx2
i le produit �salaire lorentzien� anonique de Rn+1,� pour K = −1, l'espae dit �anti de Sitter� AdSn = q−1(−1) muni de la métriqueinduite, ave q = − dx2

0 − dx2
1 +

∑n
i=2 dx2

i le produit �salaire de signature (n − 2, 2)�anonique de Rn+1.Ces espaes appelleraient de nombreux ommentaires élémentaires. Une approhe algé-brique approfondie se trouve dans [W84℄. On trouvera des développements vers la géométrieonforme sous-jaente à tous es espaes dans [F02℄.2.34 Exerie Faire des dessins pour n = 2, puis éventuellement des dessins projetifspour n = 2 et pour n = 3. Montrer que Sn et Hn sont des sous-variétés riemanniennes de
Rn+1 et Rn,1 respetivement, de groupes d'isométries respetifs On+1(R) et O(n, 1). Montrerque dSn et AdSn sont des sous-variétés lorentziennes de Rn,1 et Rn−1,2 respetivement, degroupes d'isométries respetifs O(n, 1) et O(n− 1, 2). Indiation : montrer que, pour touteses sous-variétés notées N , en notant g la métrique ambiante, TxN = x⊥g . Véri�er quehaque groupe orthogonal est inlus dans le groupe d'isométries herhé, obtenir l'inlusioninverse par le fait que la géométrie est d'ordre un, voir 2.1.Citons en�n une variété lorentzienne importante : le groupe SL2(R). En e�et, son algèbrede Lie sl2(R) = TIdSL2(R) est l'ensemble des matries de trae nulle (pourquoi ?) :

sl2(R) =

{(

a b
c −a

)

/ a, b, c ∈ R

}

.En notant −g le déterminant sur sl2(R), on remarque que g est la forme quadratiqueda2 + dbdc, de signature (2, 1). Par translation à gauhe, elle se propage en une métriquelorentzienne sur SL2(R). On note alors la propriété importante suivante : les translations àdroite ont le même e�et sur g que elles à gauhe. La métrique onstruite est à ourburesetionnelle onstante −1 et (SL2(R), g) est isométrique à l'espae AdS3.Le groupe SL2(R) est don muni d'une métrique lorentzienne anonique, à ourbure −1.On peut rapproher e phénomène de la métrique riemannienne anonique, à ourbure 1,sur SU(2) ≃ S3.Référenes[B01℄ D. Bressoud, Seond Year Calulus � From Celestial Mehanis to Speial Relativity.Undergraduate Texts in Mathematis, Springer Verlag, 2001.[C89℄ Y. Carrière, Autour de la onjeture de L. Markus sur les variétés a�nes. Invent. Math.95 (1989), no. 3, 615�628.4Willem de Sitter, 1872-1934, physiien, astronome et mathématiien néerlandais. A présenté une solutiondes équations d'Einstein dans le vide ave onstante osmologique positive, à qui on a donné son nom.26
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