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Résumé. Etant donné un polynome F a coefficients entiers qui ne prend que des
valeurs positives sur les réels, nous cherchons a minorer sa valeur minimale sur les réels,
en fonction de son degré et de sa hauteur.

I. Introduction.

Etant donné un polynome F' a coefficients entiers qui ne prend que des valeurs positives
sur les réels, nous cherchons a minorer sa valeur minimale sur les réels, en fonction de son
degré et de sa hauteur. Une question voisine est considérée en [2], ou les auteurs cherchent
des certificats de positivité. On peut aussi citer V'article [1], dans lequel sont données
des conditions nécessaires et suffisantes pour qu'un polynome du quatrieme degré soit
positif (par élimination de quantificateurs). Ce type de recherches présente un intérét en
robotique. Ici, notre préoccupation sera une question d’approximation diophantienne.

Dans le présent texte, la hauteur d’un polynéme F a coefficients réels, notée H(F),
est le maximum des valeurs absolues de ses coefficients. La notation a <4 b (resp. a >4 b)
signifie que a est inférieur (resp. supérieur) & b multiplié par une constante ne dépendant
que de d.

Soit F' un polynome de degré d > 2, a coefficients entiers et qui reste positif sur les
réels. Ce polynoéme admet donc un minimum m, noté m(F’), atteint en un zéro § de sa
dérivée. Ce zéro est un nombre algébrique de degré au plus d — 1 et de hauteur majorée
par dH, ou H est la hauteur de F.

II. Minorations du minimum.

Nous démontrons d’abord un petit lemme général qui donne des informations sur le
cas des polynomes a coefficients réels.

Lemme. — Soit F' un polynéme non constant a coefficients réels qui ne prend que des
valeurs positives sur les réels, dont la hauteur vaut H et de coefficient dominant égal a a.
Soit z un point réel ou F' atteint son minimum, alors

|z| <1+ +/H/a.

Démonstration. Soit m le minimum de F'. Comme le polynéme F'—m est de hauteur < H
— puisque 0 < m < F(0) — et possede une racine double en z, il s’écrit

F—m=a(X — 2)%G,
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ou (G est unitaire.
Nous affirmons que si P(X) = (X —a)Q(X) est un polynéme a coefficients complexes,
avec |a| > 1, alors
H(Q)(la| = 1) < H(P).

En effet, si P(X) = Y% a; X" et Q(X) = Z?;é b; X7, avec b_; = by = 0, alors a; =
bi—1 — ab; pour 0 <1i < d. Notons j 'indice minimal tel que |b;| = H(Q), alors
(la| =1DH(Q) < [ab;| = |bj 1] < |az| < H(P).

On peut supposer |z| > 1, sinon il n’y a rien & démontrer. Si H' la hauteur de G, on
déduit de 'affirmation ci-dessus que

a(lz| —1)*H' < H,

d’ott le résultat puisque H' > 1. []
Par la transformation x +— 1/z on obtient aussitot le corollaire suivant.

Corollaire. — Soit F' un polynéme non constant a coefficients réels qui ne prend que
des valeurs positives, et dont la hauteur vaut H. Soit z un point réel ou F' atteint son
minimum. Si z est non nul, on a alors

2| > (1+/H/F(0)) .

Remarque. Supposons que F' admette un minimum en un point § avec |3| > 1 et soit
F*(X) = X?F(1/X) le polynéme réciproque de F. Alors

F*(1/8) = 8~F(B) < F(),

ce qui montre que — pour notre probleme — on peut supposer que le minimum est atteint
en un point  avec |3 <1 (et méme, si on le souhaite, 0 < 5 < 1).

Revenons au cas d’un polynoéme F' a coefficients entiers. Rappelons tout d’abord une
estimation a la Liouville, qui se déduit du Theorem A.1 de [3].

Proposition. — Soient P et () des polynomes non constants a coefficients entiers, de
degré n et m, respectivement. Si 3 est une racine de @ telle que P((3) est non nul, on a

[P(B)] > (n+ 1) (m+1)""> H(P)' "™ H(Q) ™"

En appliquant la proposition ci-dessus, on obtient la minoration F(3) >, H~2+2,
ou H est la hauteur de F et d son degré. Le fait que 8 annule I’ nous permet d’améliorer
légerement cette estimation.

Théoreme. — Soit F' = Z?:o a; X%~% un polynéme a coefficients entiers non constant et
qui reste strictement positif sur les réels. On désigne par H sa hauteur et par m = m(F)

sa valeur minimale. Alors
m > JO-7d)/2 fp—2d+3
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Cette minoration est plus précise que celle du Theorem 6 de [2].

Démonstration. La valeur minimale de I’ est atteinte en un point 3 racine de la dérivée
F’. On veut minorer m. On a la relation

d
Fi:=dF - XF' =) ia, X" et  dm=F(p).
=1

Notant que H(F}) < dH et H(F') < dH, la proposition ci-dessus entraine que

dm > dl—(d—l) d_(d_l)/2 H(Fl)—d+2 H(F/>—d+1
> d(ll—?d)/ZH—2d+3

d’olt le résultat annoncé. []

Remarque. Si les coefficients aq, ..., ap de F sont nuls, alors F} est de degré au plus
d — 1 — h et on obtient alors, avec les notations du théoreme,

m >>d H72d+3+h‘

De maniere analogue, on a aussi une amélioration de la minoration de m si ag_1 = --- =
aq—r = 0; c’est également le cas si on suppose F’ réductible sur les entiers.
III. Des exemples.

Le cas d = 2 se traite tres simplement et on voit que I'estimation du théoreme est
alors optimale du point de vue de la dépendance en la hauteur. Il suffit par exemple de
considérer la famille de polynomes

FoX):=(a®>+a+1)X?+ (20 +1)X + 1,

ou a > 1 est entier. Un rapide calcul montre que F, a deux racines complexes conjuguées
et ne prend donc que des valeurs positives sur les réels. En outre, on vérifie que Fy,(1/a) =
1/a® < 3H(F,)™ !

Pour le polynome
P=X%4(aX —1)*

avec d > 4 pair et a > 2, on a
m(P) < P(1/a) = a~¢ = H(P)~ %2

Dans cet exemple, les coefficients a1, ...,aq_3 de P sont tous nuls, et la remarque qui clot
la partie IT montre que m(P) >4 H(P)™<.

On peut aussi construire d’une maniere élémentaire et tout a fait différente des
polynémes F de hauteur H vérifiant 1’estimation m(F) <4 H~%?. Considérons un nom-
bre algébrique irrationnel réel £, avec 0 < £ < 1/2, de degré §, de hauteur H et dont le
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polynoéme minimal est noté ). Grace au théoreme de Minkowski on voit qu’il existe un
polynéme R non nul, a coefficients entiers, de hauteur < H (donc R(&) # 0) et de degré
< 4, qui vérifie

|R(¢)| <4H.

Alors le polynéme
P(X) = Q*(X) + R*(X)

est clairement positif, de degré d = 28, de hauteur <4 H? et on a
0 < P(§) = R*(¢) <q H(P)™"/2.

Cette méthode conduit & un meilleur résultat des lors que I'on peut garantir que |R(€)]
est tres petit. Soit @ > 1 un entier et posons

Qu(X)=X"—aX+1, R,(X)=(a+DX"—X""'—aX+1.

Nous avons observé [4] que le résultant de Q, et R, est égal a +1, et que @, et R, ont
une racine proche de a=! 4+ a~"!. Notant 3, la racine de R, proche de a=! +a~""! un
rapide calcul montre que

|Ra(B)] < a1

Par conséquent, le polynéme P, := Q2 + R2, de degré d = 2n et de hauteur < a2, vérifie
0< P,(f) < a™*"? <« H(P,) 4+

Cet exemple montre que la minoration de m obtenue dans la Proposition est essentiellement
la meilleure possible, dans la mesure ou ’exposant de H est nécessairement inférieur ou
égal a —d + 1.

En reprenant 'article [4] on peut construire d’autres exemples de méme qualité. Con-
sidérons les polynomes

Pon(X)= (X" —aX + 1>+ X %(aX - 1)?, a>3,

pour n > 2. Il est clair qu’ils restent positifs sur les réels. De plus, la hauteur de P, ,, est
majorée par 2a® et on vérifie facilement que

Pon(a™ ' +a Y < 20’0 <4 H(P, )~
pour a assez grand, ou d = 2n est le degré de P, ,,.
Par conséquent, si, pour d > 2 pair, on pose

—log(m(P))

7(d) = lim sup Tog(HP))

ou la limite porte sur les polynomes positifs a coefficients entiers de degré d, alors nous
avons montré que

d—1<m(d) <2d—3, sid>2.
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En particulier, 7(2) =1 et
3<m(4) <5.

Les familles de polynémes que nous construisons pour minorer 7(d) ont des coeffi-
cients polynomiaux en le parametre a. Nous obtenons ainsi “beaucoup” de polynomes.
Il est vraisemblable qu’il existe des familles de polynoémes a coefficients exponentiels en
le parametre a qui permettraient d’améliorer la minoration de 7(d). Cette remarque est
étayée par la construction de Danilov [5], au moyen des solutions d’une équation de Pell,
d’une infinité de paires d’entiers positifs (z,y) vérifiant |2% — y?| < zl/2.

Remarque. Considérons un polynome F a coefficients entiers qui ne s’annule pas sur
les réels et qui admet deux racines complexes conjuguées « et @ avec |a| < 1, donc
e:= (o — a)/2 vérifie |e| < 1. Posons v = (a + @) /2. Alors

2
€
F(y) = Fla) +F'(7) + 5 F(7) + -+
et aussi )
_ €
F(y) = F(a) —eF'(7) + 5 F7(7) =+,
si bien que

£ " et (4)
2P(7) = ZrF" (N + V() + -+,
ce qui implique aussitot

[F(7)| < d°¢*H,

ou H est la hauteur de F. En conséquence, si on sait construire des polynomes de ce
type avec ¢ tres petit, alors ces polynomes auront un minimum lui aussi tres petit. Mais il
semble difficile de démontrer une quelconque “réciproque” de ce fait, la difficulté consistant
a minorer la valeur F" (7).
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