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Résumé — Nous étudions équation F,, = ¢*y” o1 ¢ est un nombre premier et k un entier positif. Nous la
résolvons pour tous les ¢ Z 1 (mod 4) et obtenons des conditions nécessaires lorsque ¢ = 1 (mod 4). En
particulier, nous répondons & une question de P. Ribenboim concernant I’équation F,, = 2FyP.

On Fibonacci numbers of the form ¢*y?

Abstract — We study the equation F,, = ¢*y? where ¢ is a prime number and k a positive integer. We solve
itforallg #1 (mod 4) and get partial results when ¢ =1 (mod 4). In particular, we answer P. Ribenboim’s
question about F,, = 2kyP.

1. Introduction
Dans un travail précédent [3], nous avons démontré le résultat suivant.

Théoréme 1. Les seuls nombres de Fibonacci qui sont des puissances pures sont F,, = 0, 1, 1, 8 et 144,
qui correspondent respectivement an = 0, 1, 2, 6 et 12. De plus, les seuls nombres de Lucas qui sont des
puissances pures sont L, =1 et 4, pour lesquels n =1 et 3.

La démonstration, qui combine la théorie de Baker et la méthode modulaire, a requis environ une
semaine de calculs effectués a 1'aide des logiciels pari [1] et magma [2].

Dans la présente note, nous étudions des conséquences élémentaires de ce résultat : nous résolvons
partiellement. I’équation F,, = ¢*yP, avec & > 0, oi1 p et ¢ sont des nombres premiers et y > 1. Nous
commencons par traiter le cas ¢ = 2, qui répond a une question de P. Ribenboim, intéressé par ce probleme
en raison de son algorithme (voir [6]) pour résoudre I’équation F,, = ay?, ou a et p sont fixés.

Théoreéme 2. Les seules solutions de I'équation
F, = 2kyP. k>0,

avec y impair sont données par n = 3, 6 et 12. De plus les seules solutions de I’équation
L, = 2FyP, k>0,

avec y impair sont données par n =0, 3 et 6.
Pour ¢ impair nous obtenons le résultat partiel suivant.

Théoréme 3. Soit ¢ un nombre premier impair. Considérons I'équation
(1) F, = ¢"yP, k>0, p premier.

Alors



— soit n est pair et alorsn =0, F, =0oun =4, F, =3 oun =12 et F,, = 3% x 4> = 32 x 2,

— soit n est impair, ¢ = 1 (mod 4) et le plus petit entier r > 0 tel que q divise F, est impair. Si une
telle solution n existe et si ¢ # 5, alors il existe une solution pour laquelle ¢ ne divise pas n. Pour ¢ = 5,
la seule solution est F5 = 5. De plus, pour 5 < g < 100, les seules valeurs pour lesquelles r est impair sont
q=13,17, 37, 53, 61, 73, 89 et 97.

2. Rappels
Les résultats ci-apres sont classiques, et sont rappelés dans [6].

Lemme 1. Les nombres de Fibonacci et Lucas vérifient :

F,=——-, L,=w"+71", ou w= , T=
NG 2 2
De plus, on a
(2) Fop = Fy Ly, Fzn = Fn(5F3 +3(71)n)’
3) Lo = L2 +2(=1)"", Ly, = L, (L2 +3(=1)"),
(4) L2 —BF2 = 4(—1)".

Enfin, sin =rm avecm > 1 et r > 1, alors il existe un entier Z > 1 tel que
(5) F,=ZF, et pged(Z,Fy,) diviser.

Le lemme suivant est encore plus élémentaire.

Lemme 2. Les résidus de L,, et F, modulo 4 dépendent seulement de n modulo 6 et sont donnés par la

table
n mod 6 : 0, 1, 2, 3, 4, 5,

F, mod4: 0, 1, 1 1
L,mod4: 2, 1, 3, 0, 3, 3.

De plus,
e 3| F, si, et seulement si, n =0 (mod 4), et
e 3| L, si, et seulement si, n =2, 6 (mod 8).

3. Démonstration du Théoréme 2

3.1 Cas de la suite de Fibonacci. Supposons d’abord k£ = 1 et montrons qu’on a alors n = 3. Supposons qu’il
existe n > 3 tel que F,, = 2yP avec y impair et prenons n minimal. Les congruences de la table montrent
que n = 3m pour un certain m impair. De (2) nous déduisons Fy,(5F2 — 3) = 2y?. Comme m est impair,
le Lemme 2 montre que 3 JF,. On a donc

Fm:yzljv 5F7%1_3:2yg7 ou Fm:2y1107 5Fri_3:yga

avec y;1 et yo impairs. Dans le premier cas, nous savons que m = 1 et donc n = 3, contradiction. Le second
cas contredit la minimalité de n.

Supposons maintenant k > 2. Le Lemme 2 implique n = 0 (mod 6). Posons n = 2m avec m = 0, 3
(mod 6). Alors F,, = F), Ly, et le Lemme 2 montre que 8 | F},, donc k > 3.
Par (4), on voit que pged(Fy,, Ly,) = 1 ou 2. Comme F,L,, = F,, = 2ky?, on a

(6) Fn = Zyzloa Ly, = 2k71y1205 ou Fr = 2k71y1173 L, = nga



avec y; et ys impairs. Dans le premier cas, m = 3, donc n = 6, k = 3, comme affirmé dans le Théoreme.

Supposons désormais k > 3 et que la seconde factorisation de (6) a lieu. Si k = 3 alors F,, = 2%y}, qui
ne possede pas de solutions. Ainsi, la seule solution pour k = 3 est n = 6. Si k = 4, alors on a F,,, = 23y¥,
équation qui vient d’étre résolue, donc m = 6 et n = 12, comme affirmé dans le théoreme. Il reste a établir
qu’il n’y a pas de solutions si k > 4; si tel n’est pas le cas, prenons une solution avec k¥ minimal. On a alors
F,, = Qkflyf. La minimalité de k > 4 entraine k — 1 = 4, donc m = 12, n = 24. Comme Fyy = 2%.32.7.23
n’est pas de la forme 25yP, on aboutit & une contradiction.

3.2 Cas de la suite de Lucas. Considérons maintenant 1'équation L, = 2FyP. Le cas p = 2 a été résolu par
Cohn [5] et donne les solutions de I’énoncé, on supposera donc p > 2.

Montrons d’abord que n est impair. Supposons au contraire que n = 2m. La premiere identité de (3)
implique 2%y? = L2, + 2(—1)™*1, donc k = 1. Ecrivant 2 = L,,/2, il vient

yP 4+ (=)™ = 212,

Pour p > 5, 'équation a? + bP = 2¢* a été résolue par Ivorra: le Théoreme 2 de [5] montre que r = y =
(—=1)™ = 1. Mais L,, = 2 est impossible pour m > 0. Reste le cas case p = 3 ot on voit que (X,Y) = (2y, 4x)
est un point entier sur I'une des courbes elliptiques Y2 = X3 4 8. On résout ces équations & 'aide de magma
et on obtient (X,Y) = (2,+4), (1,+£3), (46,+312), (2,0), ce qui donne L,, = 0, 2, 158, cas tous impossibles
pour m > 0.

Donc n est impair. Il reste & montrer que n = 3. Fixons k£ > 0 et supposons que n est minimal tel que
L, = 2FyP et n > 3. De la table du Lemme 2 et du fait que L,, est pair, nous voyons que n = 3m pour un
certain m impair. Puis la seconde identité de (3) implique 2*y? = L,, (L2, + 3). Comme m est impair, la
derniére partie du Lemme 2 montre que 3 ) L,,. Ainsi, on a

Ly =282 L2 43=15 ou Ly =1vyb L2 +3=2>}

pour des yi, y2 convenables. La premiere possibilité est éliminée comme suit: la minimalité de n implique
m = 3 et donc L,, = Lg = 4 x 19, contradiction. La seconde possibilité n’a pas lieu en vertu du Théoreme 1,
sauf si m = 1, qui donne n = 3 comme affirmé.

4. Preuve du Théoréme 3

Supposons d’abord n pair dans (1) avec n > 0, disons n = 2m. On a alors F,, = F,;, L, et
Fn=q¢"y} et Ln=v8, ou  Fn=y et Lpn=q"y,

ou
Fop=2r"ly? et L, =2¢"8, ou Foo=2r7tkyP et L, =245, 1e{1,2},

ou y1 et yo sont certains entiers positifs. Dans le dernier cas, notant que [ = 2 ne peut avoir lieu que si p = 3
(le pged de F, et Ly, est égal & 2 dans ce cas), il suffit de résoudre 'équation L,, = 4y>. Par les Théorémes 1
et 2, on voit que n < 12 et le cas n pair est complétement résolu apres un coup d’ceil rapide a la liste des Fj,
pour 0 <n < 12.

Considérons enfin le cas n impair de (1). L’équation (5) implique ¢ =1 (mod 4), du fait que —1 doit
étre un rsidu quadratique modulo ¢. Puisque r divise n, il est impair.

Supposons maintenant que Fj, = ¢*y? et que ¢ divise n, soit n = gm. Alors, par (5), Fr = q'zP. Si
[ = 0, le Théoreme 1 implique m = 1, donc n = ¢, ce qui impose ¢ = 5. Pour [ > 0 nous aboutissons a
une situation similaire & la précédente, mais avec vq(m) < vq(n) et si ¢ divise m on peut répéter le méme
argument. D’oil la seconde affirmation. Si ¢ = 5 alors 5 | n. La “descente” précédente peut continuer jusqu’a
Fs = 5. Comme Fys = 52 - 3001, la seule solution est Iy = 5.

La derniere affirmation est obtenue via un calcul trivial.
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