
Journal of Number TheoryMINORATION EFFECTIVE DE LA DISTANCE P -ADIQUEENTRE PUISSANCES DE NOMBRES ALG�EBRIQUES.par Y. Bugeaud (*) et M. Laurent (**) .Abstract | We use the new tool of interpolation determinants to get precise lowerbounds for the p-adic distance between two integral powers of algebraic numbers. Thiswork is the p-adic analogue of the two papers [4] and [5] on which it is based, althoughseveral new speci�c p-adic ideas are introduced here.1. Introduction.On se propose d'adapter au cadre p-adique les r�esultats de [4] et de [5]. Rappelonsqu'il s'agissait alors de minorer la valeur absolue usuelle d'une combinaison lin�eaire �acoe�cients entiers de deux logarithmes de nombres alg�ebriques. A cet e�et, on r�eexaminaitla construction de Schneider dans le contexte des d�eterminants d'interpolation. Unepremi�ere traduction p-adique de cette �etude a �et�e entreprise par Y. Bugeaud, cf. [2]. Nousintroduisons dans cet article de nouveaux ingr�edients plus sp�eci�quement p-adiques etam�eliorons ainsi les minorations obtenues dans [2]. Par exemple, pour ce qui concernela d�ependance en p des r�esultats, nous substituons le terme pf � 1 �a son carr�e ; voir leCorollaire 1 ci-dessous pour un �enonc�e pr�ecis. D'autre part, nous divisons essentiellementles constantes num�eriques par un facteur 20. De plus, grâce �a l'introduction d'un param�etreg, nous pouvons regrouper dans un même �enonc�e les r�esultats du cas g�en�eral avec ceuxobtenus par Dong Ping Ping pour des unit�es principales, cf. [3].La di�cult�e principale du cas p-adique r�eside dans le fait que les points consid�er�esnaturellement dans la construction ne sont plus n�ecessairement situ�es dans le domaine deconvergence p-adique de la s�erie exponentielle. On est donc amen�e �a se placer dans cedomaine par un arti�ce. Pour ce faire, l'argument le plus simple consiste �a �elever les deuxnombres alg�ebriques consid�er�es �1 et �2 �a des puissances \su�santes". Nous utilisons iciune construction plus sophistiqu�ee. Comme l'on consid�ere des produits de puissances �r1�s2,il su�t d'imposer une seule relation de congruence �a une certaine forme lin�eaire en r et s,(*) Universit�e Louis Pasteur, Strasbourg.(**) Laboratoire de Math�ematiques discr�etes, CNRS, Marseille.1



Y. Bugeaud, M. Laurentau lieu de deux congruences portant respectivement sur chacun des exposants r et s ; d'o�uprovient le gain du carr�e. Il devient alors n�ecessaire de reprendre le lemme de z�eros ainsique les r�esultats combinatoires de [5]. On notera que la construction utilis�ee est l'exacteduale (au sens de M. Waldschmidt, cf. [7] ou le paragraphe XII.2 de [8]) de celle consid�er�eepar Yu Kun Rui. Il n'est donc pas �etonnant de trouver la même d�ependance en p que dansles travaux de Yu Kun Rui, cf. [9],[10],[11].Nous introduirons �egalement un autre ingr�edient tout �a fait sp�eci�que aux d�etermi-nants d'interpolation. Pour majorer de tels d�eterminants, on peut soit utiliser le principedu maximum, soit �etudier leurs d�eveloppements en s�erie de Taylor qui font intervenir desvaleurs particuli�eres de polynômes de Schur. Cette d�emarche vaut aussi bien dans le cadrearchim�edien que p-adique. Dans le cas archim�edien, une �evaluation pr�ecise semble assezd�elicate �a obtenir, et il est plus simple d'utiliser le principe du maximum comme dans [4]et [5]. Comme les coe�cients des polynômes de Schur sont des entiers rationnels, donccontenus dans la boule unit�e de Zp, les �evaluations p-adiques sont par contre tr�es sim-ples �a e�ectuer, de même que celles de discriminants (voir le Lemme 2 ci-dessous). Nousobtenons ainsi de bien meilleures majorations analytiques que celles d�eduites du principedu maximum. En fait, bien que le rayon de convergence de la s�erie exponentielle p-adiquesoit �egal �a p�1=(p�1), on notera que lors de la majoration de d�eterminants d'interpolationde fonctions exponentielles-polynômes p-adiques, tout se passe au niveau des estimationscomme si ce rayon de convergence se trouvait être �egal �a 1.Les auteurs remercient Dong Ping Ping pour ses remarques et suggestions lors de lav�eri�cation de cet article.2. �Enonc�e des r�esultats.Soit p un nombre premier. On d�esignera par Qp une clôture alg�ebrique du corpsQp des nombres p-adiques. Le corps Qp est muni de la valeur absolue ultram�etriquejxjp = p�v(x), o�u v d�esigne l'unique prolongement �a Qp de la valuation p-adique standardsur Qp normalis�ee par v(p) = 1. Soient �1; �2 deux nombres alg�ebriques sur Q, vus comme�el�ements du corps Qp. On se propose de minorer la valeur absolue de l'�ecart� = �b11 � �b22 ;o�u b1 et b2 d�esignent des entiers rationnels positifs. Comme dans le cas complexe, cf. [4]et [5], on notera par h(�) la hauteur logarithmique absolue d'un nombre alg�ebrique �.Nos r�esultats d�ependent, entre autres choses, de certaines quantit�es attach�ees au corpsKv = Qp(�1; �2). On d�esignera notamment par e l'indice de rami�cation du groupe devaluation dans l'extension de Qp �a Kv, par f le degr�e r�esiduel de cette extension, parUv le groupe multiplicatif des unit�es de K�v (form�e des x 2 Kv avec v(x) = 0), par U1vle sous-groupe des unit�es principales (celles pour lesquelles v(x � 1) > 0), et en�n par tl'entier � 0 d�etermin�e par l'encadrementpt�1 � ep� 1 < pt:2



Formes lin�eaires de logarithmes p-adiquesPosons D = [Q(�1; �2) : Q]f :Nous supposerons dans toute la suite que �1 et �2 appartiennent �a Uv. Soit g le pluspetit entier positif tel que �gi 2 U1v ; (i = 1; 2):Fixons dans Qp une racine de l'unit�e � d'ordre exactement g. Le Lemme 4 ci-dessousmontre que � appartient en fait au sous-corps Kv, que g divise pf � 1, et que les nombres�1 et �2 se d�ecomposent uniquement sous la forme�i = �mi�i ; �i 2 U1v ; (i = 1; 2);avec des entiers m1;m2 d�etermin�es modulo g. Notre r�esultat principal s'�enonce ainsi.Th�eor�eme 1. Soient K un entier � 3, L un entier � 2, R1, R2, S1, S2 des entiers > 0.Notons R = R1 +R2 � 1; S = S1 + S2 � 1;N = KL;
1 = R+ g � 12R � gN6R(S + g � 1) ; 
2 = S + g � 12S � gN6S(R+ g � 1) :Pour tout couple d'entiers positifs (b1; b2), d�esignons par pu la plus grande puissance de pdivisant simultan�ement b1 et b2. On noterab = (R� 1)b2 + (S � 1)b12  K�1Yk=1 k!!�2=(K2�K) :Supposons qu'il existe deux classes c1 et c2 d'entiers modulo g, telles que :(1) Card n�ptr1 �pts2 ; 0 � r < R1; 0 � s < S1; m1r +m2s � c1modulogo � L;Card nrb2 + sb1; 0 � r < R2; 0 � s < S2; m1r +m2s � c2modulogo > (K � 1)L:On supposera aussi que(2) K(L � 1)pt log p� (D + 2e) logN �D(K � 1) log b� 
1ptDLRh(�1)� 
2ptDLSh(�2) > 0:Alors j�jp � p�pte (KL � 12) � u � p� pp� 1(KL� 12)� u:3



Y. Bugeaud, M. LaurentVoici quelques corollaires simples du Th�eor�eme 1. SoientA1 > 1; A2 > 1 deux nombresr�eels, tels que logAi � max�h(�i); log pD � ; (i = 1; 2):Comme dans le cas archim�edien, notons alorsb0 = b1D logA2 + b2D logA1 :Commen�cons par un r�esultat asymptotique (c'est �a dire valable lorsque b1 ou b2 estsu�samment grand) qui, bien que sans utilit�e pratique, nous indique le meilleur r�esultatnum�erique qui puisse être d�eduit du Th�eor�eme 1.Th�eor�eme 2. Supposons que �1; �2 soient multiplicativement ind�ependants. Pour toutr�eel c > 649 , il existe alors un r�eel e�ectivement calculable b(c; p), tel quev(�) � cpg(p� 1)(log p)4D4 (log b0)2 logA1 logA2;d�es que b0 � b(c; p).La fonction b(c; p) est bien sûr e�ectivement calculable comme dans le cas archim�edien.Voici quelques exemples de r�esultats totalement explicites.Th�eor�eme 3. Supposons que �1; �2 soient multiplicativement ind�ependants. On a lamajorationv(�) � 24pg(p� 1)(log p)4D4 �max�log b0 + log log p+ 0:4; 10 log pD ; 10��2 logA1 logA2:Majorant g � pf � 1, il vient imm�ediatement leCorollaire 1. Avec les hypoth�eses et notations du Th�eor�eme 3, on av(�) � 24p(pf � 1)(p� 1)(log p)4D4 �max�log b0 + log log p+ 0:4; 10 log pD ; 10��2 logA1 logA2:Consid�erons maintenant dans le cas particulier o�u g = 1, sp�ecialement �etudi�e parDong Ping Ping, cf. [3]. On obtient imm�ediatement le4



Formes lin�eaires de logarithmes p-adiquesCorollaire 2. Avec les hypoth�eses et notations du Th�eor�eme 3, supposons de plus que�1 et �2 appartiennent �a U1v . Alorsv(�) � 24p(p � 1)(log p)4D4�max�log b0 + log log p+ 0:4; 10 log pD ; 10��2 logA1 logA2� 208D4�max�log b0 + log log p + 0:4; 10 log pD ; 10��2 logA1 logA2:Le nombre 10 apparait deux fois dans les formules ci-dessus comme coe�cientdes termes log p=D et 1 respectivement. Si nous d�esignons plus g�en�eralement ces deuxcoe�cients par � et �, il est possible de choisir arbitrairement leurs deux valeurs, enrempla�cant le facteur num�erique 24 par une fonction c(�; �) ad�equate. Le Th�eor�eme 4 ci-dessous fournit une table de valeurs de cette fonction c. Le lecteur int�eress�e par d'autresvaleurs des param�etres � et �, trouvera dans le paragraphe 5.4 une description de lam�ethode de calcul employ�ee.Th�eor�eme 4. Pour tout couple (�; �) appartenant au produit f4; 6; 8; 10; 15g � f5; 10g,d�e�nissons c(�; �) par le tableau� = 4 � = 6 � = 8 � = 10 � = 15� = 5 53:8 36:1 28:1 24 18:6� = 10 51:7 34:8 27:3 23:2 18Supposons que �1; �2 soient multiplicativement ind�ependants. On a alors la majorationv(�) � c(�; �) pg(p� 1)(log p)4D4 �max�log b0 + log log p+ 0:4; � log pD ; ���2 logA1 logA2pour tout (�; �) 2 f4; 6; 8; 10; 15g � f5; 10g.Remarque. Dans certaines applications, on ne dispose pas de la valeur exacte de D ;toutefois les r�esultats ci-dessus subsistent g�en�eralement en rempla�cantD par un majorant.3. Pr�eliminaires d'analyse p-adique.Les lemmes techniques contenus dans ce paragraphe nous serviront �a majorer �nementla valeur absolue p-adique de d�eterminants d'interpolation de fonctions exponentielles-polynômes.Lemme 1. Pour tout entier n positif, on a l'estimationnp� 1 � log(1 + n)log p � v(n!) � np � 1 :5



Y. Bugeaud, M. LaurentPreuve | On sait (cf. [1] Lemme 3.5.6) que sin = c0 + � � �+ ckpk; 0 � cj � p� 1; 0 � j � k;d�esigne l'�ecriture de l'entier n dans la base p, on a l'�egalit�ev(n!) = n� c0 � � � � � ckp� 1 :Il s'agit donc de montrer quec0 + � � �+ ck � p� 1log p log �1 + c0 + � � �+ ckpk� :Si l'on �xe c0 + : : : + ck, on constate imm�ediatement que le minimum de c0 + � � � + ckpkest atteint pour un (k + 1)-uplet d'entiers (cj) de la forme(c0; : : : ; ck) = (p � 1; : : : ; p� 1; c; 0; : : : ; 0):Il su�t donc de v�eri�er que pour tout j � 0; 0 � c � p� 1, on aj(p� 1) + c � p� 1log p log �1 + pj � 1 + cpj� = p� 1log p log �(c+ 1)pj� ;autrement dit que clog(1 + c) � p� 1log p ; 0 � c � p � 1;cette derni�ere in�egalit�e exprimant simplement la croissance de la fonction x 7! xlog(1+x)pour x � 0.On d�eduit imm�ediatement du Lemme 1 leCorollaire. Pour tout entier positif n, on a la minorationv n�1Y�=1 �!! � n2 � n2(p� 1) � n lognlog p :Lemme 2. Soient z1; : : : ; zn des �el�ements de Zp, on a la minorationv0@ Y1�i<j�n(zi � zj)1A � v n�1Y�=1 �!! :Preuve | D'apr�es la formule de VandermondeY1�i<j�n(zj � zi) = det �zj�1i � ;6



Formes lin�eaires de logarithmes p-adiqueson a Y1�i<j�n(zj � zi)n�1Y�=1 �! = det  zj�1i(j � 1)!! = det �� zij � 1�� ;par multilin�earit�e du d�eterminant. Or, pour tout �el�ement z 2 Zp, le coe�cient binomial�zk� = z(z�1)���(z�k+1)k! appartient �a Zp, puisqu'il en est ainsi sur le sous-ensemble dense desentiers rationnels.Lemme 3. Soit � un �el�ement de Qp tel que v(� � 1) > 0. Alorsv (�p � 1) = pv(� � 1) si v(� � 1) < 1p� 1 ;v (�p � 1) = v(� � 1) + 1 si v(� � 1) > 1p� 1 ;v (�p � 1) � pp� 1 = 1p� 1 + 1 si v(� � 1) = 1p� 1 :Preuve | La formule du binôme �ecrite sous la formexp � 1 = (x � 1)p + p�1Xj=1 pj�p� 1j � 1�(x � 1)jmontre que v (�p � 1) � minfpv(� � 1); 1 + v(� � 1)g :Les deux termes du minimum deviennent �egaux pour la valeur critique v(�� 1) = 1p�1 . Latransformation x 7! xp multiplie donc par p la valuation v(x � 1) en de�c�a de cette valeurcritique, et ajoute 1 au del�a, d'o�u le r�esultat.La s�erie exponentielle p-adique est convergente dans le disque ouvert centr�e �a l'originede rayon p�1=(p�1). Le corollaire suivant, dans lequel on utilise les notations du paragraphe2, nous permettra de nous amener dans cette boule par �el�evation �a la puissance pt.Corollaire. Soit � une unit�e principale dans Kv. Alorsv ��pt � 1� � pte > 1p� 1 :Preuve | On rappelle que t d�esigne le plus grand entier h tel que ph�1e � 1p�1 . On montrepar r�ecurrence sur h = 0; : : : ; t que v ��ph � 1� � phe . L'assertion est triviale pour h = 0et le Lemme 3 permet de passer de h �a h+ 1.7



Y. Bugeaud, M. LaurentRemarque. L'argument ci-dessus est dû �a Yu Kun Rui. On notera qu'il doit utiliser despuissances ph-i�emes avec h = t + 1 ou h = t, selon que l'�ecart pte � 1p�1 , �a priori comprisentre 0 et 1, se trouve être proche de l'origine ou non. Grâce �a une analyse p-adique pluspr�ecise, sp�eci�que �a la consid�eration de d�eterminants d'interpolation, nous pourrons nousrestreindre �a l'exposant minimal h = t ; c'est essentiellement de l�a que provient le gaind'un facteur �2 + 1p � 1�4 dans les constantes.Nous devrons utiliser quelques propri�et�es classiques des corps cyclotomiques pourlesquelles le lecteur pourra consulter les ouvrages [1] et [6].Lemme 4. Le groupe quotient Uv=U1v est cyclique de cardinal pf � 1, canoniquementisomorphe au groupe multiplicatif des �el�ements non nuls du corps r�esiduel de Kv. De plus,chaque classe contient une unique racine (pf � 1)-i�eme de l'unit�e.Preuve | Proposition 8 du chapitre 2 de [6].Lemme 5. Soit � une racine de l'unit�e dans Qp d'ordre exact pu. L'extension de corpsQp(�)=Qp est totalement rami��ee de degr�e pu�1(p � 1). Pour tout entier naturel m de laforme m = m0pu, avec m0 premier �a p, on a la formuleX�m=1� 6=1 v(� � 1) = u:Preuve | Proposition 17 du chapitre 4 de [6].Pour achever ces pr�eliminaires, signalons aussi la version suivante duLemme de Krasner. Soient � et � deux �el�ements de Qp. Soient �1 = �; �2; : : : ; �d lesconjugu�es de � sur Qp. On suppose quev(� � �) > v(� � �i); (2 � i � d):Alors � appartient au corps Qp(�).Preuve | Voir le Th�eor�eme 2.7.1 de [1].4. Un lemme de z�eros.Nous aurons �egalement besoin de g�en�eraliser le lemme de z�eros utilis�e dans le cascomplexe, cf. [5]. En fait, les arguments d�evelopp�es au cours de la d�emonstration de laproposition 1 de [5] contiennent implicitement l'�enonc�e suivant.Lemme 6. Soient a1; a2; b1; b2, des �el�ements d'un corps commutatif K, avec a1 6= 0; a2 6=0. Soient K et L des entiers positifs, et soient E1; E2 deux sous-ensembles �nis de Z2. Soiten�n P 2 K[X;Y ] un polynôme non nul, de degr�e partiel � K � 1 en X et � L� 1 en Y .Supposons que Card�ar1 as2 ; (r; s) 2 E1	 � L;8



Formes lin�eaires de logarithmes p-adiqueset que Card�b2r + b1s ; (r; s) 2 E2	 > (K � 1)L:Alors, l'un au moins des nombresP (b2r + b1s; ar1 as2); (r; s) 2 E1 + E2;est non nul.Preuve| Supposons que tous les nombres P (b2r+ b1s; ar1 as2); (r; s) 2 E1 + E2, sont nuls et�eliminons la variable Y entre les polynômes translat�es Pr;s(X;Y ) := P (X+b2r+b1s; ar1as2Y )lorsque (r; s) d�ecrit E1. Pour cela, on �ecrit P comme un polynôme en Y �a coe�cients dansK[X]: P (X;Y ) = X̀2LQ`(X)Y ` ; Q` 6= 0 ; ` 2 L:Par hypoth�ese, chacun des polynômesPr0;s0(X;Y ) = X̀2LQ`(X + b2r0 + b1s0)(ar01 as02 )`Y `; (r0; s0) 2 E1;s'annule au point (b2r00 + b1s00; ar001 as002 ) lorsque (r00 ; s00) 2 E2. Grâce au Lemme 1 de [5],�xons un sous-ensemble E 01 � E1, de même cardinal que L, tel que� = det ��ar01 as02 �`� `2L(r0;s0)2E01 6= 0;et posons �(X) = det �Q`(X + b2r0 + b1s0):�ar01 as02 �`� `2L(r0;s0)2E01 :Fixons maintenant un point (u; v) de la forme (b2r00 + b1s00; ar001 as002 ) avec (r00 ; s00) 2 E2.Regardant les �egalit�es Pr0;s0(u; v) = 0 ; (r0; s0) 2 E 01, comme un syst�eme de n =: Card L =Card E 01 �equations lin�eaires en les n variables v` ; (` 2 L), il est clair que le d�eterminant�(u) de ce syst�eme lin�eaire s'annule. D'autre part, si Q`(X) = q`Xk` + � � �, alors �(X) =q1 � � � qn�Xk1+���+kn + � � � est un polynôme de degr�e k1 + � � �+ kn � n(K � 1) � L(K � 1).D'o�u la contradiction lorsque (r00 ; s00) d�ecrit E2.4. Preuve du Th�eor�eme 1.Soient K;L;R1; R2; S1; S2 des param�etres entiers satisfaisant les conditions (1) et (2)du th�eor�eme. On raisonne par l'absurde et on suppose donc que(3) j�jp < p� pte (N� 12 )�u:Rappelons que �1 et �2 se d�ecomposent uniquement sous la forme9



Y. Bugeaud, M. Laurent�i = �mi�i ; (i = 1; 2);avec des entiers m1;m2 d�etermin�es modulo g. On notera que, par d�e�nition de g, lesnombres m1;m2; g sont premiers entre eux.Les �etapes de la d�emonstration sont alors parall�eles �a celles du cas complexe, cf. [4]et [5].4.1. Construction d'une matrice M.Nous allons extraire une matrice M de la matrice M de format N � RS dont lescoe�cients sont les nombres �rb2 + sb1k ��1pt`r�2pt`s;o�u (k; `) (0 � k < K; 0 � ` < L) d�esigne l'indice de ligne et (r; s) (0 � r < R; 0 � s < S)d�esigne celui de colonnes. La num�erotation choisie des lignes et des colonnes est ici sansimportance.Lemme 7. Fixons des entiers c1 et c2 v�eri�ant la condition (1) du Th�eor�eme 1 et notonsc = c1+ c2. Alors la matrice extraite M, form�ee des colonnes deM d'indice (r; s) v�eri�antm1r +m2s � c modulo g, est de rang maximal, �egal au nombre N de ses lignes.Preuve| L'hypoth�ese (1) signi�ent que les sous-ensembles de Z2E1 = f(r; s); 0 � r < R1; 0 � s < S1;m1r +m2s � c1 mod ggE2 = f(r; s); 0 � r < R2; 0 � s < S2;m1r +m2s � c2 mod ggv�eri�ent les deux conditions Card n�ptr1 �pts2 ; (r; s) 2 E1o � LCard fb2r + b1s; (r; s) 2 E2g > (K � 1)Lrequises par le Lemme 6. Remarquons queE1 + E2 � f(r; s); 0 � r < R; 0 � s < S;m1r +m2s � c mod gg :Une relation lin�eaire non triviale entre les lignes de la matrice M se traduit alors parl'existence d'un polynôme P (X;Y ), non nul, de degr�es partiels en X et Y respectivementmajor�es par K � 1 et L� 1, et s'annulant aux points�b2r + b1s; �ptr1 �pts2 � ; (r; s) 2 E1 + E2;contrairement �a la conclusion du Lemme 6.4.2. Majoration analytique des mineurs de M.Soit � un mineur d'ordre N � N extrait de la matrice M. Nous nous proposonsd'�etablir la majoration suivante de j�jp, lorsque j�jp est petit.10



Formes lin�eaires de logarithmes p-adiquesLemme 8. Supposons que v(�) � pte �N � 12�+ ualors v(�) � ptNK(L � 1)2e � N logNlog p :Preuve| Apr�es avoir num�erot�e les lignes et les colonnes de la matrice extraite, �ecrivons� = det ��rjb2 + sjb1ki ��1pt`irj�2pt`isj ;�1�i;j�N :Comme m1rj +m2sj � c mod g; (j = 1; : : : ;N);en substituant �1 = �m1�1; �2 = �m2�2, il vient la formule� = �cpt(P `i)�0;avec �0 = det ��rjb2 + sjb1ki ��1pt`irj �2pt`isj�1�i;j�N :Il s'ensuit en particulier que v(�) = v(�0). D'autre part, d'apr�es (3), puisque� = �b11 � �b22 = �m1b1�b11 � �m2b2�b22est de valuation positive, m1b1 et m2b2 sont n�ecessairement dans la même classe modulog. Si l'on pose ~� = �b11 � �b22il est alors clair que v(�) = v(~�). En d'autres termes, il su�t de d�emontrer le lemmelorsque �1 = �1 et �2 = �2 sont des unit�es principales.Rappelons que u d�esigne l'entier tel que pu divise exactement pgcd(b1; b2). Unedi�cult�e suppl�ementaire apparâ�t si u > 0 ; posons alorsb01 = b1pu ; b02 = b2pu ; � = �b011�b022et montrons l'existence d'une racine pt-i�eme de l'unit�e �1 dans Kv, telle quev(�b011 � �1�b022 ) � pte �N � 12� :11



Y. Bugeaud, M. LaurentA cet e�et, remarquons quev ��pu � 1� = v ~��b22 ! = v(�) � pte �N � 12�+ u > 1p� 1 + u;par hypoth�ese ; autrement ditX� v(� � �) = v(�) � pte �N � 12�+ u > 1p� 1 + u;o�u l'indice de sommation � d�ecrit l'ensemble des racines pu-i�emes de l'unit�e dans Qp. Onutilise alors un argument standard pour montrer que � est proche d'une, et d'une seule,de ces racines de l'unit�e. De fa�con pr�ecise, classons les racines pu-i�emes de l'unit�e de tellesorte que v(� � �1) � � � � � v(� � �pu):Par l'in�egalit�e ultram�etrique, on av����1 � 1� = v (�� � �1) � v (� � ��) ; (� = 2; : : : ; pu):Il vient donc v(� � �1) + X�pu=1�6=1 v(� � 1) � pte �N � 12�+ u > 1p� 1 + u:D'apr�es le Lemme 5, la somme ci-dessus est �egale �a u. Il s'ensuit tout d'abord quev(���1) > 1p�1 , puis que v(���1) > v(���2). En e�et, en cas d'�egalit�e v(���1) = v(���2),et toujours grâce �a l'in�egalit�e ultram�etrique, on aurait1pw�1(p� 1) = v��2�1 � 1� = v(�2 � �1) > 1p� 1 ;o�u pw d�esigne l'ordre exact de la racine de l'unit�e �2�1 6= 1 ; d'o�u la contradiction. Le Lemmede Krasner montre alors que �1 appartient au corps Qp(�) � Kv. Il s'ensuit que �pt1 = 1.En e�et, d�esignant maintenant par pw l'ordre de la racine de l'unit�e �1, on apw�1(p � 1) � e < pt(p� 1);puisque l'indice de rami�cation de l'extension Qp(�1)=Qp est �egal �a pw�1(p � 1). Il vientainsi w � t. Posons �0 = �b011 � �1�b022 :12



Formes lin�eaires de logarithmes p-adiquesComme �pu1 = 1, le Lemme 3 montre alors quev(�) = v(~�) = v ��pu � 1� = v � ��1�pu � 1! = v(� � �1) + u = v(�0) + u:De mani�ere alternative, on notera que l'�egalit�e v(�) = v(�0) + u r�esulte aussi directementdes in�egalit�es ultram�etriques ci-dessus. Grâce �a (3), on a donc bien la minoration annonc�ee:v(�0) = v(�)� u � pte �N � 12� :On peut supposer sans restriction que p ne divise pas b02. Notons alors � = b1b2 = b01b02 .A partir de la relation �b022 = �b011 � �0�1 = �b011 (1 � ��b011 �0)�1 ;en remarquant que �pt1 = 1, on obtient la formule�b02pt`isj2 = �b01pt`isj1 �1� ��b011 �0�pt`isj ; (1 � i; j � N):Notons que, pour tout b 2 Zp, l'application a 7! ab := expp(b logp a) r�ealise unhomomorphisme de groupe injectif du disque na 2 Qp; v(a � 1) > 1p�1o dans lui-même.D'apr�es le corollaire du Lemme 3, on av ��pti � 1� � pte > 1p� 1 ; (i = 1; 2);et d'autre part, v(�0) � pte (N � 12) > 1p� 1 ;comme on vient de le voir. Elevant alors les deux membres de l'�egalit�e ci-dessus �a lapuissance 1=b02, il vient�pt`isj2 =(�pt1 )�`isj �1� ��b011 �0�pt`isj=b02=(�pt1 )�`isj (1 + �i;j�0); (1 � i; j � N);avec �i;j 2 Qp. De plus, comme `isj=b02 2 Zp, on d�eduit du Lemme 3 que j�i;j jp � p�t � 1.Substituons maintenant les expressions ci-dessus dans le d�eterminant �0. Par multil-in�earit�e du d�eterminant, il vient(4) �0 =det � (rjb2 + sjb1)kiki! �pt`i(rj+sj�)1 (1 + �i;j�0)�1�i;j�N= bP ki2 � det � (rj + sj�)kiki! �pt`i(rj+sj�)1 (1 + �i;j�0)�1�i;j�N= bP ki2 � XI�f1;:::;Ng(�0)N�jIj�0I13



Y. Bugeaud, M. Laurento�u, pour tout sous-ensemble de lignes I, on a not�e(5) �0I = det 0@ 'i(z1) ; : : : ; 'i(zN )�i;1'i(z1) ; : : : ; �i;N'i(zN )1A 	 i 2 I	 i =2 Iavec 'i(z) = zkiki! �pt`iz1 ; zj = rj + �sj ; (1 � i; j � N):D�eveloppons ensuite le d�eterminant �0I grâce �a la formule de Laplace:(6) �0I = XJ�f1;:::;NgCard(J)=Card(I) �J�0I;J�0I;Jo�u �J = �1, et �0I;J = det �'i(zj )� i2Ij2J ; �0I;J = det ��i;j'i(zj )� i=2Ij=2J :Puisque les zj appartiennent �a Zp, on minore trivialement(7) v ��0I;J� � �v Yi=2I ki!! � � 1p� 1(Xi=2I ki);grâce au Lemme 2. Notons! := logp ��pt1 � = +1Xk=1(�1)k�1 (�pt1 � 1)kk :Or, par in�egalit�e ultram�etrique,v(!) = v �logp �pt1 � = v ��pt1 � 1� � pte > 1p� 1 :Les fonctions 'i sont donc analytiques dans une boule ouverte centr�ee �a l'origine de rayon> 1, et s'y d�eveloppent en s�erie de Taylor:'i(z) = X��ki �(� � 1) � � � (� � ki + 1)�!ki! (`i!)��kiz� = X�2N��ki�(`i!)��ki z��! :Reportons maintenant cette formule dans le d�eterminant d'interpolation �0I;J . Poursimpli�er l'�ecriture, posons n = Card I = Card J , et supposons que J = f1; : : : ; ng.Par multilin�earit�e du d�eterminant sur les colonnes, il vient alors(8) �0I;J = X(�1;:::;�n)2Nn0@ nYj=1 z�jj�j !1Adet ���jki�(`i!)�j�ki� i2I1�j�n= X0��1<���<�nP �j�Pki det �z�ji �� det ���jki�`�j�kii ��1!� � � � � �n! !(P�j�Pki);14



Formes lin�eaires de logarithmes p-adiquescette derni�ere �egalit�e provenant du fait que les d�eterminants dans le membre de droite dela premi�ere ligne changent de signe, lorsque l'on permute deux indices de sommation �j1et �j2 . Remarquons maintenant que le quotientdet �z�ji �Y1�i<j�n(zi � zj )n'est autre que la valeur d'un polynôme de Schur �evalu�e en des points zj 2 Zp. D'apr�es lesLemmes 1 et 2, on a doncv�det(z�ji )� � v0@ Y1�i<j�n(zi � zj)1A � v n�1Y�=1 �!! � n2 � n2(p � 1) � n lognlog p ;et d'autre part v��1!� � � � � �n!� � �1 + � � �+ �np� 1 :Il vient doncv(�0I;J) � min��v(!)� 1p� 1�(�1 + � � �+ �n)� � v(!)�Xi2I ki�+ n2 � n2(p � 1) � n lognlog p ;o�u le minimum est pris sur les n-uplets d'entiers (�1; : : : ; �n) v�eri�ant 0 � �1 < � � � < �net Pnj=1 �j �Pi2I ki. Comme v(!) � pte > 1p� 1 ;il s'ensuit quev(�0I;J) � �v(!) � 1p� 1�max(n2 � n2 ;Xi2I ki)� v(!) Xi2I ki!+ n2 � n2(p � 1) � n lognlog p =max(v(!) n2 � n2 �Xi2I ki! ; 1p� 1  n2 � n2 �Xi2I ki!)� n lognlog p� pte  n2 � n2 �Xi2I ki! � n lognlog p :Reportant dans (6), il vient grâce �a (7) et �a la minoration pte > 1p�1v(�0I) �pte  n2 � n2 � NXi=1 ki!� n lognlog p�pte �n2 � n2 � N(K � 1)2 �� N logNlog p :15



Y. Bugeaud, M. LaurentLa formule (4) montre alors quev(�) = v(�0) � min0�n�N�(N � n)v(�0) + pt(n2 � n)2e �� ptN(K � 1)2e � N logNlog p�pte min0�n�N �(N � n)(N � 12) + n2 � n2 �� ptN(K � 1)2e � N logNlog p=pt(N2 �N)2e � ptN(K � 1)2e � N logNlog p ;d'o�u s'ensuit le lemme.4.3. Minoration arithm�etique de j�jp.Nous commen�cons par un r�esultat combinatoire qui joue le rôle du Lemme 4 de [5]dont nous rappelons ici l'�enonc�e.Lemme 9. Soient K, L, R et S des entiers � 1. Posons N = KL et `� = [(� � 1)=K],(1 � � � N). Pour chaque suite d'entiers (r1; : : : ; rN ) compris entre 0 et R � 1, et tellequ'aucun entier ne soit r�ep�et�e plus de S fois dans la suite, on a l'encadrementM �G � NX�=1 `�r� �M +G;o�u M = (L� 1)(r1 + � � �+ rN )2 ; G = NLR2 �14 � N12RS� :Le r�esultat suivant coincide avec le Lemme 9 lorsque g = 1.Lemme 10. SoitK;L;R; S; g des entiers� 1,m1;m2; c, des entiers rationnels. On supposeque les entiersm1;m2; g sont premiers entre eux. NotonsN = KL et `� = [(� � 1)=K] (1 �� � N). Soit (r1; s1); : : : ; (rN ; sN ) une suite de N couples d'entiers, deux �a deux distincts,et v�eri�ant les conditions(�) 0 � r� � R� 1 ; 0 � s� � S � 1 ; m1r� +m2s� � cmodulog;pour tout � = 1; : : : ;N . On a alors les encadrementsM1 �G1 � NX�=1 `�r� �M1 +G1;M2 �G2 � NX�=1 `�s� �M2 +G2:16



Formes lin�eaires de logarithmes p-adiquesavec M1 = (L� 1)(r1 + � � � + rN )2 ; G1 = NL(R + g � 1)8 � gN2L24(S + g � 1) ;M2 = (L� 1)(s1 + � � � + sN )2 ; G2 = NL(S + g � 1)8 � gN2L24(R + g � 1) :Preuve | Montrons le premier encadrement ; le deuxi�eme s'en d�eduisant par permutationde R et S. Notons g0 = pgcd(m2; g); g00 = g=g0:En particulier m1 et g0 sont premiers entre eux. Soit c0 l'entier compris entre 0 et g0�1 telque m1c0 � cmodg0. Les relations m1r� +m2s� � cmodg pour � = 1; : : : ;N , montrentalors que les r� sont congrus �a c0 modulo g0. Ecrivons doncr� = c0 + g0r0� ; 0 � r0� � R0 := �R� 1g0 � ; (� = 1; : : : ;N):D'autre part, la même congruence m1r+m2s � cmod g montre que pour r �x�e , la classede s modulo g00 est uniquement d�etermin�ee. Il y a donc au plus S0 = hS�1g00 i + 1 couplesd'entiers (r; s) v�eri�ant (�) pour lesquels la premi�ere coordonn�ee r est �x�ee. Le Lemme 9ci-dessus appliqu�e �a la suite d'entiers (r01; : : : ; r0N ) nous fournit alors l'encadrementM 01 �G01 � NX�=1 `�r0� �M 01 +G01;avec M 01 = (L � 1)(r01 + � � �+ r0N )2 ; G01 = NL(R0 + 1)8 � N2L24S0 :Notant que PN�=1 `� = (L�1)N2 , il s'ensuit queM1 � g0G01 � NX�=1 `�r� �M1 + g0G01:Majorant alors trivialementR0 + 1 � R+ g0 � 1g0 ; S0 � S + g00 � 1g00 ;il vient g0G01 � NL(R + g0 � 1)8 � N2Lg24(S + g00 � 1) � G1:17



Y. Bugeaud, M. LaurentRappelons que nous avons d�e�nib = (R� 1)b2 + (S � 1)b12  K�1Yk=1 k!!�2=(K2�K) ;
1 = R+ g � 12R � gN6R(S + g � 1) = 4G1NLR; 
2 = S + g � 12S � gN6S(R+ g � 1) = 4G2NNLS :Lemme 11. Soit � un mineur non nul d'ordre maximal N �N extrait de M. On a alorsla minoration:log j�jp � �DN2e � logN + (K � 1) log b+ 
1ptLRh(�1) + 
2ptLSh(�2)�:Preuve| Ce lemme correspond �a la Proposition 3 de [2] : il s'agit de l'analogue p-adiquedu Lemme 6 de [5]. On utilise ici la version suivante de l'in�egalit�e de Liouville: pour toutpolynôme P (X;Y ), �a coe�cients entiers, et pour tous nombres alg�ebriques � et � contenusdans Qp, tels que P (�; �) 6= 0, on a la minorationlog jP (�; �)jp � � [Q(�; �) : Q]ef n log jP j+ (degX P )h(�) + (degY P )h(�)o;o�u e et f d�esignent comme pr�ec�edemment l'indice de rami�cation et le degr�e r�esiduel del'extension de corps Qp(�; �)=Qp, et o�ujP j = maxfjP (x; y)j;x 2 C; y 2 C; jxj = jyj = 1gd�esigne la \norme sup" du polynôme P . Cette version de l'in�egalit�e de Liouville r�esultepar exemple du Lemme 3.5 et de l'exercice 2 du chapitre 3 de [8].Consid�erons le polynômeP (X;Y ) =X� sg(�) NYi=1�r�(i)b2 + s�(i)b1ki �XPNi=1 `ir�(i)YPNi=1 `is�(i) ;o�u � d�ecrit le groupe sym�etrique SN , et o�u sg(�) d�esigne la signature de la substitution �.Il est clair que � = P (�pt1 ; �pt2 ). D'autre part, la majorationjP j � NN=2�(R � 1)b2 + (S � 1)b12 �(K�1)N=2 NYi=1ki!!�1 = NN=2 b(K�1)N=2;a �et�e �etablie dans le Lemme 6 de [5]. La preuvese pousuit alors comme dans le casarchim�edien. Le Lemme 10 nous fournit maintenant les estimationsM1 �G1 �X `ir�(i) �M1 +G1;18



Formes lin�eaires de logarithmes p-adiquesM2 �G2 �X `is�(i) �M2 +G2;avec G1 = NL(R + g � 1)8 � gN2L24(S + g � 1) = 
1LRN4G2 = NL(S + g � 1)8 � gN2L24(R + g � 1) = 
2LSN4 :D�esignons par V1 (resp. V2) la partie enti�ere de M1 +G1 (resp. M2 + G2), et par U1(resp. U2) le plus petit entier �M1 �G1 (resp. M2 �G2). On a alors la formule� = P (�pt1 ; �pt2 ) = �ptV11 �ptV22 ~P  1�pt1 ; 1�pt2 ! ;o�u ~P (X;Y ) est un polynôme �a coe�cients entiers, dont la norme j ~P j est �egale �a jP j, et dontles degr�es enX et en Y sont respectivement major�es par V1�U1 et par V2�U2. Appliquantl'in�egalit�e de Liouville ci-dessus au polynôme ~P et sachant que h(�pti ) = pth(�i), on obtientla minorationlog j ~P ��pt1 ; �pt2 � jp � �De nlog j ~P j+ pt(V1 � U1)h(�1) + pt(V2 � U2)h(�2)o :Puisque j�1jp = j�2jp = 1 et que Ui � Vi � 2Gi pour i = 1; 2, il vientlog j�jp � �De �log jP j+ 2G1pth(�1) + 2G2pth(�2)	 :On obtient alors le lemme en utilisant la majoration ci-dessus de jP j et en substituant auxGi leurs valeurs.4.3. D�emonstration du Th�eor�eme 1.Sous r�eserve de la majoration (3), les Lemmes 8 et 11 fournissent l'encadrement suivantde log j�jp:�pt log p2e NK(L � 1) +N logN � log j�jp � �DN2e � logN + (K � 1) log b+
1ptLRh(�1) + 
2ptLSh(�2)�:Apr�es multiplication par 2e=N , on aboutit �a l'oppos�e de (2).19



Y. Bugeaud, M. Laurent5. Mode d'emploi du Th�eor�eme 1.Simpli�ons tout d'abord l'hypoth�ese (2) en la rempla�cant par une in�egalit�e plus forte.Pla�cons nous maintenant dans le contexte du Th�eor�eme 2 et posons:D0 = Dlog p ; ai = D logAilog p � max�Dh(�i)log p ; 1� ; (i = 1; 2):Soit d'autre part B � D0 log b = D log blog p ;un nombre r�eel � 0 que l'on �xera ult�erieurement. Comme t � 0 et que e � D, la condition(2)0 K(L� 1) > 3D0 logN + (K � 1)B + 
1LRa1 + 
2LSa2:implique alors (2).5.1. Choix des param�etres et estimations.Soient k et ` deux constantes > 0. On �xe alorsL = [`B] + 2; K = [kgLa1a2] + 1R1 = hpgLa2=a1i+ 1; S1 = hpgLa1=a2i+ 1R2 = hpg(K � 1)La2=a1i+ 1; S2 = hpg(K � 1)La1=a2i+ 1:Par d�e�nition même des quantit�es R1; S1; R2; S2, on a les minorations(1)0 R1S1 � gLR2S2 > g(K � 1)L:Nous allons maintenant majorer les termes 
1LRa1; 
2LSa2 et (K�1)B, qui interviennentdans le membre de droite de (2)0. On notera que les estimations obtenues sont tout �a faitanalogues �a celles des Lemmes 7 et 8 de [5], qui coincident essentiellement avec les deuxlemmes suivants lorsque g = 1.Lemme 12. On a la majoration
1Ra1 � 13pg(K � 1)La1a2 + 23pgLa1a2 + ga12 + ga26
2Sa2 � 13pg(K � 1)La1a2 + 23pgLa1a2 + ga22 + ga16 :Preuve | Montrons la premi�ere majoration ; la deuxi�eme s'en d�eduisant en permutant a1et a2. On part de la formule
1Ra1 = (R+ g � 1)a12 � gKLa16(S + g � 1) :20



Formes lin�eaires de logarithmes p-adiquesComme dans le Lemme 9 de [5], utilisons les estimationsR+ g � 1 = R1 + g � 1 +R2 � 1 � R1 + g � 1 +pg(K � 1)La2=a1S + g � 1 = S1 + g � 1 + S2 � 1 � S1 + g � 1 +pg(K � 1)La1=a2pgLa2=a1 � R1 < 1 +pgLa2=a1; pgLa1=a2 � S1 < 1 +pgLa1=a2;1S + g � 1 � 1S1 + g � 1 +pg(K � 1)La1=a2 � 1pg(K � 1)La1=a2 � S1 + g � 1g(K � 1)La1=a2 :Cette derni�ere minoration montre quegKLa16(S + g � 1) � g(K � 1)La16(S + g � 1) � pg(K � 1)La1a26 � (S1 + g � 1)a26� pg(K � 1)La1a26 � pgLa1a26 � ga26 :D'autre part, on majore(R + g � 1)a12 � ga1 +pgLa1a2 +pg(K � 1)La1a22 :Regroupant les diverses estimations, on trouve la majoration annonc�ee.Nous pouvons maintenant reformuler la condition (2)0 en une relation num�eriquesimple entre les param�etres k; `;B; a1; a2. Posons � = `+ 2B , de telle sorte que`B < L� 1 < L � `B + 2 = �B:On minore K(L � 1) > kgLa1a2 � `B > k`2gB2a1a2;tandis que l'on majore(K � 1)B � kgLa1a2 �B � kgBa1a2(`B + 2) = k`gB2a1a2 + 2kgBa1a2:D'autre part, le Lemme 12 nous fournit la majoration
1LRa1 �13pkgL2a1a2 + 23L3=2pga1a2 + gLa12 + gLa26�13pk�2gB2a1a2 + 23�3=2B3=2pga1a2 + g�Ba12 + g�Ba26�gB2a1a2 pk�23 + 23 �3=2pB + 23 �B! ;en tenant compte des minorations g � 1; a1 � 1; a2 � 1. Par sym�etrie, la même majorationvaut pour 
2LSa2. On majore en�nN = KL � kgL2a1a2 +L � k�2gB2a1a2 + �B:21



Y. Bugeaud, M. LaurentRempla�cant les termes intervenant dans (2)0 par les diverses estimations ci-dessus etdivisant par gB2a1a2, il s'ensuit que la relation(2)00 k`2 � k`� 23pk�2 � 2kB + 43 �3=2pB + 43 �B + 3D0 log �k�2gB2a1a2 + �B�gB2a1a2 ;o�u le membre de droite tend vers 0 quand B tend vers l'in�ni, implique l'in�egalit�e (2)0.Il nous reste maintenant �a comparer B � D0 log b avec b0, comme dans le Lemme 8 de[5]. Rappelons que nous avons pos�eb0 = b1D logA2 + b2D logA1 = 1log p � b1a2 + b2a1�b = (R� 1)b2 + (S � 1)b12  K�1Yk=1 k!!�2=(K2�K) :Lemme 13. On a la majorationlog b � log b0 + log log p� 12 log k � log 2 + 32 + �(K);o�u � d�esigne la fonction d�ecroissante de la variable r�eelle x > 1:�(x) = log �1 +px� 1�px(x � 1) :Preuve | Il a �et�e �etabli dans le Lemme 8 de [5] que K�1Yk=1 k!!�2=(K2�K) � exp�� log(K � 1) + 32 � log (2�(K � 1)=pe)K � 1 + logK6K(K � 1)� :N�egligeant le terme n�egatif � log(2�(K�1)=pe)K�1 + logK6K(K�1) , il vientb � (R � 1)b2 + (S � 1)b12(K � 1) e3=2� �1 +pK � 1�pgLa1a22(K � 1) � b1a2 + b2a1� e3=2� �1 +pK � 1�pK2(K � 1)pk � b1a2 + b2a1� e3=2:On obtient ainsilog b � log b0 + log log p� logpk � log 2 + 32 + log �1 +pK � 1�pK(K � 1) :22



Formes lin�eaires de logarithmes p-adiques5.2. Preuve du Th�eor�eme 2.On s'int�eresse �a la valeur asymptotique de la constante c, de telle sorte que seuls lestermes de plus haut degr�e en B sont �a consid�erer. Soit � un r�eel > 1. Fixons B = �D0 log b0.Comme le terme reste � du Lemme 13 tend vers 0 quand K tend vers l'in�ni, il estclair d'apr�es ce même lemme que D0 log b � B lorsque b0 est su�samment grand. Lad�emonstration se scinde en deux alternatives analogues �a celles rencontr�ees dans le cadrearchim�edien.Supposons tout d'abord que pour toute classe c modulo g, on aitCard nb2r + b1s ; 0 � r < R2; 0 � s < S2; m1r +m2s � c modulo go =Card n(r; s) ; 0 � r < R2; 0 � s < S2; m1r +m2s � c modulo go:Puisque �1; �2 sont multiplicativement ind�ependants, on a de mêmeCard n�ptr1 �pts2 ; 0 � r < R1; 0 � s < S1; m1r +m2s � c modulo go =Card n(r; s) ; 0 � r < R1; 0 � s < S1; m1r +m2s � c modulo go:D'apr�es (1)0, on a alorsgXc=1Card n�ptr1 �pts2 ; 0 � r < R1; 0 � s < S1; m1r +m2s � c modulo go = R1S1 � gLgXc=1Card nb2r+b1s ; 0 � r < R2; 0 � s < S2; m1r+m2s � c modulo go = R2S2 > g(K�1)L:Le principe des tiroirs nous fournit alors des entiers c1; c2 tels que la condition (1) duTh�eor�eme 1 soit v�eri��ee. D'autre part, la condition (2)00 se r�eduit asymptotiquement �al'in�egalit�e k`2 � k`� 23pk`2 > 0lorsque B est grand. On choisit alors les param�etres k et ` tr�es proches par valeurssup�erieures des valeurs limites k = 169 ; ` = 2, pour lesquelles la quantit�e k`2 est minimaleet vaut 649 . Majorant trivialement u � logminfb1; b2g= log p, le Th�eor�eme 1 nous fournitla majorationv(�) � pp� 1KL+ u � c0pg(p � 1)(log p)4D4(log b0)2 logA1 logA2pour b0 su�samment grand, d�es lors que la constante c0 est > 64=9.Supposons maintenant qu'il existe une classe c modulo g telle queCard nb2r + b1s ; 0 � r < R2; 0 � s < S2; m1r +m2s � c modulo go <Card n(r; s) ; 0 � r < R2; 0 � s < S2; m1r +m2s � c modulo go:23



Y. Bugeaud, M. LaurentDans cette situation, nous allons �etablir la majoration plus �nev(�) � gD0 log 2 + 2pk�gBa1a2 + u � c00g(log p)3D3 log b0 logA1 logA2pour b0 su�samment grand, lorsque la constante c00 est > 19=3.Le principe des tiroirs montre alors qu'il existe un couple d'entiers (r; s) 6= (0; 0)v�eri�ant jrj < R2; jsj < S2; b2r + b1s = 0; m1r +m2s � 0 modulo g:Posons r0 = rpgcd(r; s) ; s0 = spgcd(r; s) ;de telle sorte que b1 = nr0; b2 = �ns0:On �ecrit alors � = �b11 � �b22 = �nr01 � ��ns02 = Y�n=1��r01 � ���s02 � :Comme n = pgcd(b1; b2) = n0pu avec n0 premier �a p, le Lemme 5 montre queX�n=1�6=1 v(� � 1) = u:Proc�edant comme dans la preuve du Lemme 8, il existe une unique racine n-i�eme de l'unit�e� telle que v(�r01 � ���s02 ) � v(�)� u;v(�r01 � ���s02 ) > v(�r01 � ���s02 ); (�n = 1; � 6= �);d�es lors que v(�) > 1p�1 + u. Le Lemme de Krasner nous montre maintenant que �appartient au corps Qp(�r01 �s02 ) � Kv. On peut donc �ecrire � sous la forme � = �m� avec�pt = 1, puisque la classe dans Uv=U1v de la composante de � d'ordre premier �a p estengendr�ee par les classes de �1 et �2, et que l'ordre de la composante p-primaire de �divise pt par l'argument de rami�cation d�ej�a utilis�e dans la preuve du Lemme 8. Comme� 2 U1v et que �r01 � ���s02 est de valuation positive, la r�eduction modulo U1v entrâ�ne deplus la congruence d'entiers m1r0 � �m2s0 +m modulo g:Il s'ensuit que m� pgcd(r; s) � m1r +m2s � 0 modulo g:Posons alors g0 = g=pgcd(m; g). La congruence ci-dessus montre que pgcd(r; s) est divisiblepar g0. On obtient ainsi les majorationsjr0j � R2 � 1g0 ; js0j � S2 � 1g0 :24



Formes lin�eaires de logarithmes p-adiquesAppliquons maintenant l'in�egalit�e de Liouville au polynôme X � Y . Il vientlog ����r01 � ���s02 ���p � � [Q(�1; �2; �) : Q][Qp(�1; �2; �) : Qp] �log 2 + R2 � 1g0 h(�1) + S2 � 1g0 h(�2)�� � [Q(�1; �2; �) : Q]ef �log 2 + R2 � 1g0 h(�1) + S2 � 1g0 h(�2)� :D'autre part, �m est une racine de l'unit�e d'ordre exactement g0. On majore alors[Q(�1; �2; �) : Q]ef � [Q(�1; �2) : Q]� [Q(�m) : Q]� [Q(�) : Q]ef�Dg0pt�1(p� 1)e � Dg0:La majoration annonc�ee se d�eduit alors imm�ediatement des estimationsD0(R2 � 1)h(�1) � pkgLa1a2 � pk�gBa1a2D0(S2 � 1)h(�2) � pkgLa1a2 � pk�gBa1a2:5.3. Preuve du Th�eor�eme 3.Elle consiste �a rendre e�ectives les estimations asymptotiques pr�ec�edentes. On choisitmaintenantk = 3; ` = 2:6; B = D0max�log b0 + log log p + 0:4 ; 10D0 ; 10� :V�eri�ons tout d'abord que l'on a bienB � D0 log b:Puisque B � 10, on a L � 28, et K � 85. Le Lemme 13 nous fournit la minoration requiseen majorant trivialement �12 log k � log 2 + 32 + �(85) � 0:4:Majorant alors � � 2:8, et minorant B � maxf10D0; 10g; a1 � 1; a2 � 1, on constate quele membre de droite de (2)00 est� 0:6 + 4� (2:8)3=23�p10 + 4� 2:83� 10 + 3 log �3� (2:8)2 � 100 + 2:8� 10�10� 10 � 3:2;25



Y. Bugeaud, M. Laurenttandis que le membre de gauche est � 3:4. La relation (2)00 est donc satisfaite pour notrechoix de param�etres. Dans ces conditions, il a �et�e �etabli dans le paragraphe 5:2 que l'on ala majoration v(�) � max� pp� 1KL ; gD0 log 2 + 2pk�gBa1a2�+ u;le maximum correspondant aux deux alternatives �evoqu�ees ci-dessus. Montrons maintenantque u � a2log p maxn log b0 + log log p; 1o � Ba1a2:A cet e�et, remarquons quelog b0 + log log p = log� b1a2 + b2a1� � log� b1a2� :D'autre part, on a u � log b1= log p puisque pu divise b1. Il su�t donc de v�eri�er quel'in�egalit�e log b1 � a2max�log b1a2 ; 1�vaut pour tout r�eel b1 � 1 et a2 � 1 : lorsque b1 � ea2, on a bien log b1 � 1 + log a2 � a2,et lorsque b1 � ea2, on a encore log b1 � a2 log(b1=a2), puisque(log b1)(a2 � 1) � (1 + log a2)(a2 � 1) � a2 log a2:Ici, e d�esigne bien sûr la base du logarithme n�eperien et non plus l'indice de rami�cation !On majore alors N = KL � gB2a1a2�k�2 + �B� � 23:8gB2a1a2;D0 � B10 :Substituant les estimations e�ectu�ees, il vient im�ediatementv(�) � 24pgp� 1B2a1a2:
26



Formes lin�eaires de logarithmes p-adiques5.4. Preuve du Th�eor�eme 4.On choisit B = D0maxnlog b0 + log log p+ 0:4 ; �D0 ; �ode telle sorte que B � maxf�; �D0g. Notant alors~� := `+ 2� � `+ 2B = �;il su�t de satisfaire l'in�equation(2)000 k`2 � k`� 23pk~�2 � 2k� + 43 ~�3=2p� + 43 ~�� + 3 log �k~�2�2 + ~����� ;liant les param�etres k; `; �; � pour que la relation (2)00 soit v�eri��ee ; pourvu quelog(k`2�2 + 4k`�+ `�+ 4k + 2) � 2;auquel cas le dernier terme du membre de droite de (2)000 est une fonction d�ecroissantede la variable � au point consid�er�e. On notera que ces conditions sont satisfaites par lesquadruplets �k(�; �); `(�; �); �; �� avec (�; �) 2 f4; 6; 8; 10; 15g � f5; 10g, o�u k(�; �) et`(�; �) sont d�etermin�es respectivement par les deux tableaux suivants:� = 4 � = 6 � = 8 � = 10 � = 15� = 5 4:3 3:6 3:4 3:0 3:1� = 10 3:9 3:7 3:3 2:9 3:0� = 4 � = 6 � = 8 � = 10 � = 15� = 5 3:0 2:8 2:6 2:6 2:3� = 10 3:1 2:7 2:6 2:6 2:3Comme K � K0 := [k[`�+ 2] + 1], le tableau des minorants K0 s'�ecrit alors:� = 4 � = 6 � = 8 � = 10 � = 15� = 5 61 65 75 85 114� = 10 55 67 73 82 109Il s'ensuit que la quantit�e �12 log k(�; �)� log 2 + 32 + �(K0)est toujours � 0:4. On peut bien sûr ra�ner l'�enonc�e du th�eor�eme 4 en rempla�cant laconstante 0:4 par la quantit�e ci-dessus dont voici la liste des valeurs num�eriques� = 4 � = 6 � = 8 � = 10 � = 15� = 5 0:21 0:30 0:32 0:37 0:34� = 10 0:27 0:28 0:33 0:39 0:3627



Y. Bugeaud, M. LaurentLe Lemme 13 montre alors que la condition requise B � D0 log b est bien satisfaite par lechoix de B e�ectu�e. Il nous su�t de reprendre les estimations du paragraphe 5.3. Majoronsmaintenant D0 � B� ; u � Ba1a2 � B2a1a2� :Il vient alorsv(�) � max� pp� 1KL ; gD0 log 2 + 2pk~�gBa1a2� + u� max( pp� 1  k~�2 + ~��! gB2a1a2 ; log 2� gB + 2pk~�gBa1a2)+ B2a1a2�� c(�; �) pp � 1gB2a1a2;avec c(�; �) = max(k~�2 + ~�� ; log 2�� + 2pk~�� ) + 1�:Substituant alors les valeurs num�eriques des param�etres k et l, indiqu�ees ci-dessus pourchacun des couples (�; �) consid�er�es, on obtient imm�ediatement le tableau du Th�eor�eme4.
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