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Anneaux stablement finis

Définition

On dit qu’un anneau R est directement fini si

∀a, b ∈ R, ab = 1 =⇒ ba = 1.

Définition

On dit qu’un anneau R est stablement fini si l’anneau Matd(R) (anneau des
matrices d × d à coefficients dans R) est directement fini pour tout entier d ≥ 1.
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Exemples d’anneaux stablement finis

Tout anneau fini est stablement fini.

Tout anneau commutatif est stablement fini.

Tout corps est stablement fini.

Tout anneau à division est stablement fini.

Tout anneau noethérien d’un côté est stablement fini.

Si V est un espace vectoriel sur un corps K alors EndK (V ) est stablement
fini si et seulement si dimK (V ) <∞.

Il existe des anneaux qui sont directement finis mais pas stablement finis (voir
l’exercice 1.18 dans [Lam07]).
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Si V est un espace vectoriel sur un corps K alors EndK (V ) est stablement
fini si et seulement si dimK (V ) <∞.

Il existe des anneaux qui sont directement finis mais pas stablement finis (voir
l’exercice 1.18 dans [Lam07]).

M. C. (IRMA Strasbourg) Finitude stable des anneaux 4 décembre 2023 4 / 24
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Si V est un espace vectoriel sur un corps K alors EndK (V ) est stablement
fini si et seulement si dimK (V ) <∞.

Il existe des anneaux qui sont directement finis mais pas stablement finis (voir
l’exercice 1.18 dans [Lam07]).

M. C. (IRMA Strasbourg) Finitude stable des anneaux 4 décembre 2023 4 / 24



Anneaux de groupes

Soit G un groupe et K un corps.

Alors

KG := {α : G → K}

est un K -espace vectoriel.
Le support de α ∈ KG est

supp(α) := {g ∈ G : α(g) ̸= 0} ⊂ G .

On considère le sous-espace vectoriel K [G ] ⊂ KG défini par

K [G ] := {α ∈ KG : | supp(α)| <∞}.

Le produit de convolution de α, β ∈ K [G ] est αβ ∈ K [G ] donné par

∀g ∈ G , (αβ)(g) :=
∑

h1,h2∈G
h1h2=g

α(h1)β(h2).

Avec le produit de convolution, K [G ] est une K -algèbre et donc un anneau. On
dit que c’est l’anneau du groupe G à coefficients dans K .
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Anneaux de groupes (suite)

Pour g ∈ G , soit δg ∈ K [G ] défini par

∀h ∈ G , δg (h) :=

{
1 si h = g ,

0 si h ̸= g .

∀α ∈ K [G ], α =
∑
g∈G

α(g)δg .

(δg )g∈G est une base de K [G ]. On a

∀g , h ∈ G , δgδh = δgh et δ1G = 1.

g 7→ δg est un plongement du groupe G dans le groupe des unités de K [G ].

∀α, β ∈ K [G ], αβ =
∑

g ,h∈G

α(g)β(h)δgh.
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Finitude stable des anneaux de groupes en caractéristique 0

Théorème (Kaplansky [Kap69])

Soit G un groupe et K un corps de caractéristique 0. Alors l’anneau K [G ] est
stablement fini.
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Dynamique symbolique

Soit G un groupe et A un ensemble fini.

On munit l’ensemble

AG := {x : G → A}

du G -décalage et de la topologie prodiscrète définis comme suit. Le G -décalage
est l’action à gauche donnée par :

G × AG → AG

(g , x) 7→ gx := x ◦ Lg−1

où Lg−1 : G → G est la multiplication à gauche par g−1.
La topologie prodiscrète sur AG est la topologie produit obtenue en prenant la
topologie discrète sur chaque facteur A de AG . Le G -décalage sur AG est continu.
L’espace AG est homéomorphe à l’ensemble de Cantor pour |A| ≥ 2 et G infini
dénombrable.
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Dynamique symbolique

Soit G un groupe et A un ensemble fini. On munit l’ensemble

AG := {x : G → A}
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Groupes surjonctifs

Les groupes surjonctifs ont été introduits par Gottschalk [Got73].

Définition

On dit qu’un groupe G est surjonctif si, pour tout ensemble fini A et pour toute
application continue et G -équivariante τ : AG → AG , on a

τ injective =⇒ τ surjective.

On ne sait pas s’il existe des groupes qui ne sont pas surjonctifs.
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Groupes sofiques

Les groupes sofiques ont été introduits par Gromov [Gro99] et Weiss [Wei00].

En gros, un groupe est sofique s’il peut être « bien approché » par des groupes
symétriques finis.
Tout groupe fini, tout groupe résiduellement fini, tout groupe commutatif, tout
groupe nilpotent, tout groupe résoluble, tout groupe moyennable, tout groupe
résiduellement moyennable, tout groupe linéaire est sofique.
On ne sait pas s’il existe des groupes qui ne sont pas sofiques.

Théorème (Gromov [Gro99] et Weiss [Wei00])

Tout groupe sofique est surjonctif.
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Les groupes sofiques ont été introduits par Gromov [Gro99] et Weiss [Wei00].
En gros, un groupe est sofique s’il peut être « bien approché » par des groupes
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Définition des groupes sofiques

Étant donné un ensemble fini non vide X , on note Sym(X ) le groupe symétrique
de X et on définit la distance de Hamming dX sur Sym(X ) par

∀σ, η ∈ Sym(X ), dX (σ, η) :=
|{x ∈ X : σ(x) ̸= η(x)}|

|X |
.

Définition

On dit qu’un groupe G est sofique si pour tout ε > 0 et pour tout sous-ensemble
fini F ⊂ G , il existe un ensemble fini non vide X et une application
ϕ : F → Sym(X ) telle que

Sof-1 ∀g , h ∈ F , gh ∈ F =⇒ dX (ϕ(gh), ϕ(g)ϕ(h)) ≤ ε ;

Sof-2 ∀g , h ∈ F , g ̸= h =⇒ dX (ϕ(g), ϕ(h)) ≥ 1− ε.
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Finitude stable des anneaux de groupes surjonctifs

Le résultat suivant a été obtenu par Xuan Kien Phung en utilisant de la géométrie
algébrique.

Théorème A (Phung [Phu23a])

Soit G un groupe surjonctif et K un corps. Alors l’anneau K [G ] est stablement fini.

Corollaire (Elek et Szabó [ES04])

Soit G un groupe sofique et K un corps. Alors l’anneau K [G ] est stablement fini.
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Corps élémentairement équivalents

On dit que deux corps sont élémentairement équivalents s’ils vérifient les mêmes
énoncés du premier ordre dans le langage des anneaux L = {+,−,×, 0, 1}.

Exemples

L’énoncé ∀x ,∃y , x = y3 est vérifié par R mais pas par Q. Donc R et Q ne
sont pas élémentairement équivalents.

Deux corps isomorphes sont toujours élémentairement équivalents.

Si deux corps n’ont pas la même caractéristique, alors ils ne sont pas
élémentairement équivalents.
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L’énoncé ∀x ,∃y , x = y3 est vérifié par R mais pas par Q. Donc R et Q ne
sont pas élémentairement équivalents.
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énoncés du premier ordre dans le langage des anneaux L = {+,−,×, 0, 1}.

Exemples
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On dit que deux corps sont élémentairement équivalents s’ils vérifient les mêmes
énoncés du premier ordre dans le langage des anneaux L = {+,−,×, 0, 1}.

Exemples
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Principes de Lefschetz

Une référence pour les résultats suivants est le livre de Marker [Mar02].

Théorème (Premier principe de Lefschetz)

Deux corps algébriquement clos de même caractéristique sont élémentairement
équivalents.

Exemple

Soit Q la clôture algébrique de Q. Les corps Q et C sont élémentairement
équivalents.
Les corps Q et C ne sont pas isomorphes puisque Q est dénombrable mais pas C.

Théorème (Second principe de Lefschetz)

Soit ψ un énoncé du premier ordre dans le langage des anneaux qui est vérifié par
un corps algébriquement clos de caractéristique 0 (et donc par tous les corps
algébriquement clos de caractéristique 0). Alors il existe un entier N tel que ψ est
vérifié par tous les corps algébriquement clos de caractéristique p ≥ N.
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Théorème (Second principe de Lefschetz)
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Théorème (Second principe de Lefschetz)

Soit ψ un énoncé du premier ordre dans le langage des anneaux qui est vérifié par
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Une référence pour les résultats suivants est le livre de Marker [Mar02].
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Preuve du théorème A

Lemme

Soit G un groupe, d ≥ 1 un entier, et S un sous-ensemble fini de G. Alors il existe
un énoncé du premier ordre ψd,S dans le langage des anneaux tel que un corps K
vérifie ψd,S si et seulement si il existe des matrices A,B ∈ Matd(K [G ]) telles que

(1) le support de chaque coefficient de A et de chaque coefficient de B est
contenu dans S ;

(2) AB = 1 et BA ̸= 1.
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Preuve du théorème A (suite)

On se donne un groupe surjonctif G et un corps K .

On veut montrer que K [G ] est
stablement fini.

Cas 1 : K est fini Soit d ≥ 1. Posons A := K d . Un résultat dans [CC07] dit que
Matd(K [G ]) est directement fini si et seulement si toute application K -linéaire,
injective, G -équivariante et continue τ : AG → AG est surjective. Comme A est fini
(de cardinal |A| = |K |d), toute application injective, G -équivariante et continue
τ : AG → AG est surjective puisque le groupe G est surjonctif. Donc Matd(K [G ])
est directement fini.
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Preuve du théorème A (suite)

Cas 2 : K est la clôture algébrique de Z/pZ avec p premier

On considère
l’automorphisme de Frobenius ϕ : K → K défini par

∀λ ∈ K , ϕ(λ) := λp

Pour n ≥ 1, soit Kn ⊂ K défini par

Kn := Fix(ϕ ◦ ϕ ◦ · · · ◦ ϕ︸ ︷︷ ︸
n fois

).
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Preuve du théorème A (suite)

Kn est l’ensemble des zéros du polynôme X pn − X .

Kn est un sous-corps de K de cardinal pn.

Kn ⊂ Km si n divise m.

K =
⋃

n≥1 Kn.

Donc K est la réunion croissante des sous-corps finis Ln := Kn!, n ≥ 1.
Soient A,B ∈ Matd(K [G ]) tels que AB = 1. Il existe n0 ≥ 1 tel que
A,B ∈ Matd(Ln0 [G ]). On a donc BA = 1 d’après le cas 1.
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Donc K est la réunion croissante des sous-corps finis Ln := Kn!, n ≥ 1.
Soient A,B ∈ Matd(K [G ]) tels que AB = 1. Il existe n0 ≥ 1 tel que
A,B ∈ Matd(Ln0 [G ]). On a donc BA = 1 d’après le cas 1.

M. C. (IRMA Strasbourg) Finitude stable des anneaux 4 décembre 2023 18 / 24
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Preuve du théorème A (suite)

Cas 3 : K est un corps algébriquement clos de caractéristique p > 0

Résulte du
lemme, du cas 2, et du premier principe de Lefschetz.

Cas 4 : K est un corps algébriquement clos de caractéristique 0 Résulte du lemme,
du cas 3, et du second principe de Lefschetz.

Cas 5 : K est un corps quelconque On considère la clôture algébrique L de K .
L’anneau L[G ] est stablement fini d’après les cas 3 et 4. Comme K [G ] ⊂ L[G ], on
en déduit que K [G ] est stablement fini.
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du cas 3, et du second principe de Lefschetz.

Cas 5 : K est un corps quelconque On considère la clôture algébrique L de K .
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Preuve du théorème A (suite)
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