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Surjonctivité

Définition

Soit E un ensemble. On dit qu’une application f : E → E est surjonctive si f est
surjective ou non injective.

f surjonctive ⇐⇒ (f injective =⇒ f surjective).

Le mot surjunctive a été créé par Gottschalk [Got73].
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Objets surjonctifs

Définition

On dit qu’un objet X d’une catégorie concrète C est surjonctif si tout
C-endomorphisme de X est surjonctif.

Dans la catégorie des ensembles, les objects surjonctifs sont les ensembles
finis.

Dans la catégorie des espaces vectoriels, les objets surjonctifs sont les espaces
vectoriels de dimension finie.

Dans la catégorie des groupes, les objets surjonctifs sont les groupes
co-hopfiens (groupes finis, Q, SL3(Z), ...).
Le théorème d’Ax-Grothendieck dit que toute variété algébrique sur un corps
algébriquement clos est un objet surjonctif.
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Le théorème d’Ax-Grothendieck dit que toute variété algébrique sur un corps
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Monöıdes

Définition

Un monöıde est un ensemble muni d’une loi interne associative avec élément
neutre.

Autrement dit, un monöıde est un ensemble M muni d’une application
M ×M → M, (m,m′) 7→ mm′, vérifiant

∀m1,m2,m3 ∈ M m1(m2m3) = (m1m2)m3 et

∃1M ∈ M,∀m ∈ M 1Mm = m1M = m.

Si M et N sont des monöıdes, on dit que f : M → N est un morphisme de
monöıdes si f (1M) = 1N et f (mm′) = f (m)f (m′) quels que soient m,m′ ∈ M.
La catégorie des groupes est une sous-catégorie pleine de la catégorie des
monöıdes.
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Monöıdes
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∀m1,m2,m3 ∈ M m1(m2m3) = (m1m2)m3 et

∃1M ∈ M,∀m ∈ M 1Mm = m1M = m.
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Un monöıde est un ensemble muni d’une loi interne associative avec élément
neutre.
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Exemples de monöıdes

(N,+).

(N,×).

monöıde symétrique d’un ensemble E : (Map(E ), ◦) avec
Map(E ) := {f : E → E}.
monöıde bicyclique : sous-monöıde B ⊂ Map(N) engendré par p, q ∈ Map(N)
définis par

p(0) = 0,∀n ∈ N p(n + 1) = n et q(n) = n + 1.

Tout élément m ∈ B s’écrit de manière unique m = qapb avec a, b ∈ N :

k 0 1 . . . b b + 1 b + 2 . . .

m(k) a a . . . a a+ 1 a+ 2 . . .
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définis par

p(0) = 0,∀n ∈ N p(n + 1) = n et q(n) = n + 1.
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Systèmes dynamiques

Un système dynamique est un couple (X ,M), où X est un espace topologique et
M est un monöıde agissant continûment sur X .
Cela signifie que l’on a une application M × X → X , (m, x) 7→ mx , qui vérifie :

∀x ∈ X 1Mx = x ,

∀m1,m2 ∈ M,∀x ∈ X m1(m2x) = (m1m2)x ,

∀m ∈ M l’application X → X , x 7→ mx , est continue.

Si (X ,M) et (Y ,M) sont des systèmes dynamiques, on dit qu’une application
f : X → Y est un morphisme de système dynamiques si f est continue et

∀m ∈ M,∀x ∈ X f (mx) = mf (x) M-équivariance.

Un isomorphisme de systèmes dynamiques s’appelle une conjugaison topologique.
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Cela signifie que l’on a une application M × X → X , (m, x) 7→ mx , qui vérifie :
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Décalages

Soient M un monöıde et A un ensemble fini.
On munit A de la topologie discrète et AM = {x : M → A} =

∏
m∈M A de la

topologie produit.
L’espace AM est compact, séparé, et totalement discontinu.
On munit aussi AM de l’action de M définie par

∀m ∈ M,∀x ∈ AM mx := x ◦ Rm,

où Rm : M → M est la multiplication à droite par m. On a donc

∀m,m′ ∈ M,∀x ∈ AM (mx)(m′) = x(m′m).

L’action de M sur AM est continue. On dit que le système dynamique (AM ,M) est
le décalage sur le monöıde M et l’alphabet A. Un endomorphisme du décalage
(AM ,M), c’est-à-dire une application continue équivariante f : AM → AM ,
s’appelle un automate cellulaire.
Un sous-décalage est un sous-ensemble fermé M-invariant X ⊂ AM .
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∏
m∈M A de la

topologie produit.
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M. C. (IRMA Strasbourg) Surjonctivité des monöıdes 9 décembre 2024 8 / 20



Décalages
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M. C. (IRMA Strasbourg) Surjonctivité des monöıdes 9 décembre 2024 8 / 20
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où Rm : M → M est la multiplication à droite par m. On a donc
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∀m ∈ M,∀x ∈ AM mx := x ◦ Rm,
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On munit aussi AM de l’action de M définie par
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Monöıdes surjonctifs

Définition

On dit qu’un monöıde M est surjonctif si le décalage (AM ,M) est surjonctif pour
tout ensemble fini A.

(M surjonctif) ⇐⇒ (∀A ens. fini, ∀f : AM → AM aut. cell., f injectif =⇒ f
surjectif).
Soit M le monöıde bicyclique et f : AM → AM , x 7→ x ◦ Lp, avec Lp : M → M la
multiplication à gauche par p. Donc

∀x ∈ AM ,∀m ∈ M (f (x))(m) = x(pm).

On vérifie que f est un automate cellulaire injectif mais pas surjectif (pour
|A| ≥ 2). Donc le monöıde bicyclique n’est pas surjonctif.
On ne sait pas s’il existe des groupes non-surjonctifs.
Tout monöıde fini, tout monöıde résiduellement fini, tout monöıde commutatif de
type fini, tout monöıde commutatif simplifiable, tout monöıde moyennable
simplifiable, tout monöıde linéaire de type fini est surjonctif [CC15].
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Soit M le monöıde bicyclique et f : AM → AM , x 7→ x ◦ Lp, avec Lp : M → M la
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Monöıdes surjonctifs
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La distance de Hamming

Soit Q un ensemble fini non vide.
On définit la distance de Hamming sur le monöıde Map(Q) par

∀f , g ∈ Map(Q) dHam
Q (f , g) :=

|{q ∈ Q : f (q) ̸= g(q)}|
|Q|

.

où | · | désigne le nombre d’éléments.
On a toujours 0 ≤ dHam

Q (f , g) ≤ 1.
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On a toujours 0 ≤ dHam

Q (f , g) ≤ 1.

M. C. (IRMA Strasbourg) Surjonctivité des monöıdes 9 décembre 2024 10 / 20
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On a toujours 0 ≤ dHam

Q (f , g) ≤ 1.

M. C. (IRMA Strasbourg) Surjonctivité des monöıdes 9 décembre 2024 10 / 20



Monöıdes sofiques

Définition (cf. [CC14])

On dit qu’un monöıde M est sofique si

∀K ⊂ M fini,∀ε > 0,∃∅ ̸= Q = QK ,ε fini,∃σ = σK ,ε : M → Map(Q) :

(MS1) σ(1M) = IdQ ;

(MS2) ∀k1, k2 ∈ K dHam
Q (σ(k1k2), σ(k1)σ(k2)) ≤ ε ;

(MS3) ∀k1, k2 ∈ K k1 ̸= k2 =⇒ dHam
Q (σ(k1), σ(k2)) ≥ 1− ε.

On dit alors que la famille Σ := (σK ,ε) est une approximation sofique de M.

La classe des groupes sofiques a été introduite par Gromov [Gro99] et
Weiss [Wei00]. Ils ont montré que tout groupe sofique est surjonctif. On ne sait
pas s’il existe des groupes non-sofiques.
Le monöıde bicyclique n’est pas sofique [CC14].
Tout monöıde fini, tout monöıde résiduellement fini, tout monöıde commutatif,
tout monöıde moyennable simplifiable, tout monöıde linéaire est sofique [CC14].
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Définition (cf. [CC14])

On dit qu’un monöıde M est sofique si

∀K ⊂ M fini,∀ε > 0,∃∅ ̸= Q = QK ,ε fini,∃σ = σK ,ε : M → Map(Q) :

(MS1) σ(1M) = IdQ ;

(MS2) ∀k1, k2 ∈ K dHam
Q (σ(k1k2), σ(k1)σ(k2)) ≤ ε ;

(MS3) ∀k1, k2 ∈ K k1 ̸= k2 =⇒ dHam
Q (σ(k1), σ(k2)) ≥ 1− ε.

On dit alors que la famille Σ := (σK ,ε) est une approximation sofique de M.

La classe des groupes sofiques a été introduite par Gromov [Gro99] et
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Monöıdes sofiques
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Monöıdes fortement sofiques

Définition (cf. [CCP23b])

On dit qu’un monöıde M est fortement sofique si

∀K ⊂ M fini,∃∆K < ∞,∀ε > 0,∃∅ ̸= Q fini,∃σ : M → Map(Q) :

(MFS1)σ(1M) = IdQ ;

(MFS2)∀k1, k2 ∈ K dHam
Q (σ(k1k2), σ(k1)σ(k2)) ≤ ε ;

(MFS3)∀k1, k2 ∈ K k1 ̸= k2 =⇒ dHam
Q (σ(k1), σ(k2)) ≥ 1− ε.

(MFS4)∀k ∈ K ,∀q ∈ Q |σ(k)−1(q)| ≤ ∆K .

On dit alors que la famille Σ := (σK ,ε) est une approximation fortement sofique de
M.

Pour tout groupe G , on a

G fortement sofique ⇐⇒ G sofique.
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Monöıdes fortement sofiques

Pour tout monöıde M, on a

M fortement sofique =⇒ M sofique.

La réciproque est fausse : le monöıde multiplicatif {0, 1} est sofique mais pas
fortement sofique. Dans un monöıde fortement sofique, tout élément d’ordre fini
doit être inversible.
Tout sous-monöıde d’un monöıde fortement sofique est fortement sofique. En
particulier, tout sous-monöıde d’un groupe sofique est fortement sofique.
Il y a des monöıdes fortement sofiques qui ne peuvent pas se plonger dans un
groupe.
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Il y a des monöıdes fortement sofiques qui ne peuvent pas se plonger dans un
groupe.

M. C. (IRMA Strasbourg) Surjonctivité des monöıdes 9 décembre 2024 13 / 20
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Surjonctivité des monöıdes fortement sofiques

Théorème (Gromov-Weiss [Gro99], [Wei00])

Tout groupe sofique est surjonctif.

On ne sait pas si tout monöıde sofique est surjonctif mais nous avons obtenu le
résultat suivant qui généralise le théorème de Gromov-Weiss.

Théorème A ([CCP23b])

Tout monöıde fortement sofique est surjonctif.

La démonstration du théorème A dans [CCP23b] suit celle du théorème de
Gromov-Weiss donnée par Kerr et Li dans [KL16].
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Gromov-Weiss donnée par Kerr et Li dans [KL16].

M. C. (IRMA Strasbourg) Surjonctivité des monöıdes 9 décembre 2024 14 / 20
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Esquisse de démonstration du théorème A

Soient M un monöıde fortement sofique et A un ensemble fini.

Soit Σ une approximation fortement sofique de M.
Pour tout sous-décalage X ⊂ AM , on définit l’entropie sofique

hΣ(X ,M) ∈ {−∞} ∪ [0,∞]

du système dynamique (X ,M) relativement à Σ. L’entropie sofique est un
invariant de conjugaison topologique.

Théorème B ([CCP23b])

On a toujours hΣ(X ,M) ≤ log |A|. L’égalité a lieu si et seulement si X = AM .

Démonstration du théorème A.

On se donne un automate cellulaire injectif f : AM → AM . On considère le
sous-décalage X := f (AM). On veu montrer que f est surjectif, c’est-à-dire que
X = AM . Les systèmes dynamiques (AM ,M) et (X ,M) sont conjugués
topologiquement par f . On a donc hΣ(X ,M) = hΣ(A

M ,M), ce qui implique
X = AM d’après le théorème B.
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sous-décalage X := f (AM). On veu montrer que f est surjectif, c’est-à-dire que
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sous-décalage X := f (AM). On veu montrer que f est surjectif, c’est-à-dire que
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Soient M un monöıde fortement sofique et A un ensemble fini.
Soit Σ une approximation fortement sofique de M.
Pour tout sous-décalage X ⊂ AM , on définit l’entropie sofique

hΣ(X ,M) ∈ {−∞} ∪ [0,∞]

du système dynamique (X ,M) relativement à Σ. L’entropie sofique est un
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On se donne un automate cellulaire injectif f : AM → AM . On considère le
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Application du théorème A aux algèbres de monöıdes

Soient M un monöıde et K un corps. L’algèbre de monöıde K [M] est la K -algèbre
défini ainsi :

K [M] est le K -espace vectoriel de base M ;

la multiplication sur K [M] s’obtient en étendant K -linéairement la
multiplication (loi interne) sur M.

Définition

On dit qu’un anneau R est stablement fini si

∀d ≥ 1,∀A,B ∈ Matd(R) AB = Id =⇒ BA = Id .

Dans [CCP23a], nous montrons que si M est un monöıde surjonctif alors K [M] est
stablement fini pour tout corps K . Le théorème A nous donne alors :

Corollaire ([CCP23b])

Soit M un monöıde fortement sofique. Alors K [M] est stablement fini pour tout
corps K.
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K [M] est le K -espace vectoriel de base M ;

la multiplication sur K [M] s’obtient en étendant K -linéairement la
multiplication (loi interne) sur M.

Définition

On dit qu’un anneau R est stablement fini si

∀d ≥ 1,∀A,B ∈ Matd(R) AB = Id =⇒ BA = Id .

Dans [CCP23a], nous montrons que si M est un monöıde surjonctif alors K [M] est
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Le théorème A nous donne alors :

Corollaire ([CCP23b])
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Application du théorème A aux algèbres de monöıdes
(suite)

Remarque

Si M est le monöıde bicyclique alors K [M] n’est jamais stablement fini car
p, q ∈ M ⊂ K [M] vérifient pq = 1 ̸= qp.

Remarque

Le corollaire étend le thorème d’Elek et Szabo [ES04] qui dit que K [G ] est
stablement fini pour tout groupe sofique G et tout corps K . Kaplansky [Kap57],
[Kap69] a montré que K [G ] est stablement fini pour tout groupe G et tout corps
K de caractéristique 0. On ne sait pas si K [G ] est stablement fini pour tout
groupe G et tout corps K . C’est l’une des conjectures de Kaplansky sur les
algèbres de groupes.
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[Kap69] a montré que K [G ] est stablement fini pour tout groupe G et tout corps
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